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n An Ân Ãn

0 0.182 0.182 0.182

1 0.088 0.090 0.088

2 0.058 0.050 0.058

3 0.0431 0.083 0.0431

4 0.0343 -0.165 0.0343

5 0.0284 1.025 0.0284

6 0.024 -4.958 0.024

7 0.021 24.933 0.021
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《数值分析》之

非线性方程求根

徐岩

中国科学技术大学数学系

yxu@ustc.edu.cn

https://faculty.ustc.edu.cn/yxu
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非线性方程求根

非线性科学是当今科学发展的一个重要研究方向，在许多应用问
题中能发现非线性方程的例子。

在光的衍射理论中，我们需要方程

x − tan x = 0

的根。

在行星轨道的计算中，我们需要开普勒方程

x − a sin x = b

的根，其中a和b取任意值。

非线性方程的求根也成了一个不可缺少的内容。

徐岩 数值分析



通常非线性方程的根的情况非常复杂：

解不唯一 {
sin(π2 x) = y

y = 1
2

有无穷组解。

只在某个区域内可能解存在唯一，而且经常很简单的形式得
不到精确解。例如：

ex − cos(πx) = 0.

当用计算机求函数的近似零点时，即使精确解是唯一的，还
是会出现许多近似解。

徐岩 数值分析



根据不同的需要，非线性方程求根问题可以提出以下三类不同的
要求：

已知某根近似，要求把根精确化。

确定全部的根，或者给定区域上的全部根。

判定给定区域上方程根的个数。

徐岩 数值分析



主要方法

对分法

不动点方法

牛顿法

割线法

徐岩 数值分析



对分法

定理

若f是区间[a, b]上的连续函数，且f (a)f (b) < 0，则f在(a, b)内必
有一个零点，即∃x ∈ (a, b), f (x) = 0.

算法

1 [a0, b0] = [a, b], x = a0+b0
2

2 if f (x) ≥ 0, then an+1 = an, bn+1 = x

3 else an+1 = x , bn+1 = bn

While(|a-b|>eps)

x=(a+b)/2

f(x)

若(|f(x)|<eps) x为解
若f(x)*f(b)<0 修正区间为[x,b]

若f(a)*f(x)<0 修正区间为[a,x]

End while

徐岩 数值分析



对分法

每次缩小一倍的区间，收敛速度为1/2，较慢

只能求一个根，使用条件限制较大

不能保证x的精度

徐岩 数值分析
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不动点方法

f (x) = 0⇐⇒ x = ϕ(x)

f (x)的根⇐⇒ ϕ(x)的不动点

一个数学问题常常能归结成为一个求函数不动点的问题。

思路

从一个初值x0出发，计算

x1 = ϕ(x0), x2 = ϕ(x1), · · · , xk+1 = ϕ(xk), · · · ,

若{xk}∞0 收敛，即存在x∗使得 lim
k→∞

xk = x∗，且ϕ连续，则由

lim
k→∞

xk+1 = lim
k→∞

ϕ(x∗)

可知x∗ = ϕ(x∗)，即x∗是ϕ的不动点，也就是f的根。

徐岩 数值分析



不动点方法基本步骤

给出方程的局部等价形式, f (x) = 0⇐⇒ x = ϕ(x).

取合适的初值x0，产生迭代序列xk+1 = ϕ(xk).

求极限 lim
k→∞

xk = x∗, 该值为方程的根.

问题

迭代序列 lim
k→∞

xk是否收敛？

徐岩 数值分析



不动点定理

不动点定理

ϕ(x)是定义在[a, b]上的函数，若ϕ(x)满足

∀x ∈ [a, b], ϕ(x) ∈ [a, b].

ϕ(x)在[a, b]上可导，且存在正数L < 1, ∀x ∈ [a, b],
有|ϕ′(x)| ≤ L.

则有，

1 ∃1 x∗, s.t. x∗ = ϕ(x∗), 称x∗为ϕ(x)的不动点。

2 迭代格式xk+1 = ϕ(xk)对任意的初值x0 ∈ [a, b]均收敛
于ϕ(x)的不动点x∗。

3 误差估计式为

|x∗ − xk | ≤ Lk

1− L
|x1 − x0|

徐岩 数值分析



证明

不动点的存在唯一性

做辅助函数ψ(x) = x − ϕ(x),则有ψ(a) ≤ 0, ψ(b) ≥ 0，则

∃x∗, s.t. ψ(x∗) = 0, i .e.x∗ = ϕ(x∗).

若x∗∗ = ϕ(x∗∗)，则有

|x∗−x∗∗| = |ϕ(x∗)−ϕ(x∗∗)| = |ϕ′(ξ)||x∗−x∗∗| ≤ L|x∗−x∗∗|, ξ ∈ [a, b]

由L < 1可知x∗ = x∗∗.

徐岩 数值分析



证明（续）

迭代格式收敛

当x0 ∈ [a, b]时，可用数学归纳法证明，迭代序列{xk} ⊆ [a, b]，
于是由微分中值定理

xk+1 − x∗ = ϕ(xk)− ϕ(x∗) = ϕ′(ξ)(xk − x∗), ξ ∈ [a, b]

|xk+1 − x∗| ≤ L|xk − x∗| = L|ϕ(xk−1)− x∗|
≤ L2|xk−1 − x∗| ≤ · · · ≤ Lk+1|x0 − x∗|

因为L < 1,因此有当k →∞时，Lk+1 → 0,则

xk+1 → x∗.

即迭代格式xk+1 = ϕ(xk)收敛。

徐岩 数值分析



证明（续）

误差估计

|xk+1 − xk | = |ϕ(xk)− ϕ(xk−1)| ≤ L|xk − xk−1| ≤ · · · Lk |x1 − x0|

设k固定，对任意正整数p，有

|xk+p − xk | ≤ |xk+p − xk+p−1|+ · · ·+ |xk+1 − xk |
≤ (Lk+p−1 + Lk+p−2 + · · ·+ Lk)|x1 − x0|

=
Lk

1− L
|x1 − x0|

由p的任意性， lim
p→+∞

xk+p = x∗，故有

|x∗ − xk | ≤ Lk

1− L
|x1 − x0|

徐岩 数值分析



注

构造满足定理条件的等价形式一般难于做到。要构造收敛迭代格
式有两个要素：

等价形式

初值选取

例

代数方程x3 − 2x − 5 = 0。

1 x = 3
√
2x + 5, ϕ′(x) = 1

3
1

(2x+5)
2
3
, 迭代格式xk+1 =

3
√
2xk + 5

2 x = x3−5
2 , ϕ′(x) = 3x2

2 , 迭代格式xk+1 = (xk )3−5
2

3 x = 2x+5
x2

, ϕ′(x) = −2(5+x)
x3

, 迭代格式xk+1 = 2xk+5
x2k

徐岩 数值分析



例

计算下列函数的不动点

f (x) = 4 +
1

3
sin(2x)

由中值定理，我们有

|f (x)−f (y)| = 1

3
| sin(2x)−sin(2y)| = 2

3
| cos(2ξ)||x−y |, ξ ∈ (a, b)

取初值x = 4,执行20次迭代.
x=4, M=20
for k=1,M
x = 4 + 1

3 sin(2x)

徐岩 数值分析



例

1 4.3297861
2 4.2308951
3 4.2736338
...

...
14 4.2614830
15 4.2614840
16 4.2614836
...

...
20 4.2614837

徐岩 数值分析



Newton迭代法

将f (x)在初值处作Taylor展开

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′(x0)

2
(x − x0)2 + · · ·

当x与x0很接近，取线性部分作为f (x)的近似，有

f (x0) + f ′(x0)(x − x0) ≈ 0

若f ′(x0) 6= 0,则有

x = x0 − f (x0)

f ′(x0)

可以归纳定义迭代格式为

xn+1 = xn − f (xn)

f ′(xn)

徐岩 数值分析



Newton迭代法

Newton迭代的等价方程为：

f (x) = 0⇐⇒ x = ϕ(x) = x − f (x)

f ′(x)

因此有

ϕ′(x) =

(
x − f (x)

f ′(x)

)′
=

f (x)f ′′(x)

(f ′(x))2

若f (x)在x = a处为单根，则

f (a) = 0, f ′(a) 6= 0

故有ϕ′(a) = 0. 所以，迭代格式收敛.

徐岩 数值分析



收敛速度

xn+1 − a = ϕ(xn)− ϕ(a)

= (xn − a)ϕ′(a) +
(xn − a)2

2
ϕ′′(ξn)

=
(xn − a)2

2
ϕ′′(ξn)

≈ (xn − a)2

2
ϕ′′(a)

Newton迭代是二阶迭代方法。

徐岩 数值分析



例

用Newton迭代法求方程ex − 1.5− arctan x = 0的负零点。取初
值x0 = −7.
解：f ′(x) = ex − 1

x2+1
, Newton迭代格式为

xn+1 = xn − ex
n − 1.5− arctan(xn)

exn − 1
(xn)2+1

n x f (x)

0 -7.0 −0.702× 10−1

1 -10.67709617664001399296984386 −0.226× 10−1

2 -13.27916737563271290859786319 −0.437× 10−2

3 -14.05365585426923873474831753 −0.239× 10−3

4 -14.10110995686641347616312706 −0.800× 10−6

5 -14.10126977093941594621579506 −0.901× 10−11

6 -14.10126977273996842508300314 −0.114× 10−20

7 -14.10126977273996842531155122 0.000
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Newton迭代格式的一般仅应用于求解方程的实系数方程的
实根

Newton迭代格式的收敛速度快，格式简单，应用广泛

Newton迭代格式的收敛性依赖于初值x0的选取。
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弦截法

Newton法的一个缺点是它需要求零点的函数导数。

将Newton迭代中的导数，用差商代替

f ′(xn) =
f (xn)− f (xn−1)

xn − xn−1

由此得到弦截法

xn+1 = xn − f (xn)
xn − xn−1

f (xn)− f (xn−1)

弦截法是2步格式。收敛速度比Newton迭代慢，收敛阶
为1 +

√
5
2 ≈ 1.618。
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非线性方程组

非线性方程组 
f1(x1, x2, · · · , xn) = 0
f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

· · · · · ·
fn(x1, x2, · · · , xn) = 0

写成向量形式
F (x) = 0

这里，x = (x1, x2, · · · , xn)T , F (x) = (f1(x), f2(x), · · · , fn(x))T .
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非线性方程组的Newton方法

直接推广Newton迭代为：

xk+1 = xk − (J(xk))−1F (xk)

这里

J(x) =


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn


实际中，用解方程组的形式

J(xk)(xk+1 − xk) = F (xk).

在x的邻域中，若‖J(x)‖∞ ≤ L < 1，而初始值充分接近于解，则
迭代收敛。
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上机作业

分别编写用Newton迭代和弦截法求根的通用程序

用如上程序计算下述函数的根

1 f (x) = 2x4 + 24x3 + 61x2 − 16x + 1

2 f (x) = tan x − x

3 f (x) = 1 + x2 + ex cos x

分别取初值x0为0.1,0.2,0.9,9.0.

输出形式如下：

x0 迭代次数 数值结果 数值误差

简单分析你得到的数据
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《数值分析》之

函数逼近

徐岩

中国科学技术大学数学系

yxu@ustc.edu.cn

https://faculty.ustc.edu.cn/yxu
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概念

实际中，函数f (x)多样，复杂，通常只能观测到一些离散数
据；或者函数f (x)过于复杂而难以运算。这时我们要用近似
函数φ(x)来逼近f (x)。

函数逼近：在科学计算中用到大量复杂函数，对它们直接进
行微分、积分等计算不是很容易，而插值是一种最简单的逼
近方法。

在计算中函数通常是用离散点表示的，特别是函数来自于微
分方程的数值解。插值是复原函数的直接方法。

在计算机图形学中需要处理由大量离散点表示的曲线和曲
面，这称为曲线和曲面拟合(fitting)，其核心步骤就是函数
插值。
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发展概况

单变量函数插值：从十八世纪开始，单变量多项式插值就得
到了系统发展，Lagrange, Hermite, Newton等人都有重要贡
献。至今已相当成熟，出现了多项式插值、三角函数插值、
样条插值，并且催生了如样条函数理论等在现代大规模科学
计算和计算机辅助设计中扮演主要角色的理论体系

多变量函数插值：至今还处于发展阶段。比较成熟的是张量
积形式的插值理论，而其它形式的插值以及多变量样条理论
还不是很完善
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插值函数

定义

f (x) 为定义在区间[a, b]上的函数，x0, x1, · · · , xn为区间上n+1个
互不相同的点，Φ为给定的某一函数类。求Φ上的函数φ(x),满足

φ(xi ) = f (xi ), i = 0, 1, · · · , n

则称φ(x)为f (x)关于节点x0, x1, · · · , xn在Φ上的插值函数。
称x0, x1, · · · , xn为插值节点，称(xi , f (xi ))为插值点。

插值函数是否存在唯一？

如何构造插值函数？

插值函数的误差如何估计？
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代数多项式

易于运算

无穷光滑

易于计算积分和导数

通常选择代数多项式作为插值基函数
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多项式插值定理

Theorem

若xi两两不同，则对任意给定的yi , 存在唯一的次数至多是n次的
多项式pn使得pn(xi ) = yi , i = 0, . . . , n.

证明：在幂基{1, x , . . . , xn}下待定多项式p的形式为

p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anx

n

由插值条件p(xi ) = yi , i = 0, . . . , n, 得到如下方程组




1 x0 x20 · · · xn0
1 x1 x21 · · · xn1
1 x2 x22 · · · xn2
...

...
...

. . .
...

1 xn x2n · · · xnn







a0
a1
a2
...
an




=




y0
y1
y2
...
yn




系数矩阵为Vandermonde矩阵，其行列式非零，因此方程组有唯
一解。
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多项式插值定理（续）

插值矩阵方法(待定系数法)：不具有实用价值，但具有很高
的理论价值

注意Vandermonde矩阵是病态的，因此不推荐应用该方法计
算插值多项式的形式。

对于给定的问题，插值多项式存在唯一。但是可以用不同的
方法给出插值多项式的不同表示形式。

不同形式的插值多项式

Lagrange插值

Newton插值

Hermite插值
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Lagrange插值

Lagrange基函数: 由多项式插值定理存在函数ℓi (x)满
足ℓi (xj) = δij . 实际上，

ℓi (x) =
n∏

j=0
j ̸=i

x − xj
xi − xj

Lagrange插值多项式：

Ln(x) =
n∑

k=0

ykℓk(x)

如果插值节点相同，给定的数据点{yi}有多组，那么采
用Lagrange插值是相当有效的。但求值算法不是很直接。

Lagrange插值的缺点: 无承袭性。增加一个节点，所有的基
函数都要重新计算
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线性插值

ℓ0(x) =
x − x1
x0 − x1

, ℓ1(x) =
x − x0
x1 − x0

,

L1(x) = f (x0)ℓ0(x) + f (x1)ℓ1(x)

二次插值

ℓ0(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
,

ℓ1(x) =
(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
,

ℓ2(x) =
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
,

L2(x) = f (x0)ℓ0(x) + f (x1)ℓ1(x) + f (x2)ℓ2(x)
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三次插值基函数
3.2 Interpolation theory 121
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FIGURE 3.1. The Lagrange basis functions for n = 3, with nodes {1, 2, 3, 4}

for some constant c. Using the condition pn(x0) = 0, we see that c = 0
and therefore, pn ≡ 0. We note that by Theorem 3.2.3, this result on the
uniqueness of the solvability of the homogeneous problem also implies the
existence of a solution.
In the above, we have indicated three methods for showing the exis-

tence and uniqueness of a solution to the interpolation problem (3.2.1).
The method based on showing the determinant of the coefficient is non-
zero, as in (3.2.2), can be done easily only in simple situations such as
Lagrange polynomial interpolation. Usually it is simpler to show that the
interpolant corresponding to the homogeneous data is zero, even for com-
plicated interpolation conditions. For practical calculations, it is also useful
to have a representation formula that is the analogue of (3.2.3), but such
a formula is sometimes difficult to find.
These results on the existence and uniqueness of polynomial interpolation

extend to the case that {x0, . . . , xn} are any n + 1 distinct points in the
complex plane C . The proofs remain the same.
For the interpolation error in Lagrange polynomial interpolation, we have

the following result.
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例

x 5 −7 −6 0

y 1 −23 −54 −954

结点为5,−7,−6, 0，所以基函数是

ℓ0(x) =
(x + 7)(x + 6)x

(5 + 7)(5 + 6)5
=

1

660
x(x + 6)(x + 7)

ℓ1(x) =
(x − 5)(x + 6)x

(−7− 5)(−7 + 6)(−7)
= − 1

84
x(x − 5)(x + 6)

ℓ2(x) =
(x − 5)(x + 7)x

(−6− 5)(−6 + 7)(−6)
= − 1

66
x(x − 5)(x + 7)

ℓ3(x) =
(x − 5)(x + 7)(x + 6)

(0− 5)(0 + 7)(0 + 6)
= − 1

210
(x − 5)(x + 6)(x + 7)

所以Lagrange型插值多项式
为L3(x) = ℓ0(x)− 23ℓ1(x)− 54ℓ2(x)− 954ℓ3(x)
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算法

计算Lagrange基函数

ℓi (x) =
n∏

j=0
j ̸=i

x − xj
xi − xj

fx=0.0

for(i=0;i<=n;i++) {

tmp=1.0;

for(j=0;j<i;j++)

tmp=tmp*(x-x[j])/(x[i]-x[j]);

for(j=i+1;j<=n;j++)

tmp=tmp*(x-x[j])/(x[i]-x[j]);

fx=fx+tmp*y[i];

}

return fx;
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多项式插值误差定理

Theorem

设f ∈ Cn+1[a, b]，多项式p是f在不同结点x0, x1, . . . , xn上的插值
多项式，deg p ⩽ n。则对[a, b]中每个x，都有ξx ∈ (a, b)使得

f (x)− p(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξx)

n∏

i=0

(x − xi )

证明：当x与某个结点重合时结论成立。对其它情形，固定x , 令

ϕ(t) = f (t)− p(t)− f (x)− p(x)

w(x)
w(t),w(t) =

n∏

i=0

(t − xi )

则ϕ(t)在[a, b]内有n + 2个零点，从而存在ξx ∈ (a, b)使
得ϕ(n+1)(ξx) = 0，即

0 = f (n+1)(ξx)− (n + 1)!
f (x)− p(x)

w(x)
.
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多项式插值误差定理w(x) =
∏n

i=0(x − xi)3.2 Interpolation theory 123

0 1

−10

−5

0

5

x 10
−3 w

3
(x)

x

0 1

−3

−2

−1

0

1

2

3

x 10
−4 w

6
(x)

x

0 1
−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

x 10
−6 w

9
(x)

x

0 1

−4

−2

0

2

4

x 10
−7 w

12
(x)

x

FIGURE 3.2. Examples of the polynomials ωn(x) occurring in the interpolation
error formulas (3.2.4) and (3.2.5)

interval [a, b]. Let
∆ : a ≤ x1 < · · · < xn ≤ b

be a partition of the interval [a, b]. Then the Hermite interpolant p2n−1 ∈
P2n−1 of degree less than or equal to 2n− 1 of f is chosen to satisfy

p2n−1(xi) = f(xi), p′2n−1(xi) = f ′(xi), 1 ≤ i ≤ n. (3.2.6)

We have results on Hermite interpolation similar to those for Lagrange
interpolation, as given in Exercise 3.2.6.
More generally, for a given set of non-negative integers {mi}ni=1, one

can define a general Hermite interpolation problem as follows. Find pN ∈
PN(a, b), N =

∑n
i=1(mi + 1)− 1, to satisfy the interpolation conditions

p
(j)
N (xi) = f (j)(xi), 0 ≤ j ≤ mi, 1 ≤ i ≤ n.

Again it can be shown that the interpolant with the homogeneous data
is zero so that the interpolation problem has a unique solution. Also if
f ∈ CN+1[a, b], then the error satisfies

f(x)− pN (x) =
1

(N + 1)!

n∏

i=1

(x− xi)
mi+1f (N+1)(ξx)
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误差估计的应用

可以应用于基于多项式构造的各种近似算法(如数值积分)的
误差分析

建立插商与导数之间的关系：在结点确定的区间内存在一
点ξ使得

f [x0, . . . , xn] =
f (n)(ξ)

n!
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Lagrange插值多项式性质

当f (x) = xk , k = 0, 1, · · · , n关于节点x0, x1, . . . , xn上
的Lagrange插值多项式就是其本身，因此Lagrange基函数ℓi (x)满
足

Ln(x) =
n∑

i=0

ℓi (x)x
k
i = xk , k = 0, 1, · · · , n

令k = 0,得到

n∑

i=0

ℓi (x) = 1
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多项式插值事后误差估计

给定x0, x1, · · · , xn+1

取x0, x1, · · · , xn，构造Ln(x)

取x1, x2, · · · , xn+1，构造L̃n(x)

f (x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ1)

(n + 1)!
(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn)

f (x)− L̃n(x) =
f (n+1)(ξ2)

(n + 1)!
(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn+1)

近似f (n+1)(ξ1) ≈ f (n+1)(ξ2),有

f (x)− Ln(x)

f (x)− L̃n(x)
≈ x − x0

x − xn+1

=⇒f (x)− Ln(x) ≈
x − x0

x0 − xn+1
(Ln(x)− L̃n(x))

插值误差可以用2组插值函数的差来估计
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上机作业1

对函数

f (x) =
1

1 + x2
, x ∈ [−5, 5]

构造Lagrange插值多项式pL(x)，插值节点取为:

1. xi = 5− 10

N
i , i = 0, 1, · · · ,N

2. xi = −5 cos(
2i + 1

2N + 2
π), i = 0, 1, · · · ,N (Chebyshev point)

并计算如下误差

max
i
{|f (yi )− p(yi )|, yi =

i

10
− 5, i = 0, 1, · · · , 100}

对N = 5, 10, 20, 40比较以上两组节点的结果，并在一张图中画
出N = 10时f (x)数值计算结果。
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输出形式如下：
N=5
Max Error of grid (1) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
Max Error of grid (2) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
N=10
Max Error of grid (1) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
Max Error of grid (2) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
N=20
Max Error of grid (1) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
Max Error of grid (2) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
N=40
Max Error of grid (1) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
Max Error of grid (2) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
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算法

计算Lagrange基函数

ℓi (x) =
n∏

j=0
j ̸=i

x − xj
xi − xj

fx=0.0

for(i=0;i<=n;i++) {

tmp=1.0;

for(j=0;j<i;j++)

tmp=tmp*(x-x[j])/(x[i]-x[j]);

for(j=i+1;j<=n;j++)

tmp=tmp*(x-x[j])/(x[i]-x[j]);

fx=fx+tmp*y[i];

}

return fx;
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多项式插值误差定理

设f ∈ Cn+1[a, b]，多项式p是f在不同结点x0, x1, . . . , xn上的插值
多项式，deg p ⩽ n。则对[a, b]中每个x，都有ξx ∈ (a, b)使得

f (x)− p(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξx)

n∏

i=0

(x − xi )

3.2 Interpolation theory 123
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FIGURE 3.2. Examples of the polynomials ωn(x) occurring in the interpolation
error formulas (3.2.4) and (3.2.5)

interval [a, b]. Let
∆ : a ≤ x1 < · · · < xn ≤ b

be a partition of the interval [a, b]. Then the Hermite interpolant p2n−1 ∈
P2n−1 of degree less than or equal to 2n− 1 of f is chosen to satisfy

p2n−1(xi) = f(xi), p′2n−1(xi) = f ′(xi), 1 ≤ i ≤ n. (3.2.6)

We have results on Hermite interpolation similar to those for Lagrange
interpolation, as given in Exercise 3.2.6.

More generally, for a given set of non-negative integers {mi}ni=1, one
can define a general Hermite interpolation problem as follows. Find pN ∈
PN(a, b), N =

∑n
i=1(mi + 1)− 1, to satisfy the interpolation conditions

p
(j)
N (xi) = f (j)(xi), 0 ≤ j ≤ mi, 1 ≤ i ≤ n.

Again it can be shown that the interpolant with the homogeneous data
is zero so that the interpolation problem has a unique solution. Also if
f ∈ CN+1[a, b], then the error satisfies

f(x)− pN (x) =
1

(N + 1)!

n∏

i=1

(x− xi)
mi+1f (N+1)(ξx)
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最佳结点的选取

即如何选取结点xi , 使得w(x) = (x − x0) . . . (x − xn) 在[a, b]
上的绝对值最大值最小？

为了简单起见，不妨令[a, b] = [−1, 1]. 转而考虑一般的首
一n次多项式p(x)使得它在[−1, 1]上的绝对值最大值最小。

需要用到(第一类)Tchebyshev多项式∗。

∗Tchebyshev (1821.5.16–1894.12.8), 俄罗斯数学家。1850年证明
了Bertrand猜测，即n与2n之间必有至少一个素数，也接近证明了素数定理。
同时他在概率论、正交函数和积分理论方面有重要贡献。其英文名有时也写
作Chebyshev
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(第一类)Tchebyshev多项式

有两种等价的定义方式

递归定义：

T0(x) = 1, T1(x) = x ,

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n ⩾ 1.

解析形式定义：

Tn(x) = cos(n arccos x)
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Tchebyshev多项式性质

|Tn(x)| ⩽ 1, −1 ⩽ x ⩽ 1

Tn

(
cos jπ

n

)
= (−1)j , j = 0, . . . , n

Tn

(
cos (2j−1)π

2n

)
= 0, j = 1, . . . , n

21−nTn是一个首一多项式
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首一多项式定理

Theorem

设p(x)为一个n次首一多项式，则

max
−1⩽x⩽1

|p(x)| ⩾ 21−n

证明：反证法。设对任意x ∈ [−1, 1], |p(x)| < 21−n.
令q(x) = 21−nTn, xi = cos(iπ/n),

(−1)ip(xi ) ⩽ |p(xi )| < (−1)iq(xi )

即(−1)i
(
q(xi )− p(xi )

)
> 0, i = 0, . . . , n. 这说明在区间[−1, 1]

上，多项式q − p的符号在正负之间变动了n + 1次，即它
在(−1, 1) 之间至少有n个根，而这是不可能的，因为q − p的次
数至多是n − 1.
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最佳结点选取

Tchebyshev结点：结点xi是Tchebyshev多项式Tn+1(x)的根

9

hold on

for j = 2:n

plot([xx(n+2-j) zz(j)],’k’,’linewidth’,0.7)

end

plot(xx,0*xx,’.r’), title(’Chebyshev points’,FS,9)
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Chebyshev points

They cluster near 1 and −1, with the average spacing as n→∞ being given
by a density function with square root singularities at both ends (Exercise
2.2).

Let {fj}, 0 ≤ j ≤ n, be a set of numbers, which may or may not come
from sampling a function f(x) at the Chebyshev points. Then there exists a
unique polynomial p of degree n that interpolates these data, i.e., p(xj) = fj
for each j. When we say “of degree n,” we mean of degree less than or equal
to n, and we let Pn denote the set of all such polynomials:

Pn = {polynomials of degree at most n}. (2.3)

As we trust the reader already knows, the existence and uniqueness of poly-
nomial interpolants applies for any distinct set of interpolation points. In the
case of Chebyshev points, we call the polynomial the Chebyshev interpolant.

Polynomial interpolants through equally spaced points have terrible prop-
erties, as we shall see in Chapters 11–15. Polynomial interpolants through
Chebyshev points, however, are excellent. It is the clustering near the ends
of the interval that makes the difference, and other sets of points with similar
clustering, like Legendre points (Chapter 17), have similarly good behavior.
The explanation of this fact has a lot to do with potential theory, a subject
we shall introduce in Chapter 12. Specifically, what makes Chebyshev or
Legendre points effective is that each one has approximately the same av-
erage distance from the others, as measured in the sense of the geometric
mean. On the interval [−1, 1], this distance is about 1/2 (Exercise 2.6).

插值误差

|f (x)− p(x)| ⩽ 1

2n(n + 1)!
max
|t|⩽1

|f (n+1)(t)|
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关于收敛性的定理

Theorem (Faber’s定理)

对任意给定的结点组

a ⩽ x
(n)
0 < x

(n)
1 < · · · < x

(n)
n ⩽ b, n ⩾ 0 (1)

在区间[a, b]上存在一个连续函数f使得f在这组结点上的插值多
项式不能一致收敛于f .

Theorem

若f ∈ C [a, b]，则存在(1)式中那样的一组结点，使得f在这组结
点上的插值多项式pn满足

lim
n→∞

∥f − pn∥∞ = 0
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正线性算子

C [a, b]上的正线性算子L是指它满足

1 线性性：

L(af + bg) = aLf + bLg , a, b ∈ R, f , g ∈ C [a, b]

2 正性：若f ⩾ 0, 则Lf ⩾ 0

正线性算子的著名例子来自于Serge Bernstein在1912年定义
的如下算子: 在C [0, 1]中，

(Bnf )(x) =
n∑

i=0

f
(k
n

)
Bn
k (x), Bn

k (x) =

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

这里的{Bn
k (x)}称为Bernstein基函数。

徐岩 数值分析



Bohman-Korovkin定理

Theorem

设Ln(n ⩾ 1)是定义在C [a, b]上的一个正线性算子序列，其中每个
算子在相同的空间中取值。若对于函数f (x) = 1, x , x2,
∥Lnf − f ∥∞ → 0成立，则对所有的f ∈ C [a, b]此结论也成立。

证明：若L为正线性算子，则由f ⩾ g可知Lf ⩾ Lg , 进一步
有L(|f |) ⩾ |Lf |. 记hk(x) = xk , k = 0, 1, 2. 再定义αn, βn, γn如
下：

αn = Lnh0 − h0, βn = Lnh1 − h1, γn = Lnh2 − h2

由定理的假设可知

∥αn∥∞ → 0, ∥βn∥∞ → 0, ∥γn∥∞ → 0

下面证明对于任意f ∈ C [a, b]以及任意的ε > 0, 存在m使得
当n > m时∥Lnf − f ∥∞ < 3ε.
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由于f在紧区间上连续，从而一致连续，所以存在δ > 0, 使得对
于区间[a, b]中所有的x和y , 当|x − y | < δ时，|f (x)− f (y)| < ε.
令c = 2∥f ∥∞/δ2, 则有当|x − y | ⩾ δ时，

|f (x)− f (y)| ⩽ 2∥f ∥∞ ⩽ 2∥f ∥∞
(x − y)2

δ2
= c(x − y)2

从而对于[a, b]内的任意x , y有

|f (x)− f (y)| ⩽ ε+ c(x − y)2

上述不等式重写为：

|f − f (y)h0| ⩽ εh0 + c[h2 − 2yh1 + y2h0]

从而根据正线性算子的定义有：

|Lnf − f (y)Lnh0| ⩽ εLnh0 + c[Lnh2 − 2yLnh1 + y2Lnh0]
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进一步用y代替x，

|(Lnf )(y)− f (y)(Lnh0)(y)|
⩽ ε(Lnh0)(y) + c[(Lnh2)(y)− 2y(Lnh1)(y) + y2(Lnh0)(y)]

= ε[1 + αn(y)] + c[y2 + γn(y)− 2y(y + βn(y)) + y2(1 + αn(y))]

= ε+ εαn(y) + cγn(y)− 2cyβn(y) + cy2αn(y)

⩽ ε+ ε∥αn∥∞ + c∥γ∥∞ + 2c∥h1∥∞∥βn∥∞ + c∥h2∥∞∥αn∥∞

因此存在m, 当n ⩾ m时，∥Lnf − f · Lnh0∥∞ ⩽ 2ε. 因此必要时再
增大m有

∥Lnf − f ∥∞ ⩽∥Lnf − f · Lnh0∥∞ + ∥f · Lnh0 − f · h0∥∞
⩽2ε+ ∥f ∥∞∥αn∥∞ ⩽ 3ε
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Bernstein算子的情形

h0: (Bnh0)(x) =
∑n

k=0 B
n
k (x) = 1

h1:

(Bnh1)(x) =
n∑

k=0

k

n

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = x

h2:

(Bnh2)(x) =
n − 1

n
x2 +

x

n
→ x2

从而Bohman-Korovkin定理此时给出了Weierstrass定理：即有界
闭区间上的连续函数可以被多项式一致逼近。
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Newton插值

Lagrange插值的缺点: 无承袭性。增加一个节点，所有的基
函数都要重新计算

承袭性: Nn+1(x) = Nn(x) + qn+1(x)

Nn(x)是利用{x0, x1, · · · , xn}插值得到的n阶多项式

Nn+1(x)是利用{x0, x1, · · · , xn+1}插值得到的n + 1阶多项式

增加一个节点，仅需在原有n个节点的多项式基础上添加多
项式qn+1(x)

徐岩 数值分析



如何构造

由Nn+1(xi ) = Nn(xi ) = f (xi ), i = 0, · · · , n 可
知，qn+1(x)有{x0, x1, · · · , xn}这n + 1个零点
则有qn+1(x) = an+1(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn),其中an+1为
实数

Nn(x) = Nn−1(x) + qn(x)
则有qn(x) = an(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−1),其中an为实数

N1(x) = N0(x) + q1(x)
则有q1(x) = a1(x − x0),其中a1为实数

Newton插值多项式

Nn(x) = a0 + a1(x − x0) + · · ·+ an(x − x0) · · · (x − xn−1)
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确定系数an

Nn(x0) = a0 = f (x0),

Nn(x1) = a0 + a1(x1 − x0) = f (x1),

Nn(x2) = a0 + a1(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1) = f (x2),

· · ·
Nn(xn) = a0 + a1(xn − x0) + · · ·+ an(xn − x0) · · · (xn − xn−1) = f (xn)

由此可得

a0 = f (x0),

a1 =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

a2 =
1

x2 − x1

(
f (x2)− f (x0)

x2 − x0
− a1

)
a3 =

1

x3 − x2

(
f (x3)− f (x0)

x3 − x0

1

x3 − x1
− a2

)
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差商定义

定义

一阶差商

f [x0, x1] =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

k阶差商
设{x0, x1, · · · , xk}互不相同，f (x)关于{x0, x1, · · · , xk}的k阶
插商为

f [x0, x1 · · · , xk ] =
f [x1, · · · , xk ]− f [x0, · · · , xk−1]

xk − x0
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差商算法

x0 f (x0)
x1 f (x1) f [x0, x1]
x2 f (x2) f [x1, x2] f [x0, x1, x2]
· · ·
xn f (xn) f [xn−1, xn] f [xn−2, xn−1, xn] f [x0, x1, · · · , xn]
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例

x 5 −7 −6 0

f (x) 1 −23 −54 −954

结点为5,−7,−6, 0，

5 1
−7 −23 2
−6 −54 −31 3
0 −954 −150 −17 4

c0 = 1, c1 = 2, c2 = 3, c3 = 4, 所以插值多项式为

p3(x) = 1 + 2(x − 5) + 3(x − 5)(x + 7) + 4(x − 5)(x + 7)(x + 6)
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Newton插值多项式的表示

Newton插值多项式表示为

Nn(x) =
f (x0)+f [x0, x1](x−x0)+· · ·+f [x0, x1, · · · , xn](x−x0) · · · (x−xn−1)

a0 = f (x0),

a1 =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0
= f [x0, x1]

a2 =
1

x2 − x1

(
f (x2)− f (x0)

x2 − x0
− a1

)
=

1

x2 − x1
(f [x2, x0]− f [x1, x0]) = f [x0, x1, x2]

· · ·
an = f [x0, x1, · · · , xn]
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算法

计算Newton多项式的值

for(i=1;i<=n;i++) !计算差商表
{

for(j=n;j>=i;j--)

y[j]=(y[j]-y[j-1])/(x[j]-x[j-i]);

}

fx=y[n]; !求Newton多项式的值
for(i=n;i>=1;i--)

{

fx=y[i-1]+(x-x[i-1])fx;

}
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差商性质

k阶差商f [x0, x1, · · · , xk ]可由f (x0), f (x1), · · · , f (xk)的线性表
示

由多项式插值的唯一性，知Nk(x) = Lk(x).
xk的系数相同

f [x0, x1, · · · , xk ] =
n∑

i=0

f (xi )
(xi−x0)···(xi−xi−1)(xi−xi+1)···(xi−xn)

对称性：若i0, i1, · · · , ik为0, 1, · · · , k的任意排列，则有

f [x0, x1, · · · , xk ] = f [xi0 , xi1 , · · · , xik ]

若f (x)为m次多项式，则f [x0, x1, · · · , xk−1, x ]为m − k次多项
式。

函数差商与函数导数的关系

f [x , x0, x1, · · · , xn] =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξx)
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Newton插值多项式的误差

多项式插值误差定理对于Newton插值多项式同样成立，故有
对[a, b]中每个x，都有ξx ∈ (a, b)使得

f (x)− Nn(x) = Rn(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξx)

n∏
i=0

(x − xi )

而

Rn(x) = f [x , x0, x1 · · · , xn]
n∏

i=0

(x − xi )

故有

f [x , x0, x1 · · · , xn] =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξx)
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上机作业2

对函数

f (x) =
1

1 + 25x2
, x ∈ [−1, 1]

构造牛顿插值多项式pN(x)，插值节点取为:

1. xi = 1− 2

N
i , i = 0, 1, · · · ,N

2. xi = − cos(
2i + 1

2N + 2
π), i = 0, 1, · · · ,N (Chebyshev point)

并计算如下误差

max
i
{|f (yi )− p(yi )|, yi =

i

50
− 1, i = 0, 1, · · · , 100}

对N = 5, 10, 20, 40比较以上两组节点的结果，并在一张图中画
出N = 20时f (x)数值计算结果。
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输出形式如下：
N=5
Max Error of grid (1) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
Max Error of grid (2) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
N=10
Max Error of grid (1) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
Max Error of grid (2) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
N=20
Max Error of grid (1) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
Max Error of grid (2) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
N=40
Max Error of grid (1) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
Max Error of grid (2) : XXXXXXXXXXXXXXXXX
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Hermite插值

例1 给定f在x0和x1上的函数值和一阶导数值(共四个条件)，要
求一个三次多项式p(x), 在给定结点上与给定信息吻合。
待定

p(x) = a+ b(x − x0) + c(x − x0)
2 + d(x − x0)

2(x − x1)

则可知

a = f (x0)

b = f ′(x0)

a+ b(x1 − x0) + c(x1 − x0)
2 = f (x1)

b + 2c(x1 − x0) + d(x1 − x0)
2 = f ′(x1)

因此插值多项式存在唯一。
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Hermite插值

例2 求一多项式p，使得p(0) = 0, p(1) = 1, p′(1/2) = 2.
由于给定了三个条件，因此试用二次多项
式：p(x) = a+ bx + cx2. 由p(0) = 0 =⇒ a = 0. 而另外两
个条件有

1 = p(1) = b + c

2 = p′(1/2) = b + c

因此不存在二次多项式满足插值条件。因此考虑三次多项
式，p(x) = a+ bx + cx2 + dx3. 此时解不唯一：d = −4,
b + c = 5, a = 0.
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Hermite 插值问题

Hermite插值指的是对一个函数在一组结点上的函数值和导数值
进行插值。
给定函数f以及结点x0, . . . , xn，求多项式p:

p(j)(xi ) = f (j)(xi ), j = 0, 1, i = 0, . . . , n

多项式插值空间的维数，

共有2(n+1)个条件

多项式最高次数为2n+1
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Hermite 插值问题（续）

H(x) =
n∑

i=0
hi (x)f (xi ) +

n∑
i=0

gi (x)f
′(xi )

问题变为求解插值基函数{hi (x)}ni , {gi (x)}ni ∈ P2n+1(x),满足{
hi (xj) = δij
h′i (xj) = 0

,

{
gi (xj) = 0
g ′
i (xj) = δij

,

h0 · · · hn g0 · · · gn
x0 1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

xn 0 · · · 1 0 · · · 0
x ′0 0 · · · 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

x ′n 0 · · · 0 0 · · · 1
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Hermite 插值基函数

hi (x) =

1− 2(x − xi )
∑
i ̸=j

1

xi − xj

 ℓ2i (x)

gi (x) = (x − xi )ℓ
2
i (x)

当取2个节点时的Hermite插值多项式基函数为

h0(x) =

(
1− 2

x − x0
x0 − x1

)(
x − x1
x0 − x1

)2

h1(x) =

(
1− 2

x − x1
x1 − x0

)(
x − x0
x1 − x0

)2

g0(x) = (x − x0)

(
x − x1
x0 − x1

)2

g1(x) = (x − x1)

(
x − x0
x1 − x0

)2
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Hermite插值

例 给定f (−1) = 0, f (1) = 4, f ′(−1) = 2, f ′(1) = 0,
求Hermite插值多项式，并计算f (0.5)
解解解：：：

H3(x) = h0(x) · 0 + h1(x) · 4 + g0(x) · 2 + g1(x) · 0

只需计算h1(x)和g0(x)

h1(x) =

(
1− 2

x − 1

1 + 1

)(
x + 1

1 + 1

)2

=
1

4
(2− x)(x + 1)2

g0(x) = (x + 1)

(
x − 1

−1− 1

)2

=
1

4
(x + 1)(x − 1)2

H3(x) = (2− x)(x + 1)2 +
1

2
(x + 1)(x − 1)2

H3(0.5) = 3.5625
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误差估计

Theorem (Hermite插值误差估计定理)

若f ∈ C 2n+2[a, b]，[a, b]内的插值结点为x0, . . . , xn, p(x)为相应
的Hermite插值多项式，deg p ⩽ 2n + 1，则对于任意x ∈ [a, b]，
存在ξx ∈ (a, b)使得

f (x)− p(x) =
f (2n+2)(ξx)

(2n + 2)!

n∏
i=0

(x − xi )
2

证明方法与无重结点的多项式插值误差估计定理完全类似。
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Hermite 插值问题推广

给定函数f以及结点x0, . . . , xn，求多项式p:

p(j)(xi ) = f (j)(xi ), j = 0, . . . , ki − 1, i = 0, . . . , n

Theorem (Hermite插值定理)

存在唯一的次数不超过m = k0 + · · ·+ kn − 1的多项式满足上述
插值条件。

证明：通过在幂基{1, x , . . . , xm}下待定多项式的系数，得到一个
线性方程组Au = b, 其中A为(m + 1)× (m + 1)阶矩阵(称为广
义Vandermonde矩阵). 为证其有唯一解，只要证Au = 0仅有零
解，即满足p(j)(xi ) = 0的次数不超过m的多项式只能是零多项
式。这可以通过统计p的零点数得证。
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Newton形式与差商的推广

为了简化记号，把插值结点重记为t0, . . . , tm，其
中t0 = t1 = · · · = tk1−1 = x0, ...

记f在结点t0, t1, . . . , tm上次数不超过m的插值多项式的xm项
系数为f [t0, . . . , tm].

Theorem (Newton插值多项式定理)

满足插值条件的多项式可以写为

p(x) =
n∑

j=0

f [x0, . . . , xj ]

j−1∏
i=0

(x − xi )

证明：归纳法。
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高阶差商的性质

差商是结点的对称函数

f [x0, . . . , x0] = f (n)(x0)/n!

设x0 ⩽ x1 ⩽ · · · ⩽ xn,

f [x0, x1, . . . , xn] =

{
f [x1,x2,...,xn]−f [x0,x1,...,xn−1]

xn−x0
xn ̸= x0

f (n)(x0)
n! xn = x0

消去性质：f [x0, . . . , xn] = {(x − xn+1)f (x)}[x0, . . . , xn, xn+1]

Leibnitz法则:

(fg)[x0, . . . , xn] =
n∑

k=0

f [x0, . . . , xk ]g [xk , . . . , xn]
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例

用Newton方法确定一个多项式，满足

p(1) = 2, p′(1) = 3, p(2) = 6, p′(2) = 7, p′′(2) = 8

解：

已知信息
1 2 3 ? ? ?
1 2 ? ? ?
2 6 7 4
2 6
2 6
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例

用Newton方法确定一个多项式，满足

p(1) = 2, p′(1) = 3, p(2) = 6, p′(2) = 7, p′′(2) = 8

解：

新信息的计算
1 2
1 2 3
2 6 4 1
2 6 7 3 2
2 6 7 4 1 -1

从而所求多项式为

p(x) = 2+3(x −1)+(x −1)2+2(x −1)2(x −2)− (x −1)2(x −2)2
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Runge现象

f (x) =
1

1 + x2
, x ∈ [−5, 5]

等距插值函数pn(x).

186 6 Polynomial interpolation

Table 6.1. Runge phenomenon: n denotes the degree of the

interpolation polynomial pn to f , with equally spaced points on [−5, 5].

‘Max error’ signifies maxx∈[−5,5] |f(x) − pn(x)|.

Degree n Max error

2 0.65
4 0.44
6 0.61
8 1.04

10 1.92
12 3.66
14 7.15
16 14.25
18 28.74
20 58.59
22 121.02
24 252.78

pn, n = 0, 1, 2, . . ., with equally spaced interpolation points on the inter-

val [−5, 5], to

f(x) =
1

1 + x2
, x ∈ [−5, 5] .

This example is due to Runge,1 and the characteristic behaviour ex-

hibited by the sequence of interpolation polynomials pn in Table 6.1 is

referred to as the Runge phenomenon: Table 6.1 shows the maxi-

mum difference between f(x) and pn(x) for −5 ≤ x ≤ 5, for values of

n from 2 up to 24. The numbers indicate clearly that the maximum

error increases exponentially as n increases. Figure 6.1 shows the inter-

polation polynomial p10, using the equally spaced interpolation points

xj = −5 + j, j = 0, 1, . . . , 10. The sizes of the local maxima near ±5

grow exponentially as the degree n increases.

Note that, in many ways, the function f is well behaved; all its deriva-

1 Carle David Tolmé Runge (30 August 1856, Bremen, Germany – 3 January 1927,
Göttingen, Germany) studied mathematics and physics at the University of Mu-
nich. His doctoral dissertation in 1880 was in the area of differential geometry.
Gradually, his research interests shifted to more applied topics: he devised a nu-
merical procedure for the solution of algebraic equations where the roots were
expressed as infinite series of rational functions of the coefficients, and in 1887
he started to work on the wavelengths of the spectral lines of elements. In 1904
Runge became Professor of Applied Mathematics in Göttingen. He was a fit and
active man: on his 70th birthday he entertained his grandchildren by performing
handstands. A few months later he suffered a fatal heart attack.
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Runge现象

f (x) = sinπx , [−1, 1]上的5个和16个等距结点

f (x) = 1
(25x2+1)

, [−1, 1]上的5个和16个等距结点

此例由Runge在1901年给出
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Runge现象（续）

n 越大，端点附近抖动越大

等距高次插值，数值稳定性差，本身是病态的。

考虑使用分段插值
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分段线性插值

对给定区间[a, b]作分割

a = x0 < x1 < · · · < xn = b

在每个小区间[xi , xi+1]上，作线性插值函数p(x) = pi (x)

pi (x) =
x − xi+1

xi − xi+1
f (xi ) +

x − xi
xi+1 − xi

f (xi+1), x ∈ [xi , xi+1]

满足

p(x)连续，即保证函数在x = x0, x1, · · · , xn点连续
p(x)在每个小区间上为一个不高于1次的多项式
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误差分析

当x ∈ [xi , xi+1]时，

f (x)− p(x) = f (x)− pi (x) =
f (2)

2
(x − xi )(x − xi+1)

≤ M2

8
(xi+1 − xi )

2, M2 = max
a≤x≤b

|f ′′(x)|

由此得

|f (x)− p(x)| = max
n
{M2

8
(xi+1 − xi )

2} = M2

8
h2

当h→ 0时，p(x)收敛于f (x).
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局部性质，如果修改了某节点(xi , f (xi ))的值，仅在相邻的两
个区间[xi−1, xi ], [xi , xi+1]需要改动

插值节点处仅连续，不光滑

类似，可以作二重Hermite插值
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样条函数

样条函数是一类分段（片）光滑、并且在各段交接处也有一
定光滑性的函数。简称样条(spline)。

样条一词来源于工程绘图人员为了将一些指定点连接成一条
光顺曲线所使用的工具，即富有弹性的细木条或薄钢条。由
这样的样条形成的曲线在连接点处具有连续的坡度与曲率。
分段低次多项式、在分段处具有一定光滑性的函数插值就是
模拟以上原理发展起来的，它克服了高次多项式插值可能出
现的振荡现象，具有较好的数值稳定性和收敛性，由这种插
值过程产生的函数就是多项式样条函数。
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历史与应用概述

样条函数的研究始于20世纪中叶的概率论和数理统计中的数
据拟合，到了60年代它与计算机辅助设计相结合，在外形设
计方面得到成功的应用。

样条理论已成为函数逼近的有力工具。它的应用范围也在不
断扩大，不仅在数据处理、数值微分、数值积分、微分方程
和积分方程数值解等数学领域有广泛的应用，而且与最优控
制、变分问题、统计学、计算几何与泛函分析等学科均有密
切的联系
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定义

给定n + 1个点t0 < t1 < · · · < tn (称为结点, knots)，并指定
一个非负整数k > 0. 在这些结点上定义的一个k次样条函
数(spline function)是指满足下列条件的函数S :

1 在每个区间[ti−1, ti )上，S是一个次数不超过k的多项式。
2 在[t0, tn]上S有(k − 1)阶连续导数。

当固定结点以及次数k，那么所有的S在通常函数运算的意
义下构成一个线性空间。自然的问题是这个样条空间的维数
是多少？基函数是什么？这就是样条理论的核心。其中对基
函数的一般要求是：

1 非负性
2 单位剖分
3 局部支集
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低次样条

k = 0: 分段常数

S(x) =





S0(x) = c0 x ∈ [t0, t1)
S1(x) = c1 x ∈ [t1, t2)
...

...
Sn−1(x) = cn−1 x ∈ [tn−1, tn]

k = 1: 分段折线函数，零阶连续
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1
1+x2：三次样条插值

8.6 Approximation by Splines 353

h 1 0.5 0.25 0.125 0.0625
‖s3 − f‖∞ 0.022 0.0032 2.7741e-4 1.5983e-5 9.6343e-7
p – 2.7881 3.5197 4.1175 4.0522

TABLE 8.5. Experimental interpolation error for Runge’s function using cubic
splines
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FIGURE 8.10. Interpolating spline (a) and its first (b), second (c) and third (d)
order derivatives (in solid line) for the function of Runge’s example (in dashed
line)

8.6.2 B-splines

Let us go back to splines of a generic degree k, and consider the B-spline
(or bell-spline) basis, referring to divided differences introduced in Section
8.2.1.

Definition 8.2 The normalized B-spline Bi,k+1 of degree k relative to the
distinct nodes xi, . . . , xi+k+1 is defined as

Bi,k+1(x) = (xi+k+1 − xi)g[xi, . . . , xi+k+1], (8.51)

where

g(t) = (t − x)k+ =

{
(t − x)k if x ≤ t,

0 otherwise.
(8.52)

函数值，一阶导数，二阶导数，三阶导数。
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三次样条插值

给定数据点(x0, y0), . . . , (xn, yn), 其中x0 < · · · < xn. 计算一
个以x0, . . . , xn为结点的三次样条函数S(x)使得，

S(xi ) = yi , i = 0, 1, · · · , n
在每个小区间[xi , xi+1]上至多为三次多项式
S(x)在[a, b]上有连续的二阶导数

条件分析：
1 待定每个区间上的三次多项式形式，共有4n个自由系数
2 每个子区间上的三次多项式在两个端点有两个函数值约束，
即S(xi ) = yi , S(xi+1) = yi+1, 因此共有2n个约束

3 在每一个内结点上，S的一阶和二阶导数连续，分别给
出n − 1个约束

2n + n − 1 + n − 1 = 4n − 2
因此还有两个(??，有待确认)自由度, 通常在边界处给出
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三次样条插值的计算

记待求样条在结点的二阶导数值为Mi = S ′′(xi )

S ′′i (x)是区间[xi , xi+1]上的线性函数，因此

S ′′i (x) =
Mi

hi
(xi+1 − x) +

Mi+1

hi
(x − xi ), hi = xi+1 − xi

积分两次，再结合Si (xi ) = yi和Si (xi+1) = yi+1:

Si (x) =
Mi

6hi
(xi+1 − x)3 +

Mi+1

6hi
(x − xi )

3

+
(yi+1

hi
− Mi+1hi

6

)
(x − xi ) +

(yi
hi
− Mihi

6

)
(xi+1 − x)
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三次样条插值的计算(续)

可以用S ′的连续性确定Mi , i = 1, . . . , n − 1. 由前页结果，

S ′i (xi ) = −
hi
3
Mi −

hi
6
Mi+1 −

yi
hi

+
yi+1

hi

S ′i−1(xi ) =
hi−1
6

Mi−1 +
hi−1
3

Mi −
yi−1
hi−1

+
yi

hi−1

根据S ′i−1(xi ) = S ′i (xi )可得

hi−1Mi−1+2(hi+hi−1)Mi+hiMi+1 =
6

hi
(yi+1−yi )−

6

hi−1
(yi−yi−1)

对i = 1, . . . , n − 1成立

从而对M0, . . . ,Mn给出了n − 1个线性条件。可以任意指
定M0和Mn以求得M1, . . . ,Mn−1, 从而确定相应的样条
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三次自然样条

当取M0 = Mn = 0时，得到的样条称为三次自然样
条(natural cubic spline)

此时求解M1, . . . ,Mn−1对应的线性方程组为




u1 h1
h1 u2 h2

h2 u3 h3
. . .

. . .
. . .

hn−3 un−2 hn−2
hn−2 un−1







M1

M2

M3

...
Mn−2
Mn−1




=




v1
v2
v3
...

vn−2
vn−1




其中hi = ti+1 − ti , ui = 2(hi + hi+1), bi = 6(yi+1 − yi )/hi ,
vi = bi − bi−1. 系数阵是对称的、三对角的、对角占优的
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其他边界条件

固定边界: 当取S ′(x0) = m0, S
′(xn) = mn时，此时边界处满

足

2M0 +M1 =
6

h0

(
y1 − y0

h0
−m0

)
= v0

Mn−1 + 2Mn =
6

hn−1

(
mn −

yn − yn−1
hn−1

)
= vn

此时求解M0, . . . ,Mn对应的n + 1阶线性方程组为

周期边界：m0 = mn. M0 = Mn.
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样条函数求值

当确定系数M0, . . . ,Mn后，对应的三次样条函数在任意点x处的
值可如下计算：

1 确定x是在下述哪个区间中(最有效方法是什么？)：

(−∞, t1), [t1, t2), . . . , [tn−2, tn−1), [tn−1,+∞)

假设区间指标为i
2 重写Si (x)的表达式为

Si (x) = yi + (x − ti )[Ci + (x − ti )[Bi + (x − ti )Ai ]]

其中

Ai =
1

6hi
(Mi+1 −Mi )

Bi =
Mi

2

Ci = −
hi
6
Mi+1 −

hi
3
Mi +

1

hi
(yi+1 − yi )
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Theorem (三次自然样条最优性定理)

设f ∈ C 2[a, b], a = t0 < t1 < · · · < tn = b。若S是f在结
点t0, . . . , tn上的三次自然插值样条，则

∫ b

a

(
S ′′(x)

)2
dx 6

∫ b

a

(
f ′′(x)

)2
dx

证明：令g = f − S，则g(ti ) = 0, i = 0, . . . , n, 并且

∫ b

a
(f ′′)2dx =

∫ b

a
(S ′′)2dx +

∫ b

a
(g ′′)2dx + 2

∫ b

a
S ′′g ′′dx

根据分部积分：
∫ b

a
S ′′g ′′dx =

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

S ′′g ′′dx

=
n∑

i=1

{
(S ′′g ′)(ti )− (S ′′g ′)(ti−1)−

∫ ti

ti−1

S ′′′g ′dx
}
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=−
n∑

i=1

∫ ti

ti−1

S ′′′g ′dx

=−
n∑

i=1

ci

∫ ti

ti−1

g ′dx

=−
n∑

i=1

ci [g(ti )− g(ti−1)]

=0

徐岩 数值分析



自然样条最优性分析

由于y = f (x)定义曲线的曲率为|f ′′(x)|
[
1 +

(
f ′(x)

)2]−3/2
, 因

此可以认为三次自然样条是一条具有最小近似曲率的曲线

定理证明中应用到了下述和式：

n∑

i=1

{
(S ′′g ′)(ti )− (S ′′g ′)(ti−1)

}
= (S ′′g ′)(b)− (S ′′g ′)(a)

证明中这个和式为零。实际上只要它非负，定理仍然成立。
令S ′(a) = f ′(a), S ′(b) = f ′(b)也是一种选择的方法。
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高次自然样条

三次自然样条是完全来自于工程实际，我们可以对此进行推
广，定义奇数次自然样条

给定结点集t0 < t1 < · · · < tn, 一个2m + 1次自然样条是一
个函数S ∈ C 2m(R), 在每一个区间[ti , ti+1]内它是一个次数
不超过2m + 1的多项式，而在区间(−∞, t0)和(tn,+∞)内为
一个次数至多为m的多项式。在给定结点上的全体2m + 1次
自然样条构成的线性空间记为N 2m+1(t0, t1, . . . , tn)或N 2m+1

n

三次自然样条符合上述定义，此时在区间(−∞, t0)
和(tn,+∞)内延拓定义为线性多项式
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自然样条的表示

截断幂函数：

xn+ =

{
xn x > 0

0 x < 0

它是属于Cn−1函数类的304 11 Piecewise polynomial approximation
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Fig. 11.5. The graph of the function x �→ (x)n+, for x in the interval [−1, 1],
with n = 1 (left) and n = 3 (right).

Lemma 11.1 Suppose that P is a polynomial in x of degree n ≥ 1.

Then, for each r = 1, . . . , n, the function Q(r) defined by

Q(r)(x) =

r∑

k=0

(−1)k
(

r

k

)
P (x − kh)

is a polynomial of degree n − r and Q(n+1)(x) ≡ 0, x ∈ R.

Proof It is easy to see that Q(1)(x) = P (x) − P (x − h), and therefore

Q(1) is a polynomial of degree n− 1. Suppose now that, for some r > 0,

Q(r) is a polynomial in x of degree n−r; then, x �→ Q(r)(x)−Q(r)(x−h)

is a polynomial of degree n − r − 1. But

Q(r)(x) − Q(r)(x − h)

=
r∑

k=0

(−1)k
(

r

k

)
[P (x − kh) − P (x − (k + 1)h)]

= P (x) + (−1)r+1P (x − (r + 1)h)

+
r∑

k=1

(−1)k
[(

r

k

)
+

(
r

k − 1

)]
P (x − kh)

=

r+1∑

k=0

(−1)k
(

r + 1

k

)
P (x − kh)

= Q(r+1)(x) , (11.10)
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Theorem

N 2m+1
n 中的每个元素S可以表示为

S(x) =
m∑

i=0

aix
i +

n∑

i=0

bi (x − ti )
2m+1
+

其中对于0 6 j 6 m,
∑n

i=0 bi t
j
i = 0.
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证明

在(−∞, t0)内，a0, . . . , am被唯一确定。

在[ti , ti+1)内S为一个2m+ 1次多项式，其中ti点的直至2m阶
导数已确定，因此存在bi使得

S(x) =
m∑

i=0

aix
i +

n∑

i=0

bi (x − ti )
2m+1
+

在区间(tn,+∞)上，S为次数6 m的多项式，因此

0 = S (m+1)(x) =
n∑

i=0

bi (2m+1)(2m) · · · (m+1)(x−ti )m, x > tn

0 =
n∑

i=0

bi (x − ti )
m =

n∑

i=0

bi

m∑

j=0

(
m

j

)
xm−j(−ti )j

=
m∑

j=0

( n∑

i=0

bi t
j
i

)
(−1)j

(
m

j

)
xm−j

徐岩 数值分析



自然样条唯一性定理

Theorem

给定结点t0 < t1 < · · · < tn, 0 6 m 6 n, 则存在唯一的2m + 1次
自然样条在这些结点上取给定值。

证明：根据自然样条表示的定理得到如下方程组





S(ti ) =
m∑

j=0

aj t
j
i +

n∑

j=0

bj(ti − tj)
2m+1
+ = λi , 0 6 i 6 n

n∑

j=0

bj t
i
j = 0, 0 6 i 6 m

有m + n + 2个方程，m + n + 2个未知数。为证方程组有唯一
解，只需要证对应的齐次方程仅有零解。
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假设对i = 0, 1, . . . , n, S(ti ) = 0，下证

I =

∫ tn

t0

(
S (m+1)(x)

)2
dx = 0 (1)

实际上，

I = S (m+1)(x)S (m)(x)
∣∣tn
t0
−
∫ tn

t0

S (m)(x)S (m+2)(x)dx

= −
∫ tn

t0

s(m)(x)S (m+2)(x)dx = · · · = (−1)m
∫ tn

t0

S ′(x)S (2m+1)(x)dx

= (−1)m
n∑

i=1

∫ ti

ti−1

ciS
′(x)dx = (−1)m

n∑

i=1

ci (S(ti )− S(ti−1)) = 0

因(1)式可知Sm+1(x) ≡ 0, 即S为一个次数至多m的多项式，其有
零点t0, . . . , tn，n + 1 > m，因此S(x)为零函数
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自然样条最优性定理

Theorem

设m 6 n, f ∈ Cm+1[a, b], S为在结点a = t0 < t1 < · · · < tn = b上
插值f的2m + 1次自然样条，则

∫ b

a

(
S (m+1)(x)

)2
dx 6

∫ b

a

(
f (m+1)(x)

)2
dx

证明：令g = f − S，则可以证明

∫ b

a
g (m+1)(x)S (m+1)(x)dx = 0

根据这一正交性可以证明所需结论。
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B样条

B样条(B-splines)是给定样条空间的一组特殊基，从而其它
样条函数都可以写成它的线性组合

B样条具有许多很好的性质，如：

局部支集
非负性
单位剖分，即所有的基函数的和恒等于1
定义和计算简单

在B样条理论中，有许多方法可以作为定义B样条，如借助
于截断幂函数的均差方法；借助于多重线性组合的递归方法
和Blossoming方法1，等等

1在R. Goldman所著《金字塔算法》一书的前言中提到，“太早介
绍blossoming，会出现一些问题。一是blossoming太有用了。晚接触它，可以
多学一些其它的方法；二是只有亲眼看到blossoming可以取代那些毫无关联的
方法技巧后，才会真正体会到blossoming的用处。”
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递归定义

0次B样条：

B0
i (x) =

{
1 ti 6 x < ti+1

0 其它

k > 1:

Bk
i (x) =

x − ti
ti+k − ti

Bk−1
i (x) +

ti+k+1 − x

ti+k+1 − ti+1
Bk−1
i+1 (x)

徐岩 数值分析



例：一次B样条

B1
i (x) =





0 x < ti或x > ti+2
x−ti

ti+1−ti ti 6 x < ti+1

ti+2−x
ti+2−ti+1

ti+1 6 x < ti+2

例：三次B样条
306 11 Piecewise polynomial approximation

✲
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Fig. 11.6. Normalised cubic B-spline, ψk(x), 2 ≤ k ≤ n− 1.

For 2 ≤ k ≤ n−1, this function is nonzero over four consecutive intervals

(xk−2, xk−1], [xk−1, xk], [xk, xk+1] and [xk+1, xk+2), and is illustrated in

Figure 11.6.

We see that both ϕk and ψk are nonnegative for all x; this is true for

a spline basis function of any degree n, n ≥ 1, constructed in this way,

but we shall not prove it here (see Exercise 6).

For a finite set of knots a = x0 < x1 < · · · < xn+1 = b on the bounded

and closed interval [a, b] the normalised linear basis splines x �→ ϕ0(x)

and x �→ ϕn+1(x) are considered only for x in [a, b], so as to avoid

reference to nonexisting knots (such as x−1 or xn+2) that lie outside

[a, b]. A similar comment applies to the normalised cubic basis splines

ψ0, ψ1, ψn and ψn+1.

11.7 Notes

There are many excellent texts covering the theory of piecewise polyno-

mial approximation by splines. For a detailed survey of key results we

refer to Chapters 18–24 of

➧ M.J.D. Powell, Approximation Theory and Methods, Cambridge

University Press, Cambridge, 1996.

You may have noticed that we have given bounds on the error in linear

spline approximation in Theorem 11.1, and in Hermite cubic spline ap-
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B样条性质

Bk
i (x)的支集为[ti , ti+k+1]

Bk
i (x) > 0.
∞∑

i=−∞
Bk
i (x) = 1

d

dx
Bk
i (x) =

k

ti+k − ti
Bk−1
i (x)− k

ti+k+1 − ti+1
Bk−1
i+1 (x)

∫ x

−∞
Bk
i (s)ds =

ti+k+1 − ti
k + 1

∞∑

j=i

Bk+1
j (x)

{Bk
j , . . . ,B

k
j+k}在(tk+j , tk+j+1)上线性无关,

{Bk
−k , . . . ,B

k
n−1}在(t0, tn)上线性无关
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样条函数求值

B样条函数构成相应样条空间的一组基，若

S(x) =
∑

i

cki B
k
i (x)

则称cki 为相应于Bk
i (x)的控制系数

为了计算函数S(x)在一点的值，先计算出每个基函数在
点x的值，再进行线性组合。这是一种效率很低的算法。实
际上B样条函数标准的求值算法，是de Boor算法

徐岩 数值分析



de Boor算法

确定指标m使得tm 6 x < tm+1

ckm ck−1m · · · c1m c0m = S(x)

ckm−1 ck−1m−1 · · · c1m−1
...

... . .
.

ckm−k+1 ck−1m−k+1

ckm−k

其中

c j−1i =
1

ti+j − ti

(
(x − ti )c

j
i + (ti+j − x)c ji−1

)
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上机作业

对函数

f (x) = ex , x ∈ [0, 1]

构造等距节点的样条插值函数，对以下两种类型的样条函数

1 一次分片线性样条

2 满足S ′(0) = 1, S ′(1) = e的三次样条

并计算如下误差

max
i
{|f (xi− 1

2
)− S(xi− 1

2
)|, i = 1, · · · ,N}

这里xi− 1
2
为每个小区间的中点。对N = 5, 10, 20, 40比较以上两组

节点的结果。讨论你的结果。利用公式计算算法的收敛阶。

Ord =
ln(Errorold/Errornow )

ln(Nnow/Nold)
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输出形式如下：

n Method (1) error order Method (2) error order

5 – –
10
20
40
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函数逼近

徐岩

中国科学技术大学数学系
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向量范数

向量范数定义

映射: ‖ · ‖ : Rn → [0,+∞)满足：

1 非负性: ∀x ∈ Rn, ‖x‖ ≥ 0, x = 0 ⇔ ‖x‖ = 0.

2 齐次性: ∀x ∈ Rn, a ∈ R, ‖ax‖ = |a|‖x‖
3 三角不等式: ∀x , y ∈ Rn, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
称该映射为向量的一种范数.

常见向量范数

1 1范数：‖x‖1 =
n∑

i=1
|xi |

2 2范数：‖x‖2 =

√
n∑

i=1
|xi |2

3 ∞范数：‖x‖∞ = max
1≤i≤n

{|xi |}
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范数的等价性

设R1(x)和R2(x)为任意两种范数，则存在与x无关的正常
数C1和C2，使得

C1R2(x) ≤ R1(x) ≤ C2R2(x), ∀x ∈ Rn

常用范数的等价关系

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√
n‖x‖2

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞
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离散内积

定义：函数f，g的关于离散点列{xi}ni=0的离散内积为：

(f , g)h =
n∑

i=0

f (xi )g(xi )

离散范数

定义：函数f 的离散范数为

‖f ‖h =
√

(f , f )h

该种内积，范数的定义与向量的2范数一致。

还可以定义函数的离散范数为：

‖f ‖h = max
1≤i≤n

{f (xi )}, ‖f ‖h =
n∑

i=1

|f (xi )|
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曲线拟合

给出一组离散点，确定一个函数逼近原函数

离散数据通常是由观察或者测试得到的，不可避免会有误差

需要一种新的逼近原函数的手段：
1 不要求过所有的点（可以消除误差影响）
2 尽可能表现数据的趋势，靠近这些点

需要在给定函数空间Φ上找到函数φ，使得φ到f的距离最
小。函数φ(x)称为f (x)在空间Φ上的拟合曲线。

曲线拟合在实际中有广泛的应用，特别是在实验、统计等方
面。

1 根据实验或观察得到数据，将数据在平面上标出，然后确定
拟合曲线的类型

2 拟合曲线的类型已知，需要确定曲线的具体参数
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曲线拟合的最小二乘问题

定义

f (x)为定义在区间[a, b]上的函数，{xi}mi=0为区间上m + 1个互不
相同的点，Φ为给定的某一函数类。求Φ上的函数φ(x)满
足f (x)和φ(x)在给定的m + 1点上的距离最小，如果这种距离取
为2－范数的话，称为最小二乘问题。即：求φ(x) ∈ Φ，使得

R2 =

√√√√
m∑

i=0

(φ(xi )− f (xi ))2

最小。
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最小二乘问题的求解

设Φ = span{ϕ0, ϕ1, · · ·ϕn},

φ(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) · · ·+ anϕn(x)

则最小二乘问题为

‖f (x)− (a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) · · ·+ anϕn(x))‖h

关于系数{a0, a1, · · · , an}最小。
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最小二乘问题的求解

‖f (x)− (a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) · · ·+ anϕn(x))‖2
h

=‖f ‖2
h − 2(f , a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) · · ·+ anϕn(x))h

+ ‖a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) · · ·+ anϕn(x)‖2
h

=‖f ‖2
h − 2

n∑

k=0

ak(f , ϕk)h +
n∑

i ,k=0

aiak(ϕi , ϕk)h

=Q(a0, a1, · · · , an)

由于它关于系数{a0, a1, · · · , an}最小,因此有

∂Q

∂ai
= 0, i = 0, 1, · · · , n

i.e.
n∑

k=0

ak(ϕi , ϕk)h = (f , ϕi )h, i = 0, 1, · · · , n
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最小二乘问题的求解

写成矩阵形式有：




(ϕ0, ϕ0)h · · · (ϕ0, ϕn)h
...

. . .
...

(ϕn, ϕ0)h · · · (ϕn, ϕn)h







a0

...
an


 =




(f , ϕ0)h
...

(f , ϕn)h




称为拟合曲线的法方程。由{ϕ0, ϕ1, · · · , ϕn}的线性无关性，知
道该方程存在唯一解。

注

法方程的系数矩阵是病态的，即在实际求解中，舍入误差会引起
解的较大误差，因此在计算机上可用双精度计算。
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线性拟合

取Φ为线性多项式空间，函数空间的基为{1, x}，拟合曲线
为y = a + bx , 则法方程为

(
(1, 1)h (1, x)h
(x , 1)h (x , x)h

)(
a
b

)
=

(
(f , 1)h
(f , x)h

)
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二次拟合

取Φ为二次多项式空间，函数空间的基为{1, x , x2}，拟合曲线
为y = a0 + a1x + a2x

2, 则法方程为




(1, 1)h (1, x)h (1, x2)h
(x , 1)h (x , x)h (x , x2)h
(x2, 1)h (x2, x)h (x2, x2)h






a0

a1

a2


 =




(f , 1)h
(f , x)h
(f , x2)h



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形如aebx拟合

取函数空间Φ = {aebx , a, b ∈ R}，该函数空间并不构成线性空
间，不易得到平方误差极小意义下的拟合曲线y = aebx。但由

ln y = ln a + bx

可以先做y∗ = a∗ + bx ,由此得到

y = ey
∗

则法方程为
(

(1, 1)h (1, x)h
(x , 1)h (x , x)h

)(
a∗

b

)
=

(
(f , 1)h
(f , x)h

)
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例

求如下数据的最小二乘拟合曲线

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yi 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29

线性拟合
y = −3.26667 + 2.93939x

二次拟合

y = 0.566667 + 1.02273x + 0.174242x2

aebx拟合
y∗ = 0.664723 + 0.289876x
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矛盾方程组

给定数据序列(xi , yi ), i = 1, 2, · · · ,m，作拟合直
线p(x) = a + bx。如果要求直线p(x)通过这些点，则有

p(xi ) = a + bxi = yi , i = 1, 2, · · · ,m

写成矩阵形式有




1 x1

...
...

1 xm



(

a
b

)
=




y1

...
ym




若秩(A, b) 6=秩A，则方程组Ax = b无解，该方程组被称为矛盾
方程组。
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矛盾方程组的求解

求解一个矛盾方程组

A x = b
m × n n × 1 m × 1

m > n, 计算的是在均方误差‖Ax − b‖h极小意义下的解，也就是
最小二乘问题。

定理

1 A为m × n矩阵，b为m × 1列向量，ATAx = ATb成为方
程Ax = b的法方程，法方程恒有解。

2 ATAx = ATb ⇐⇒ ‖Ax − b‖h = min
y∈Rn
‖Ay − b‖h
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曲线拟合与矛盾方程组的求解

对离散数据(xi , yi ), i = 1, 2, · · · ,m作n次多项式曲线拟合，即求解

Q(a0, a1, · · · , an) =
m∑

i=1

(a0 + a1xi + · · ·+ anx
n
i − yi )

2

的极小问题与求解矛盾方程组Aα = y是等价的，其中

A =




1 x1 · · · xn1
1 x2 · · · xn2
...

...
. . .

...
1 xm · · · xnm


 , α =




a0

a1

...
an


 , y =




y0

y1

...
ym



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函数逼近

函数逼近是与函数插值理论同时发展起来的。其经典问题
为：已知区间[a, b]上的连续函数f，对某一固定整数n，找
一个次数至多是n次的多项式p，使其与f的偏差最小。这里
的偏差可以有不同的定义，如最大值或平方积分。

一般的函数逼近问题是：给定一个赋范函数空间E以及它的
一个子空间G。若f ∈ E，计算p ∈ G使得‖f − p‖最小。同样
这里的‖ · ‖定义也可以有多种选择。所得到的p称为f的
在‖ · ‖ 意义下的最佳逼近
函数逼近中比较成熟的理论是单变量函数的最小二乘理论
和Tchebyshev理论
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最佳逼近的存在性和唯一性

Theorem

若G是E的一个有限维子空间，则E的每一个元素在G中至少有一
个最佳逼近。

证明：给定f ∈ E，则f在G中最佳逼近的候选者g必定在下述集
合中：

K = {g ∈ G : ‖g − f ‖ 6 ‖f ‖}
K为有界闭集，而G是有限维的，因此K是紧集。而泛
函g 7→ ‖f − g‖是连续的，因此根据紧集上的连续实值函数能达
到下确界得证定理。
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内积空间中的逼近理论

Theorem

设G是内积空间E的子空间。对f ∈ E, g ∈ G，下列性质等价：

1 g是G中f的一个最佳逼近

2 f − g ⊥ G

证明：若f − g ⊥ G，对任一h ∈ G，

‖f −h‖2 = ‖(f −g) + (g −h)‖2 = ‖f −g‖2 +‖g −h‖2 > ‖f −g‖2

反之，设g是f的一个最佳逼近。再设h ∈ G , λ > 0,

0 6 ‖f − g + λh‖2 − ‖f − g‖2

= λ{2〈f − g , h〉+ λ‖h‖2}

令λ→ 0+, 得到〈f − g , h〉 > 0. 类似地，〈f − g ,−h〉 > 0。所
以〈f − g , h〉 = 0，即f − g ⊥ G .

徐岩 数值分析



最佳逼近元是唯一的

Theorem

设G是内积空间E的子空间，则f ∈ E在G中的最佳逼近元是唯一
的。

证明：若g1和g2同时是f在G中的最佳逼近元，而且g1 6= g2,
则‖g1 − g2‖ > 0以及f − g1 ⊥ g2.

‖f−g2‖2 = ‖(f−g1)+(g1−g2)‖2 = ‖f−g1‖2+‖g1−g2‖2 > ‖f−g1‖2

这与g2也为最佳逼近矛盾。
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计算方法

设{u1, . . . , un}是子空间G的一组基，为了计算f在G中的最
佳逼近u，待定u =

∑n
j=1 cjuj . u − f ⊥ G等价

于〈u − f , ui 〉 = 0, i = 1, . . . , n. 由此得到方程组

n∑

j=1

cj〈uj , ui 〉 = 〈f , ui 〉

这是一个含有n个未知数，n个线性方程的方程组。其系数
矩阵G = (〈ui , uj〉)称为Gram矩阵。

Theorem

Gram矩阵为对称正定阵。
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例

计算函数f (x) = sin x在空间span(x , x3, x5}中的最佳逼近。所用
范数为

‖f ‖ =
(∫ 1

−1
f 2(x)dx

)1/2

解：令g1(x) = x , g2(x) = x3, g3(x) = x5. 待定最佳逼近元
为g(x) = c1x + c2x

3 + c3x
5, 则由〈g − f , gi 〉 = 0得到如下方程

组：

c1〈g1, gi 〉+ c2〈g2, gi 〉+ c3〈g3, gi 〉 = 〈f , gi 〉, i = 1, 2, 3

即




1/3 1/5 1/7
1/5 1/7 1/9
1/7 1/9 1/11






c1

c2

c3


 =




sin 1− cos 1
−3 sin 1 + 5 cos 1

65 sin 1− 101 cos 1




系数矩阵为Hilbert矩阵，一个著名的病态矩阵。
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标准正交基

根据幂基计算最佳逼近元，计算过程的稳定性不好。而下面
的定理说明标准正交基的优势

Theorem

设G的标准正交基为{g1, g2, . . . , gn}, f ∈ E.
则g =

∑n
i=1 cigi为f在E中最佳逼近当且仅当ci = 〈f , gi 〉.

证明：g =
∑n

i=1 cigi为f在E中最佳逼近⇐⇒ f − g ⊥ G ⇐⇒
f − g ⊥ gi , i = 1, 2, . . . , n.

〈
f −

n∑

i=1

cigi , gj

〉
= 〈f , gj〉 −

n∑

i=1

ci 〈gi , gj〉

= 〈f , gj〉 − cj = 0

徐岩 数值分析



标准正交基(续)

可以应用Gram-Schmidt过程把一般的基转化为标准正交基

前例中{x , x3, x5}的转化结果为{x/
√

2/3, (5x3 −
3x)/(2

√
2/7), (63x5 − 70x3 + 15x)/(8

√
2/11)}

如果内积定义满足〈fg , h〉 = 〈f , gh〉，从单项式函数1, x , . . .出
发，应用Gram-Schimidt过程的结果称为正交多项式

常用的内积

〈f , g〉 =

∫ b

a
f (x)g(x)w(x)dx

满足上述要求
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正交多项式

Theorem

如下定义的多项式序列是正交的：

pn(x) = (x − an)pn−1(x)− bnpn−2(x), n > 2

其中p0(x) = 1, p1(x) = x − a1,

an =
〈xpn−1(x), pn−1(x)〉
〈pn−1(x), pn−1(x)〉

bn =
〈xpn−1(x), pn−2(x)〉
〈pn−2(x), pn−2(x)〉

所用的内积满足〈fg , h〉 = 〈f , gh〉
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证明：由归纳定义可知每个pn都是首一n次多项式，因
此an和bn的定义中分母不为零。
下面对n归纳证明：〈pn, pi 〉 = 0, i = 0, 1, . . . , n − 1.
n = 0没有需要证明的。n = 1时由a1的定义可以验证成立.
设n − 1时成立，n > 2. 那么可以直接验证

〈pn, pn−1〉 = 〈pn, pn−2〉 = 0

对i = 0, 1, . . . , n − 3,

〈pn, pi 〉 = 〈xpn−1, pi 〉 − an〈pn−1, pi 〉 − bn〈pn−2, pi 〉
= 〈pn−1, xpi 〉

=

{
〈pn−1, pi+1 + ai+1pi + bi+1pi−1〉 = 0 i > 1

〈pn−1, p1 + a1p0〉 = 0 i = 0
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Legendre多项式

当内积定义为 ∫ 1

−1
f (x)g(x)dx

时生成的正交多项式称为Legendre多项式

前几个多项式为

p0(x) = 1

p1(x) = x

p2(x) = x2 − 1

3

p3(x) = x3 − 3

5
x

p4(x) = x4 − 6

7
x2 +

3

35

p5(x) = x5 − 10

9
x3 +

5

21
x
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Legendre多项式
9.4 Orthogonal polynomials 263
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Fig. 9.2. The first four Legendre polynomials on the interval (−1, 1).

Example 9.6 (Legendre polynomials) We wish to construct a sys-

tem of orthogonal polynomials on (a, b) = (−1, 1) with respect to the

weight function w(x) ≡ 1.

On replacing x by

x − a

b − a
= 1

2 (x + 1) , x ∈ (a, b) = (−1, 1) ,

in ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x) from Example 9.5, we obtain, on normal-

ising each of these polynomials so that its value at x = 1 is equal to 1,

the polynomials ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, defined by

ϕ0(x) = 1 ,

ϕ1(x) = x ,

ϕ2(x) = 3
2x

2 − 1
2 ,

ϕ3(x) = 5
2x

3 − 3
2x .

These are the first four elements of the system of Legendre polynomials,

orthogonal on the interval (−1, 1) with respect to the weight function

w(x) ≡ 1. They are depicted in Figure 9.2. An alternative normalisation

would have been to divide each ϕj by ‖ϕj‖2 so as to ensure that the

2-norm of the resulting scaled polynomial is equal to 1. �
Example 9.7 The Chebyshev polynomials Tn: x �→ cos(n cos−1 x),

n = 0, 1, . . ., introduced in Section 8.4, form an orthogonal system on

the interval (−1, 1) with respect to the positive, continuous and integrable

weight function w(x) = (1 − x2)−1/2.
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Tchebyshev多项式与Jacobian多项式

应用内积

〈f , g〉 =

∫ 1

−1
f (x)g(x)

dx√
1− x2

时对应的正交多项式为Tchebyshev多项式

应用内积

〈f , g〉 =

∫ 1

−1
f (x)g(x)(1− x)α(1 + x)βdx

时对应的正交多项式为Jacobian多项式
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Tchebyshev多项式与Legendre多项式

162 CHAPTER 17. ORTHOGONAL POLYNOMIALS

The rest of this chapter is devoted to comparing Legendre and Chebyshev
polynomials. The comparison, and the consideration of orthogonal poly-
nomials in general, will continue into the next two chapters on rootfinding
(Chapter 18) and quadrature (Chapter 19). For example, Theorem 19.6
presents a fast method for calculating the barycentric weights for Legendre
points, the zeros of Legendre polynomials. On the whole, different families of
orthogonal polynomials have similar approximation properties, but Cheby-
shev points have the particular advantage that one can convert back and
forth between interpolant and expansion by the FFT.

We begin with a visual comparison of the Chebyshev and Legendre polyno-
mials of degrees 1–6 for x ∈ [−1, 1]. The shapes are similar, with the degree
n polynomial always having n roots in the interval (Exercise 17.4).

disp(’ Chebyshev Legendre’)

ax = [-1 1 -1 1]; T = []; P = [];

for n = 1:6

T{n} = chebpoly(n);

subplot(3,2,1), plot(T{n}), axis(ax), grid on

P{n} = legpoly(n);

subplot(3,2,2), plot(P{n},’m’), axis(ax), grid on, snapnow

end

Chebyshev Legendre
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计算方法

给定u =
∑n

k=0 ckpk , 其中pi为某一正交多项式，那么可以应
用下述算法计算u(x)的值：

dn+2 ← 0; dn+1 ← 0
for k = n to 0 step −1 do

dk ← ck + (x − ak+1)dk+1 − bk+2dk+2

end do

有效性验证：

u(x) =
n∑

k=0

[dk − (x − ak+1)dk+1 + bk+2dk+2]pk(x)

= d0p0(x) + d1[p1(x)− (x − a1)p0(x)]

+
n∑

k=2

dk [pk(x)− (x − ak)pk−1(x) + bkpk−2(x)]

= d0

徐岩 数值分析



极值性质

Theorem

前面定义的正交多项式pn是所有的首一n次多项式中范数最小
的。

证明：任意首一n次多项式可以写作q = pn −
n−1∑
i=0

cipi . ‖q‖具有最

小范数相当于在Πn−1空间中寻找pn的最佳逼近。因此应当
有q ⊥ Πn−1, 从而需选取ci = 0.
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正交投影

给定空间G的一组标准正交基[u1, . . . , un], 定义正交投影算
子：

Pnf =
n∑

i=1

〈f , ui 〉ui

算子Pn具有如下性质：

1 Pn为E到G的线性映射
2 P2

n = Pn, 因此称为投影算子
3 f − Pnf ⊥ G
4 Pnf是f在G中的最佳逼近
5 每个Pn都是自伴的，即〈Pnf , g〉 = 〈f ,Png〉
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正交投影

266 9 Approximation in the 2-norm

f

pn
0

Pn

f – pn

L
2
w(a,b)

Fig. 9.3. Illustration of the orthogonality property 〈f − pn, q〉 = 0 for all q in
Pn, expressing the fact that if pn ∈ Pn is a polynomial of best approximation
to f ∈ L2

w(a, b) in the 2-norm, then the error f − pn is orthogonal, in L2
w(a, b),

to all elements of the linear space Pn. The 0 in the figure denotes the zero
element of the linear space Pn (and, simultaneously, that of L2

w(a, b)), namely
the function that is identically zero on the interval (a, b).

for each n ≥ 0. This result is known as Bessel’s inequality.1

The next theorem, in conjunction with the use of orthogonal poly-

nomials, will be our key tool for constructing the polynomial of best

approximation in the 2-norm.

Theorem 9.3 A polynomial pn ∈ Pn is the polynomial of best approxi-
mation of degree n to a function f ∈ L2

w(a, b) in the 2-norm if, and only

if, the difference f − pn is orthogonal to every element of Pn, i.e.,

〈f − pn, q〉 = 0 ∀ q ∈ Pn . (9.9)

A geometrical illustration of the property (9.9) is given in Figure 9.3.

Proof of theorem Suppose that (9.9) holds. Then,

〈f − pn, pn − q〉 = 0 ∀ q ∈ Pn,

given that pn − q ∈ Pn for each q in Pn. Therefore,

‖f − pn‖2
2 = 〈f − pn, f − pn〉

= 〈f − pn, f − q〉 + 〈f − pn, q − pn〉
= 〈f − pn, f − q〉 ∀ q ∈ Pn .

1 Friedrich Wilhelm Bessel (22 July 1784, Minden, Westphalia, Holy Roman Empire
(now Germany) – 17 March 1846, Königsberg, Prussia (now Kaliningrad, Russia)).
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最佳逼近

考虑定义在给定拓扑空间X上的全体实值连续函数形成的空
间C (X )，这里X为紧的Hausdorff空间

定义范数为
‖f ‖ = max

x∈X
|f (x)|

则C (X )成为一个赋范空间(从而是Banach空间)

C (X )中的最佳逼近问题为：给定f ∈ C (X )以及C (X )的一个
有限维子空间G , 计算g ∈ G使得

‖f − g‖ = dist(f ,G ) := inf
ḡ∈G
‖f − ḡ‖

由上节“最佳逼近存在性定理”可知g是存在的
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例:用Π1中元素在区间[a, b]上最佳逼近f (x) ∈ C 2[a, b]

线性函数为了成为最佳
逼近存在3个极大偏差的
点，它们是a, b以及其间
的一点d , 记极大偏差
为δ, 最佳逼近为p(x), 则
应有

p(a)− f (a) = δ

p(d)− f (d) = −δ
p(b)− f (b) = δ

p′(d)− f ′(d) = 0

240 8 Polynomial approximation in the ∞-norm

a d b

f(a)

f(b)

f(d)

p1

x

y

f

Q

P
R

Fig. 8.3. Construction of minimax polynomial of degree 1.

equations

f(a) − (c1a + c0) = A ,

f(d) − (c1d + c0) = −A ,

f(b) − (c1b + c0) = A ,



 (8.7)

where either A = L or A = −L, with L = maxx∈[a,b] |f(x) − p1(x)|.
Along with the condition

f ′(d) = c1 (8.8)

this gives four equations to determine the unknowns d, c1, c0 and A.

Subtracting the first equation in (8.7) from the third equation, we get

f(b) − f(a) = c1(b − a), whereby c1 = (f(b) − f(a)) /(b − a). Now, by

the Mean Value Theorem, Theorem A.3, with this choice of c1 equation

(8.8) has at least one solution, d, in the open interval in (a, b). In fact,

the value of d is uniquely determined by (8.8), as f ′ is continuous and

strictly monotonic increasing. Next, c0 can be determined by adding

the second equation in (8.7) to the first. Having calculated both c1 and

c0 we insert them into the first equation in (8.7) to obtain A; finally

L = |A|.
The construction of the minimax polynomial p1 is illustrated in Figure

8.3; R is the point at which the tangent to the curve y = f(x) is parallel

to the chord PQ; the graph of p1(x) is parallel to these two lines, and

lies half-way between them.
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例

用Π1中元素在区间[0, π/2]上最佳逼近f (x) = cos x

如左所示线性函数为了成为最
佳逼近，还需要向下移动一些，
从而减小极大偏差。此外，其斜
率还可以调整。为了成为最佳逼
近，存在3个极大偏差的点，它
们是0, π/2以及其间的一点ξ, 记
极大偏差为δ, 最佳逼近为g(x),
则应有

g(0)− f (0) = δ

g(ξ)− f (ξ) = −δ
g(π/2)− f (π/2) = δ

g ′(ξ)− f ′(ξ) = 0
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连分式

Lambert于1770年给出：

arctan x =
x

1 +
x2

3 +
4x2

5 +
9x2

7 +
16x2

9 + · · ·

, |x | < 1

也写作

arctan x =
x

1+

x2

3+

4x2

5+

9x2

7+

16x2

9+
· · · , |x | < 1
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渐近分式

在连分式中第n项后终止的表达式fn(x)称为原连分式的n次
渐近分式, 如对前例，

fn(x) =
x

1+

x2

3+

4x2

5+
· · · (n − 1)2x2

2n − 1

渐近效果示例：x = 1/
√
3, arctan x = π/6 ≈ 0.5235987756,

f2(x) = 0.519615, f3(x) = 0.523892, f4(x) = 0.523577,
f5(x) = 0.523600, f6(x) = 0.523599, f7(x) = 0.523599
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连分式的计算

连分式的计算不像无穷级数的计算那样简单，后者只需要用
部分和代替即可，而部分和的计算很容易形成递归形式

连分式：C =
a1
b1+

a2
b2+

a3
b3+

· · ·是由序列{an}∞n=1 和{bn}∞n=1

确定的

令
Cn =

a1
b1+

a2
b2+

a3
b3+

· · · an−1

bn−1+

an
bn

则Cn为给定连分式的一个近似。我们的目标是找到一个计
算Cn的渐近公式
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递归公式

定义 {
A0 = 0, A1 = a1
An = bnAn−1 + anAn−2 n ⩾ 2{
B0 = 1, B1 = b1
Bn = bnBn−1 + anBn−2 n ⩾ 2

则

Cn =
An

Bn
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级数到连分式的转换

数学中许多重要的特殊函数都有连分式展开。

Theorem
∞∑
k=1

1

xk
=

1

x1−
x21

x1 + x2−
x22

x2 + x3−
· · ·

x2n−1

xn−1 + xn−
· · ·

证明：归纳法。

连分式的表示是不唯一的
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周期函数的插值

多项式函数不适合插值周期函数

如果函数的周期是2π, 那么1, cos x , sin x , cos 2x , sin 2x ,
. . .的线性组合是比较适当的插值函数

Fourier分析：若f是周期为2π的函数，具有连续的一阶导
数，那么

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

一致收敛于f , 其中

ak =
1

π

∫ π

−π
f (t) cos ktdt

bk =
1

π

∫ π

−π
f (t) sin ktdt
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周期函数的插值: f (x) = esin x sin x

128 3. Approximation Theory

n ‖f − pn‖∞ n ‖f − pn‖∞
1 1.16E + 00 8 2.01E − 07
2 2.99E − 01 9 1.10E − 08
3 4.62E − 02 10 5.53E − 10
4 5.67E − 03 11 2.50E − 11
5 5.57E − 04 12 1.04E − 12
6 4.57E − 05 13 4.01E − 14
7 3.24E − 06 14 2.22E − 15

TABLE 3.1. Trigonometric interpolation errors for (3.2.18)

Show that the problem has a unique solution and the solution pn satisfies

Z b

a

[f(x)− pn(x)]
2 dx ≤

Z b

a

[f(x)− q(x)]2 dx ∀ q ∈ Pn(a, b).

Exercise 3.2.3 Let x0 < x1 < x2 be three real numbers. Consider finding a
polynomial p(x) of degree ≤ 3 for which

p(x0) = y0, p(x2) = y2,

p′(x1) = y′1, p′′(x1) = y′′1

with given data {y0, y2, y′1, y′′1 }. Show there exists a unique such polynomial.

Exercise 3.2.4 Derive the formula (3.2.2) for the Vandermonde determinant of
order n+ 1.
Hint : Introduce

Vn(x) = det

0
BBBBB@

1 x0 x2
0 · · · xn0

1 x1 x2
1 · · · xn1

...
...

...
. . .

...
1 xn−1 x2

n−1 · · · xnn−1

1 x x2 · · · xn

1
CCCCCA
.

Show

Vn(x) = Vn−1(xn−1)(x− x0) · · · (x− xn−1)

and use this to prove (3.2.2).

Exercise 3.2.5 Show that the Lagrange formula (3.2.3) can be rewritten in the
form

pn(x) =

nX

j=0

wjf(xj)

x− xj

nX

j=0

wj
x− xj

for x not a node point, for suitable values of {wj} which are dependent on only
the nodes {xj}. This formula is called the barycentric representation of pn(x).
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内积与伪内积

复Hilbert空间L2[−π, π]中的内积定义为

⟨f , g⟩ = 1

2π

∫ π

−π
f (x)g(x)dx

{Ek(x) = e ikx}构成它的一组标准正交基
定义

⟨f , g⟩N =
1

N

N−1∑
j=0

f (2πj/N)g(2πj/N)

此时由⟨f , f ⟩N = 0无法得出f = 0, 但它满足内积定义的其它
性质, 如：非负性，共扼对称性，线性性，因此称为伪内积

伪范数
∥f ∥N =

√
⟨f , f ⟩N

∥f ∥N = 0 当且仅当f (2πj/N) = 0, j = 0, . . . ,N − 1
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伪内积定理

Theorem

对任意N ⩾ 1,

⟨Ek ,Em⟩N =

{
1 N|k −m

0 其它

证明：

⟨Ek ,Em⟩N =
1

N

N−1∑
j=0

Ek

(2πj
N

)
Em

(2πj
N

)
=

1

N

N−1∑
j=0

(
e2πi(k−m)/N

)j
如果N|k −m, 则e2πi(k−m)/N = 1, 因此得证。若N ̸ |k −m, 则可
以应用几何数列求和公式：

⟨Ek ,Em⟩N =
e2πi(k−m) − 1

e2πi(k−m)/N − 1
= 0
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指数多项式

一个次数至多是n次的指数多项式指的是下列形式的函数

P(x) =
n∑

k=0

cke
ikx =

n∑
k=0

ck(e
ix)k

Theorem

基函数{E0,E1, . . . ,EN−1}关于伪内积是标准正交的
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指数多项式插值

Theorem

在等距结点xj = 2πj/N上插值给定函数f的次数不超过N − 1的指
数多项式由下式唯一确定：

P =
N−1∑
k=0

ckEk , ck = ⟨f ,Ek⟩N

证明：存在性验证

N−1∑
k=0

ckEk(xv ) =
N−1∑
k=0

⟨f ,Ek⟩NEk(xv ) =
N−1∑
k=0

1

N

N−1∑
j=0

f (xj)Ek(xj)Ek(xv )

=
N−1∑
j=0

f (xj)
1

N

N−1∑
k=0

Ej(xk)Ev (xk) =
N−1∑
j=0

f (xj)⟨Ev ,Ej⟩N

= f (xv ) (Ek(xv ) = Ev (xk))

徐岩 数值分析



唯一性证明

设
∑N−1

k=0 akEk是在xj = 2πj/N, j = 0, 1, . . . ,N − 1上插值f的指数
多项式，则

N−1∑
k=0

akEk(xj) = f (xj), j = 0, . . . ,N − 1

两边同乘以En(xj)，再对j求和，则有

N−1∑
k=0

ak

N−1∑
j=0

Ek(xj)En(xj) =
N−1∑
j=0

f (xj)En(xj)

此即
N−1∑
k=0

ak⟨Ek ,En⟩N = ⟨f ,En⟩N

从而有an = ⟨f ,En⟩N = cn
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指数多项式的计算

直接根据ck = ⟨f ,Ek⟩N计算所有的ck , 需要O(N2)次乘法和
加法

快速Fourier变换(FFT)把这个计算成本降到O(N logN).

N N2 N log2N
1 024 1 048 576 10 240
4 096 16 777 216 49 152
16 384 268 435 456 229 375
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指数多项式定理

Theorem

设p和q是次数不超过n − 1的指数多项式，使得对点xj = πj/n有

p(x2j) = f (x2j), q(x2j) = f (x2j+1), j = 0, 1, . . . , n − 1

则在点x0, x1, . . . , x2n−1上插值f的次数不超过2n − 1的指数多项式
由下式给出：

P(x) =
1

2
(1 + e inx)p(x) +

1

2
(1− e inx)q(x − π/n)

证明：由于e inx是n次的，所以P(x)的次数不超过2n − 1. 插值性
可以直接验证。
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指数多项式的系数定理

Theorem

对于指数多项式定理中给出的多项式系数设为

p =
n−1∑
j=0

αjEj q =
n−1∑
j=0

βjEj P =
2n−1∑
j=0

γjEj

则对于0 ⩽ j ⩽ n − 1, 有

γj =
1

2
αj +

1

2
e−ijπ/nβj

γj+n =
1

2
αj −

1

2
e−ijπ/nβj
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运算次数

设R(n)表示计算点集{2πj/n : 0 ⩽ j ⩽ n − 1}上插值多项式
的系数所需的最小乘法运算次数

R(2n) ⩽ 2R(n) + 2n

分别用n次运算计算出 1
2αj和

1
2e

−ijπ/nβj

R(2m) ⩽ m2m

归纳法：R(2m+1) = R(2 · 2m) ⩽ 2R(2m) + 2 · 2m
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指数多项式求值

给定指数多项式

p(x) =
n−1∑
j=0

ajEj(x)

计算它在t − 2kπ/n, k = 0, 1, . . . , n − 1上的值

令xk = 2kπ/n,

p(t − xk) =
n−1∑
j=0

ajEj(t − xk) =
n−1∑
j=0

aje
ij(t−xk )

=
n−1∑
j=0

ajE
ijtEk(xj) = n⟨g ,Ek⟩n

其中g是一个满足g(xj) = aje
ijt , j = 0, 1, . . . , n − 1的函数。

这样对g进行FFT，得到系数值⟨g ,Ek⟩n，乘以n以后就得
到p(t − xk)
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多变量插值问题

多变量函数的光滑插值问题是相当困难的，此时会出现一些
在单变量插值理论中所没有的异常特征。两变量插值与多于
两变量的插值情形类似。

问题：给定xy平面内的插值点集合，记为

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)

假设这n个点不相同。每个点(xi , yi )指定一个实数ci . 我们的
目的是寻找一个光滑并且容易计算的函数F满足

F (xi , yi ) = ci
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例：二元二次多项式插值

考虑所有总次数不超过二的二元多项式全体，它构成的线性
空间维数为6，因此在用这个空间构造插值多项式时，自然
是给定六个插值结点(xi , yi )和函数值ci . 在幂基1, x , y , x2,
xy , y2下待定系数时对应的系数矩阵为

1 x1 y1 x21 x1y1 y21
1 x2 y2 x22 x2y2 y22
1 x3 y3 x23 x3y3 y23
1 x4 y4 x24 x4y4 y24
1 x5 y5 x25 x5y5 y25
1 x6 y6 x26 x6y6 y26


这个系数矩阵的行列式为零当且仅当给定的六个插值节点在
一条二次曲线上。因此这时的插值问题的存在性和唯一性不
是很显然

特别地，如果六个结点共线，那么只有当多项式的次数达到
五次时才会有解
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研究问题与应用

讨论对给定的插值基函数，如何选择插值结点，使插值多项
式存在

在数据处理问题中，要求对给定点的值，构造恰当的插值基
函数以及插值多项式

在代数学中把插值问题解释为代数形式的中国剩余定理，实
际解决这一问题涉及到构造性代数几何。已有人应用其中的
方法解决了对给定插值结点组构造插值基的问题

多元插值比一元插值有更广泛的应用前景。如：二元函数插
值解决的是空间中曲面构造的问题，这是CAD 中形体设计
所需要的。
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张量积形式

考察单变量多项式插值的Lagrange形式：给定结点x1, x2,
. . ., xp以及函数f , 那么插值相当于定义了一个线性算子P:

(Pf )(x) =

p∑
i=1

f (xi )ui (x), ui (x) =

p∏
j=1
j ̸=i

x − xj
xi − xj

算子P也可以推广作用在多变量函数上。如果f是x , y的函
数，那么

(Pf )(x , y) =

p∑
i=1

f (xi , y)ui (x)

相当于在垂直线Li上插值f的一个二元函数，
即(Pf )(xi , y) = f (xi , y), 其中

Li := {(xi , y) : −∞ < y < +∞}
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假设在y方向有另外的插值结点y1, y2, . . . , yq, 那么可以类似
定义线性算子

(Qf )(y) =

q∑
i=1

f (yi )vi (y),

(Qf )(x , y) =

q∑
i=1

f (x , yi )vi (y)

其中vi (y)为相应的Lagrange插值基函数

定义新的算子如下：

(PQf )(x , y) = P(Qf )(x , y) =

p∑
i=1

(Qf )(xi , y)ui (x)

=

p∑
i=1

q∑
j=1

f (xi , yj)vj(y)ui (x)

那么(PQf )(x , y)在结点(xi , yj)上插值于函数f (x , y)
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分析

实际上，在前面出现的基函数ui (x)和vj(y)可以不必是相应
的Lagrange基函数，只要满足

ui (xj) = δij , vi (yj) = δij

即可，不过此时定义的结果(PQf )(x , y)并不一定是多项式

类似于(xi , yj), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q, 形式的结点形成的
阵列称为Cartesian1网格(grid)

b b b b

b

b

b

x1 x3 x3 x4
x

y1

y2

y3

y

b b b b

b b b b

b b b b

1R. Descartes (1596–1650)的拉丁文写法为Cartesius
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张量积插值

算子(PQf )(x , y)给出了在特殊结点上构造插值函数的一种
方法，这个算子称为P和Q的张量积(tensor-product): P ⊗ Q

此时，如果基本算子中采用Lagrange基函数，则相当于
在Cartesian网格插值结点时应用二元多项式空间

span{x iy j : 0 ⩽ i ⩽ p − 1, 0 ⩽ j ⩽ q − 1}

进行插值。这个空间的维数为pq，空间中多项式的次数可
以记为(k , l), 其中x和y出现的最高次数分别为k和l

如p = 2, q = 2, 则相当于给定了矩形区域四个顶点处的高
度，唯一确定一个次数(1,1)的函数（称为双线性(bilinear)函
数）。它是一张二次曲面（哪一种呢？）
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Boolean和

应用算子P ⊗ Q可以定义一个新的算子如下：

[(P ⊕ Q)f ](x , y) = (Pf )(x , y) + (Qf )(x , y)− (PQf )(x , y)

=

p∑
i=1

f (xi , y)ui (x) +

q∑
j=1

f (x , yj)vj(y)

−
p∑

i=1

q∑
j=1

f (xi , yj)ui (x)vj(y)

这个算子称为P和Q的Boolean和，满足

[(P ⊕ Q)f ](xi , y) = f (xi , y), [(P ⊕ Q)f ](x , yj) = f (x , yj)

因此[(P ⊕ Q)f ](x , y)在所有的水平线和竖直线上插值f .
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应用

基于算子P ⊕ Q可以构造在CAGD中具有重要历史地位
的Coons曲面片。1964年MIT的教授Steven A. Coons提出了
被后人称为超限插值(可以应用算子P ⊕ Q进行解释)的新思
想，通过插值四条任意的边界曲线来构造曲面。

Coons方法和Bézier方法是CAGD最早的开创性工作。计算机
图形学的最高奖是以Coons的名字命名的，而获得第一届
（1983）和第二届(1985)Steven A. Coons 奖的，恰好是Ivan
E. Sutherland和Pierre Bézier
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二元多项式空间

由所有

m∑
i=1

ai (x)bi (y), ai (x) ∈ Πk , bi (y) ∈ Πl

构成的二元多项式空间记为Πk ⊗ Πl , 称为两个一元多项式空
间的张量积。在这个空间中会出现总次数为k + l的xky l项，
但其它k + l次项不会出现，因此这种多项式空间并没有充分
利用以总次数为限的多项式表示

总次数不超过k的二元多项式表示为

∑
0⩽i+j⩽k

cijx
iy j =

k∑
i=0

k−i∑
j=0

cijx
iy j

其全体构成的空间记为Πk(R2)
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Πk(R2)

空间的一组基为x iy j , 0 ⩽ i + j ⩽ k
1 它们显然生成Πk(R2)
2 为证线性无关，假设

k∑
i=0

k−i∑
j=0

cijx
iy j =

k∑
i=0

(
k−i∑
j=0

cijy
j

)
x i = 0

这里
∑k−i

j=0 cijy
j可以看作是x i的系数，因此由{1, x , . . . , xk}线

性无关可得

k−i∑
j=0

cijy
j = 0, i = 0, . . . , k

从而得出所有系数cij = 0

空间的维数为
(k+2

2

)
= (k+1)(k+2)

2
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Πk(R2)插值问题

本节开始的例子说明了应用Πk(R2)中元素进行插值，插值
结点的选取需要非常仔细

实际上，假设给定了n个函数u1, u2, . . . , un, 并且给
定R2中n个结点pi = (xi , yi ). 那么为了构造插值函数，需要
求解线性方程组，对应的系数矩阵为(uj(pi ))n×n. 若对给定
的结点集，该矩阵非奇异，那么让前两个结点在R2平面中
作连续移动，但从不重合，也不与其它结点重合，那么存在
一种移动方式，两个结点相当于交换了位置，从而系数矩阵
的行列式反号。根据上述移动过程与矩阵的行列式之间的连
续性，可知存在一组结点集，对应的行列式为零

从而可知在C (R2)中根本没有n维子空间适合在任意n个结点
的集合上进行插值。1918年Haar观察到了这一事实
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插值任意数据的可能性

Theorem

空间Πk(R2)是可以对R2中任意k + 1个不同结点集上的任意数据
插值的。

证明：假设被插值函数为f , 插值结点是(xi , yi ), i = 0, 1, . . . , k，
则存在线性函数ℓ(x , y) = ax + by + c使得k + 1个
数ti = ℓ(xi , yi )两两不同。根据单变量多项式插值理论，存
在p ∈ Πk(R), 使得p(ti ) = f (xi , yi ). 显然p ◦ ℓ ∈ Πk(R2)而且满足
插值条件：

(p ◦ ℓ)(xi , yi ) = p(ℓ(xi , yi )) = p(ti ) = f (xi , yi )

形如g ◦ ℓ (ℓ ∈ Π1(R2))的函数称为岭(ridge)函数，因为g ◦ ℓ在每
条直线ℓ(x , y) = λ上是常数，从而其图形是一张直纹面。
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Newton格式

单变量多项式插值中的Newton格式是首先在x1, . . . , xn上构
造插值f的多项式p, 然后通过给p添加一项，使之
在x1, . . . , xn, xn+1上插值f

上述过程可以抽象为：设X是一个集合，f为定义在X上的
实值函数。设N为结点集。如果p是N上任一插值f的函数，
而且q是任一在N上取值为零的函数。如果q(ξ) ̸= 0,
则p∗ = p + cq给出了在N ∪ {ξ}上插值f的函数

进一步地一般化：设q是X到R的函数，Z是它的零点集。若
在N ∩ Z上p插值f , 并且在N\Z上r插值(f − p)/q, 则
在N上p + qr插值f
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Shepard插值

1968年由D. Shepard给出

设给定的插值结点为pi ∈ R2, i = 1, 2, . . . , n. 选取R2 × R2上
的一个实值函数ϕ满足唯一性条件：

ϕ(p, q) = 0 当且仅当p = q

如ϕ(p, q) = ∥p − q∥µ, µ > 0

类似于单变量Lagrange插值基函数的构造方式，定义

ui (p) =
n∏
j=1
j ̸=i

ϕ(p, pj)

ϕ(pi , pj)
, j = 1, 2, . . . , n

这些函数具有“基性质”：ui (pj) = δij
在结点集上插值f的函数为

F =
n∑

i=1

f (pi )ui
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Shepard插值的变体

此时要求ϕ是一个非负函数，并设

vi (p) =
n∏
j=1
j ̸=i

ϕ(p, pj), v(p) =
n∑

i=1

vi (p), wi (p) =
vi (p)

v(p)

当i ̸= j时vi (pj) = 0, 在其它除p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pn之外
的所有点p上vi (p) > 0。从而v(p) > 0，这样wi有定义。根
据函数的定义方式，我们有wi (pj) = δij , 0 ⩽ wi (p) ⩽ 1,∑n

i=1 wi (p) = 1. 所以下述方程定义了插值函数：

F =
n∑

i=1

f (pi )wi =
n∑

i=1

f (pi )
vi
v

n = 1的情形如何？
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Shepard变体的特点

以下两条性质表明插值函数F继承了被插值函数的某些特
征：

如果数据是非负的，那么插值函数F也是非负的。
如果f是常值函数，那么F ≡ f

如果ϕ可微，那么F在每个结点上都呈现出一个平坦点

每个结点都是wi的极值点，从而偏导数等于零。这样F在结
点处的偏导数也等于零
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例

令
ϕ(x , y) = ∥x − y∥µ, µ > 0

当µ > 1时该函数可微，当0 < µ ⩽ 1时不可微

此时wi的定义有下列等价形式：

wi (x) =

n∏
j=1
j ̸=i

∥x − xj∥µ

n∑
k=1

n∏
j=1
j ̸=k

∥x − xj∥µ
=

∥x − xi∥−µ

n∑
j=1

∥x − xj∥−µ

后一等式中会出现∞/∞情形，需要小心应用
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三角剖分

基于给定结点，另外一种构造插值函数的方法就是三角剖
分(triangulation), 即连接结点，形成一族三角形T1, T2, . . .,
Tm. 这些三角形满足下述规则：

1 每个插值结点必须是某个三角形Ti的顶点
2 每个三角形的顶点必须是结点
3 如果某个结点在某个三角形内，那么它一定是这个三角形的
顶点

两个不符合规则的三角剖分

bb

b

b

b

bb

b

b

b
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Dirichlet镶嵌与Delaunay三角剖分

为了获得给定点集的三角剖分，可以采用下述方法：
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分片线性插值函数

对于三角剖分上最简单的插值函数就是分片线性函数，它在
所有三角形的所有顶点上插值函数f , 在任意三角形Ti上为
一个线性函数ℓi (x , y) = aix + biy + ci，这个函数由它在三
角形三个顶点的函数值唯一确定(为什么？).

b

b

b b(x1, y1)

(x3, y3)

(x2, y2)

(x4, y4)T1 T2

在两个三角形的公共边界上，由于此时每个三角形中的线性
函数限制在公共边上为一个单变量线性函数，由其在两个顶
点的值唯一确定，因此两个线性函数沿公共边界连续拼接。
从而所有三角形上的线性函数组合在一起是连续的。
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三角形网格

三角网格在许多计算机图形应用领域中是最通用的曲面表示
方式。由于它的简单和灵活，在一些注重处理性能的领域，
三角网格甚至取代了传统的CAD曲面表示，如NURBS曲面

CPU和图形硬件性能的稳定增长，廉价的内存，以及三维扫
描仪的广泛使用，导致了产生大量的高精度的几何数据，其
中包含几百万三角片的模型在当今已经很多
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移动最小二乘法

经典的最小二乘方法

问题：给定一个集合X作为插值函数和被插值函数f的定义
域，以及其中的一组结点x1, . . . , xn. 插值函数所在空间
由u1, . . . , um生成，其中m相对于n很小，因此可能无法构造
出插值函数。取而代之，我们希望找到系数c1, . . . , cm, 极小
化下述表达式：

n∑
i=1

(
f (xi )−

m∑
j=1

cjuj(xi )

)2

wi

其中wi ⩾ 0为权因子

如果记⟨f , g⟩ =
∑n

i=1 f (xi )g(xi )wi , 那么根据内积空间中的逼
近理论，f −

∑m
i=1 cjuj ⊥ ui , i = 1, 2, . . . ,m刻划了极小化问

题解的特征，从而导出方程：
m∑
j=1

cj⟨uj , ui ⟩ = ⟨f , ui ⟩, i = 1, 2, . . . ,m
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移动最小二乘的定义

移动最小二乘与经典最小二乘的区别在于允许权因
子wi是x的函数。记

⟨f , g⟩x =
n∑

i=1

f (xi )g(xi )wi (x)

则相应的方程为

m∑
j=1

cj⟨uj , ui ⟩x = ⟨f , ui ⟩x , i = 1, 2, . . . ,m

最终的逼近函数为

g(x) =
m∑
j=1

cj(x)uj(x)

因为方程随x一起变化，因此当m较大时，方程难以求解。
通常m ⩽ 10
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权函数的选择

如果wi (x)在xi处相当很大，那么g在xi处几乎插值。如果
当x离xi很远时wi (x)很快减少为零，那么远离xi的结点
对g(xi )几乎没有影响

wi (x) = ∥x − xi∥−2, 其中∥ · ∥为任何范数，但欧氏范数是常
用的

若m = 1, 而且u1(x) ≡ 1, 那么导致Shepard 方法。此时，
记c1(x) = c(x), u(x) = u1(x), 那么由c(x)⟨u, u⟩x = ⟨f , u⟩x可
解出c , 从而逼近函数为

g(x) = c(x)u(x) = c(x) =
⟨f , u⟩x
⟨u, u⟩x

=

∑n
i=1 f (xi )wi (x)∑n

j=1 wj(x)
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内容

1 数值微分：基于Taylor展开、基于多项式插
值、Richardson外推

2 数值积分：通过多项式插值、待定系数法、复化数值积
分、Romberg积分、Guass积分
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数值微积分

只给定函数f在n + 1个点x0, . . . , xn上的值，如何利用这些信
息计算导数f ′(c)和积分

∫ b
a f (x)dx的值？注意过这些点的函

数可以有很多，如下图所示：
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基于Taylor展开计算数值微分

Taylor展开：

f (x + h) = f (x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(ξ)

其中ξ ∈ (x , x + h). 为了使等式成立，需要f与f ′在闭区
间[x , x + h]上连续，而且对应的开区间上存在f ′′

重新整理：

f ′(x) =
1

h
[f (x + h)− f (x)]− h

2
f ′′(ξ)

因此可利用的数值公式与误差项都出现在上述公式中。误差
项由两部分组成：h的幂次以及f的高阶导数。因此
当h → 0时，误差中的h项使得整体表达式收敛于零

−(h/2)f ′′(ξ)称为截断误差。在数值计算中，截断误差与舍
入误差起着同样重要的作用
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例

应用上述公式计算f (x) = cos x在x = π/4点的导数，这里
取h = 0.01。它的精确度是多少？

数值导数值

f ′(x) ≈ 1

h
[f (x + h)− f (x)]

=
1

0.01
[0.700000476− 0.707106781]

= −0.71063051

精度： ∣∣∣h
2
f ′′(ξ)

∣∣∣ = 0.005| cos ξ| ⩽ 0.005

实际上，由于ξ ∈ (π/4, π/4 + h), 所以| cos ξ| < 0.707107, 从
而给出误差界为0.0035355.

真正的误差为

− sin
π

4
+ 0.71063051 = 0.003523729
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精度分析

在前面的数值导数计算公式中，从截断误差−(h/2)f ′′(ξ)的
表达式可见：为了精确计算f ′(x), 步长h必须很小

下面进行一个实验，其中令h通过给定的一个序列收敛到
零，分别计算出相应的f ′(x)的近似值。这里f (x) = arctan x ,
x =

√
2. 精确结果应当是f ′(x) = 1/(1 + x2)在x =

√
2点的

值1/3

运行Mathematica程序“数值微分 Taylor展开.nb”，通过改变
其中的m以得到不同的效果
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In[1]:= fx : ArcTanx; m  8; s  NSqrt2, m; h  1; M  26; F1  Nfs, m;

Fork  0, k  M, k, F2  Nfs  h, m; d  NF2  F1, m; r  Nd  h, m;

Printk, "\t", h, "\t", F2, "\t", F1, "\t", d, "\t", r; h  Nh2, m
0 1 1.1780972 0.95531662 0.2227806 0.2227806

1 0.50000000 1.0893836 0.95531662 0.1340670 0.2681340

2 0.25000000 1.0297268 0.95531662 0.0744102 0.2976406

3 0.12500000 0.99464439 0.95531662 0.0393278 0.314622

4 0.062500000 0.97555095 0.95531662 0.0202343 0.323749

5 0.031250000 0.96558170 0.95531662 0.0102651 0.328483

6 0.015625000 0.96048682 0.95531662 0.0051702 0.33089

7 0.0078125000 0.95791122 0.95531662 0.0025946 0.33211

8 0.0039062500 0.95661631 0.95531662 0.0012997 0.33272

9 0.0019531250 0.95596706 0.95531662 0.0006504 0.33303

10 0.00097656250 0.95564199 0.95531662 0.0003254 0.3332

11 0.00048828125 0.95547934 0.95531662 0.0001627 0.3333

12 0.00024414063 0.95539799 0.95531662 0.0000814 0.3333

13 0.00012207031 0.95535731 0.95531662 0.0000407 0.333

14 0.000061035156 0.95533696 0.95531662 0.0000203 0.333

15 0.000030517578 0.95532679 0.95531662 0.0000102 0.333

16 0.000015258789 0.95532170 0.95531662 5.1 106 0.33

17 7.6293945 106 0.95531916 0.95531662 2.5 106 0.33

18 3.8146973 106 0.95531789 0.95531662 1.3 106 0.33

19 1.9073486 106 0.95531725 0.95531662 6. 107 0.3

20 9.5367432 107 0.95531694 0.95531662 3. 107 0.3

21 4.7683716 107 0.95531678 0.95531662 2. 107 0.3

22 2.3841858 107 0.95531670 0.95531662 0. 108 0.3

23 1.1920929 107 0.95531666 0.95531662 0. 108 0.101

24 5.9604645 108 0.95531664 0.95531662 0. 108 0.101

25 2.9802322 108 0.95531663 0.95531662 0. 108 0.101

26 1.4901161 108 0.95531662 0.95531662 0. 108 0.
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精度的减法相消

从实验中可以看到，当h趋向于零时，d的有效数字逐渐减
少，直到最后d = 0, r = 0, 因此并没有使得数值导数的精度
越来越高

当运算中字长为8位，那么在k = 11, 12时得到最佳的结
果0.33330000. 此时d = f (x + h)− f (x)有四位有效数字，随
着k的增加，d中有效数字的个数在减少，而r = d/h的有效
数字个数不会比d的更多。因此当h很小时，舍入误差使得
当h趋向于零时不能得到高的精度

当然，如果计算过程中字长变大，那么得到的精度就会更高
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高阶公式

无论如何，前面给出公式的误差估计只是h的一次方，我们
可以通过对Taylor展开进行简单的处理，得到更高阶的数值
导数计算公式

实际上，由于

f (x + h) = f (x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(ξ1)

f (x − h) = f (x)− hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x)− h3

3!
f ′′′(ξ2)

所以两式相减得到

f ′(x) =
1

2h

[
f (x + h)− f (x − h)

]
− h2

12

[
f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

]
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高阶公式的误差估计

只要f ′′′存在，前面公式的误差项是可用的

进一步，根据导数的介值定理1, 存在一点ξ ∈ (x − h, x + h),
f ′′′(ξ) = (f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2))/2。因此前页的数值微分公式可
以重写为

f ′(x) =
1

2h

[
f (x + h)− f (x − h)

]
− h2

6
f ′′′(ξ)

1若f是[a, b]上的实值可微函数，再设f ′(a) < λ < f ′(b), 那么存在一
点x ∈ (a, b), f ′(x) = λ.
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例

设f (x) = arctan x , x =
√
2, 用高阶公式重新计算f ′(x)的值。正确

值为1/3

通过数值实验，此时在k = 8, 9, 10时得到最高的五位精度

减法相消现象仍然存在，即当k > 10后，舍入误差使得精确
位数在减少
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In[2]:= fx : ArcTanx; m  8; s  NSqrt2, m; h  1; M  26;

Fork  0, k  M, k, F2  Nfs  h, m; F1  Nfs  h, m; d  NF2  F1, m;

r  Nd 2 h, m; Printk, "\t", h, "\t", F2, "\t", F1, "\t", d, "\t", r; h  Nh 2, m
0 1 1.1780972 0.3926991 0.7853982 0.3926991

1 0.50000000 1.0893836 0.7406126 0.3487710 0.3487710

2 0.25000000 1.0297268 0.86112983 0.1685969 0.3371939

3 0.12500000 0.99464439 0.91106988 0.0835745 0.3342980

4 0.062500000 0.97555095 0.93385414 0.0416968 0.333574

5 0.031250000 0.96558170 0.94474460 0.0208371 0.333394

6 0.015625000 0.96048682 0.95006969 0.0104171 0.333348

7 0.0078125000 0.95791122 0.95270283 0.0052084 0.33334

8 0.0039062500 0.95661631 0.95401213 0.0026042 0.33333

9 0.0019531250 0.95596706 0.95466498 0.0013021 0.33333

10 0.00097656250 0.95564199 0.95499095 0.0006510 0.33333

11 0.00048828125 0.95547934 0.95515382 0.0003255 0.3333

12 0.00024414063 0.95539799 0.95523523 0.0001628 0.3333

13 0.00012207031 0.95535731 0.95527593 0.0000814 0.3333

14 0.000061035156 0.95533696 0.95529627 0.0000407 0.333

15 0.000030517578 0.95532679 0.95530645 0.0000203 0.333

16 0.000015258789 0.95532170 0.95531153 0.0000102 0.333

17 7.6293945 106 0.95531916 0.95531407 5.1 106 0.33

18 3.8146973 106 0.95531789 0.95531535 2.5 106 0.33

19 1.9073486 106 0.95531725 0.95531598 1.3 106 0.33

20 9.5367432 107 0.95531694 0.95531630 6. 107 0.3

21 4.7683716 107 0.95531678 0.95531646 3. 107 0.3

22 2.3841858 107 0.95531670 0.95531654 2. 107 0.3

23 1.1920929 107 0.95531666 0.95531658 0. 108 0.3

24 5.9604645 108 0.95531664 0.95531660 0. 108 0.101

25 2.9802322 108 0.95531663 0.95531661 0. 108 0.101

26 1.4901161 108 0.95531662 0.95531661 0. 108 0.101
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差商

向前差商

f ′(x0) ≈
f (x0 + h)− f (x0)

h
, R(x) = −h

2
f ′′(ξ) = O(h)

向后差商

f ′(x0) ≈
f (x0)− f (x0 − h)

h
, R(x) =

h

2
f ′′(ξ) = O(h)

中心差商

f ′(x0) ≈
f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
, R(x) = −h2

6
f ′′′(ξ) = O(h2)
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数据误差

数值微分对于函数值的计算误差或测量误差非常敏感，因为
此时函数值的误差被乘以1/(2h)

因此当计算由有误差数据确定的导数时，需要进行数据光滑
化处理（去噪）

即尽可能多得用当前点周围点信息把数据噪音去掉，因此在
实际应用中，为了计算数据导数，通常是根据当前点以及周
围点进行数据拟合，然后根据拟合出来的表达式计算当前点
的导数

数值积分公式对数据误差不是很敏感
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设定最佳步长（事后估计法）

设D(h),D(h/2)分别为步长为h, h/2的差商公式

f ′(x)− D(h) = O(h), f ′(x)− D(h/2) = O(h/2)

⇒ f ′(x)− D(h)

f ′(x)− D(h/2)
=

O(h)

O(h/2)
≈ 2

⇒f ′(x)− D(h) = 2f ′(x)− 2D(h/2)

⇒f ′(x)− D(h/2) = D(h/2)− D(h)

当
|D(h)− D(h/2)| < ε

时的步长h/2就是合适的步长
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高阶导数公式

根据高阶的Taylor展开，我们可以得到高阶导数的计算公
式。

如

f (x + h) = f (x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(ξ1)

f (x − h) = f (x)− hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x)− h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(ξ2)

两式相加，得到

f ′′(x) =
1

h2
[
f (x + h)− 2f (x) + f (x − h)

]
− h2

12
f (4)(ξ)

其中ξ ∈ (x − h, x + h)

这个公式常用于二阶微分方程的数值求解中
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通过多项式插值计算数值导数

假设函数f在x0, x1, . . . , xn上的值已知，那么f在这些结点上
存在唯一的插值多项式，从而有

f (x) =
n∑

k=0

f (xi )ℓi (x) +
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξx)w(x)

其中ℓi (x)为Lagrange插值基函数，w(x) =
n∏

i=0
(x − xi )

对其求导：

f ′(x) =
n∑

i=0

f (xi )ℓ
′
i (x) +

1

(n + 1)!
f (n+1)(ξx)w

′(x)

+
1

(n + 1)!
w(x)

d

dx
f (n+1)(ξx)
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如果我们是在结点处计算数值导数，即不妨设x = xα, 由
于w(xα) = 0, 则结果得到简化：

f ′(xα) =
n∑

i=0

f (xi )ℓ
′
i (xα) +

1

(n + 1)!
f (n+1)(ξxα)w

′(xα)

而

w ′(x) =
n∑

i=0

n∏
j=0
j ̸=i

(x − xj) =⇒ w ′(xα) =
n∏
j=0
j ̸=α

(xα − xj)

所以带有误差项的数值微分公式为

f ′(xα) =
n∑

i=0

f (xi )ℓ
′
i (xα) +

1

(n + 1)!
f (n+1)(ξxα)

n∏
j=0
j ̸=α

(xα − xj)

此公式特别适用于非等距结点
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例

给出当n = 2, α = 1时上述公式的显式表达

此时，三个Lagrange插值基函数为

ℓ0(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)

ℓ1(x) =
(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)

ℓ2(x) =
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)

它们的导数分别是

ℓ′0(x) =
2x − x1 − x2

(x0 − x1)(x0 − x2)

ℓ′1(x) =
2x − x0 − x2

(x1 − x0)(x1 − x2)

ℓ′2(x) =
2x − x0 − x1

(x2 − x0)(x2 − x1)
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计算在x = x1点的值，我们有

ℓ′0(x1) =
x1 − x2

(x0 − x1)(x0 − x2)

ℓ′1(x1) =
2x1 − x0 − x2

(x1 − x0)(x1 − x2)

ℓ′2(x1) =
x1 − x0

(x2 − x0)(x2 − x1)

因而带有误差项的数值微分公式是

f ′(x1) =f (x0)
x1 − x2

(x0 − x1)(x0 − x2)

+ f (x1)
2x1 − x0 − x2

(x1 − x0)(x1 − x2)

+ f (x2)
x1 − x0

(x2 − x0)(x2 − x1)

+
1

6
f ′′′(ξx1)(x1 − x0)(x1 − x2)
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例：等距情形

在n = 2, α = 1时，前面的数值微分公式简化为

f ′(x) = f (x − h)
−1

2h
+ f (x + h)

1

2h
− 1

6
f ′′′(ξx)h

2

这就是前面给出的高阶公式
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Richardson外推

Richardson外推(extrapolation)技术是通过巧妙应用Taylor级
数改进数值微分公式的精度

函数f (x)的Taylor级数为

f (x + h) =
∞∑
k=0

1

k!
hk f (k)(x)

f (x − h) =
∞∑
k=0

1

k!
(−1)khk f (k)(x)

两式相减，消去了所有的偶次项：

f (x+h)− f (x−h) = 2hf ′(x)+
2

3!
h3f ′′′(x)+

2

5!
h5f (5)(x)+ · · ·
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重新整理得：

L = φ(h) + a2h
2 + a4h

4 + a6h
6 + · · ·

其中L = f ′(x), φ(h) = 1
2h [f (x + h)− f (x − h)],

ak = − 2
(k−1)! f

(k−1)(x)

在上述公式中，我们需要h > 0. 在h = 0时我们得不到任何
信息。对每个h > 0, a2h

2 + a4h
4 + · · ·给出了误差

实际上，通过取不同的h，我们可以进一步消去误差项中的
低次项。如根据在h和h/2的表达式，

L = φ(h) + a2h
2 + a4h

4 + a6h
6 + · · ·

4L = 4φ(h/2) + a2h
2 + a4h

4/4 + a6h
6/16 + · · ·

3L = 4φ(h/2)− φ(h)− 3a4h
4/4− 15a6h

6/16− · · ·

得到

L =
4

3
φ(h/2)− 1

3
φ(h)− a4h

4/4− 5a6h
6/16− · · ·
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数值实验

采用公式

L =
4

3
φ(h/2)− 1

3
φ(h)

=
2

3h
[f (x + h/2)− f (x − h/2)]− 1

6h
[f (x + h)− f (x − h)]

计算前面例子中的导数

当k = 4, 5, 6, 7时得到六位数的精度
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In[1]:= f@x_D := ArcTan@xD; m = 8; s = N@Sqrt@2D, mD; h = 1; M = 30; d = Table@0, 8M<D; F1 = N@f@sD, mD;
For@k = 0, k £ M, k++, d@@kDD = N@Hf@s + hD - f@s - hDL �2 �h, mD; h = N@h �2, mDD; For@k = 1,

k <= M, k++, r = N@d@@kDD + Hd@@kDD - d@@k - 1DDL �3, mD; Print@k, "\t", d@@kDD, "\t", rD;D
1 0.3487710 0.3341283

2 0.3371939 0.3333348

3 0.3342980 0.3333327

4 0.3335745 0.333333

5 0.333394 0.333333

6 0.333348 0.333333

7 0.333337 0.333333

8 0.33333 0.33333

9 0.33333 0.33333

10 0.33333 0.33333

11 0.33333 0.3333

12 0.3333 0.3333

13 0.3333 0.3333

14 0.3333 0.333

15 0.333 0.333

16 0.333 0.333

17 0.333 0.333

18 0.33 0.33

19 0.33 0.33

20 0.33 0.33

21 0.33 0.3

22 0.3 0.3

23 0.3 0.3

24 0.3 0. ´10-1

25 0. ´10-1 0. ´10-1

26 0. ´10-1 0. ´10-1

27 0. ´10-1 0. ´10-1

28 0. 0.

29 0. 0.

30 0. 0.
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进一步外推

令

ψ(h) =
4

3
φ(h/2)− 1

3
φ(h)

那么可以应用ψ(h)在h和h/2的取值进一步消去低阶项

实际上，

L = ψ(h) + b4h
4 + b6h

6 + · · ·
16L = 16ψ(h/2) + b4h

4 + b6h
6/4 + · · ·

15L = 16ψ(h/2)− ψ(h)− 3b6h
6/4− · · ·

从而令

θ(h) =
16

15
ψ(h/2)− 1

15
ψ(h)

得到
L = θ(h) + c6h

6 + c8h
8 + · · ·

类似地，

L =
64

63
θ(h/2)− 1

63
θ(h)− 3

252
c8h

8 − · · ·
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Richardson外推算法

上述过程可以执行任意多步，得到不断增加精度的公式

执行M步的Richardson外推算法为
1 选取h的一个初值，如h = 1，并且计算M + 1个数

D(n, 0) = φ(h/2n), n = 0, 1, . . . ,M

2 执行下列公式的计算

D(n, k) =
4k

4k − 1
D(n, k − 1)− 1

4k − 1
D(n − 1, k − 1)

这里k = 1, 2, . . . ,M, n = k , k + 1, . . . ,M
3 D(M,M)就是所需要的结果

在上述算法中，D(0, 0) = φ(h), D(1, 0) = φ(h/2),
D(1, 1) = ψ(h)
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结果的精度

根据Richardson外推算法的计算过程,

D(n, 0) = L+O(h2)

D(n, 1) = L+O(h4)

D(n, 2) = L+O(h6)

D(n, 3) = L+O(h8)

我们将证明

D(n, k − 1) = L+O(h2k), 当h → 0
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Richardson外推定理

Theorem

在算法中定义的D(n, k)满足下列形式的等式

D(n, k − 1) = L+
∞∑
j=k

Aj ,k(h/2
n)2j

证明：当k = 1时，由D(n, 0)的定义以及

L = φ(h) + a2h
2 + a4h

4 + a6h
6 + · · ·

可知定理成立：

D(n, 0) = φ(h/2n) = L−
∞∑
j=1

a2j(h/2
n)2j

因此可设Aj ,1 = −a2j
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现在对k进行归纳证明。假设k − 1时定理成立，那么根据算法
中D(n, k)的定义以及归纳假设，

D(n, k) =
4k

4k − 1

[
L+

∞∑
j=k

Aj ,k

(
h

2n

)2j]

− 1

4k − 1

[
L+

∞∑
j=k

Aj ,k

(
h

2n−1

)2j]

= L+
∞∑
j=k

Aj ,k
4k − 4j

4k − 1

(
h

2n

)2j

从而我们可以定义

Aj ,k+1 = Aj ,k
4k − 4j

4k − 1

显然Ak,k+1 = 0, 定理所需要的形式成立。
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三角阵列

在算法中的D(n, k)形成如下的三角阵列

D(0, 0)
D(1, 0) D(1, 1)
D(2, 0) D(2, 1) D(2, 2)

...
...

...
. . .

D(M, 0) D(M, 1) D(M, 2) · · · D(M,M)
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H.W.

编程实现用Richardson外推计算f ′(x)的值, h = 1。函数f (x)分别
取

ln x , x = 3, M = 3

tan x , x = sin−1(0.8), M = 4

sin(x2 + 1
3x), x = 0, M = 5.

输出相应的三角阵列

D(0, 0)
D(1, 0) D(1, 1)
D(2, 0) D(2, 1) D(2, 2)

...
...

...
. . .

D(M, 0) D(M, 1) D(M, 2) · · · D(M,M)
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数值积分

徐岩

中国科学技术大学数学系

yxu@ustc.edu.cn

https://faculty.ustc.edu.cn/yxu
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数值积分问题

数值积分是应用函数在给定区间上的定义，计算出在该区间
上的积分（近似）值

为什么需要数值积分？

从数学上说，有些初等函数的原函数不是初等函数
有些时候我们只知道函数在给定区间上有限个点处的函数值
虽然有些函数的原函数可以得到，但是求值过于复杂

数值积分的策略是用另一个函数替代原来的被积函数，而前
者的积分是很容易计算的

多项式（来自于多项式插值或逼近）以及样条函数是常用的
选择
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通过多项式插值计算数值积分

目标是计算积分 ∫ b

a
f (x)dx

选取[a, b]中的结点x0, x1, . . . , xn, 应用Lagrange插值过程：
1 Lagrange插值基函数为

ℓi (x) =
n∏

j=0
j ̸=i

x − xj
xi − xj

, i = 0, 1, . . . , n

2 在结点上插值f的次数最多是n的多项式为

p(x) =
n∑

i=0

f (xi )ℓi (x)
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积分公式

近似积分：

∫ b

a
f (x)dx ≈

∫ b

a
p(x)dx =

n∑

i=0

f (xi )

∫ b

a
ℓi (x)dx

从而得到一个适用于所有f的公式：

∫ b

a
f (x)dx ≈

n∑

i=0

Ai f (xi )

其中

Ai =

∫ b

a
ℓi (x)dx

该公式对所有的n阶多项式是精确成立的。

如果结点是等距的，那么上述公式称为Newton-Cotes公式
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梯形法则

当n = 1, x0 = a, x1 = b时，对应的公式称为梯形法则：

此时

ℓ0(x) =
b − x

b − a
, ℓ1(x) =

x − a

b − a

从而

A0 = A1 =
b − a

2

相应的求积分式为

∫ b

a

f (x)dx ≈ b − a

2

[
f (a) + f (b)

]

该公式对所有的线性多项式函数精确成立
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梯形法则的误差

对一般函数，梯形法则的误差为− 1
12(b − a)3f ′′(ξ), ξ ∈ (a, b)

1 多项式插值中的误差

E (x) = f (x)− p(x) = f ′′(ξx)(x − a)(x − b)/2

2 对其进行积分，并应用积分中值定理1

∫ b

a

E (x)dx = −1

2

∫ b

a

f ′′(ξx)(x − a)(b − x)dx

= −1

2
f ′′(ξ)

∫ b

a

(x − a)(b − x)dx = − 1

12
(b − a)3f ′′(ξ)

1令u, v为区间[a, b]上的连续函数，v ⩾ 0. 那么存在ξ ∈ (a, b)使得∫ b

a

u(x)v(x)dx = u(ξ)

∫ b

a

v(x)dx

徐岩 数值分析



Runge现象

∫ 5

−5

1

1 + x2
dx

208 7 Numerical integration – I

Table 7.1. In is the result of the Newton–Cotes formula of degree n for

the approximation of the integral (7.12)

n In

1 0.38462
2 6.79487
3 2.08145
4 2.37401
5 2.30769
6 3.87045
7 2.89899
8 1.50049
9 2.39862

10 4.67330
11 3.24477
12 −0.31294
13 1.91980
14 7.89954
15 4.15556

7.4 The Runge phenomenon revisited

By looking at the right-hand side of the error bound (7.5) we may be led

to believe that by increasing n, that is by approximating the integrand by

Lagrange interpolation polynomials of increasing degree and integrating

these exactly, we shall reduce the size of the quadrature error En(f).

However, this is not always the case, even for very smooth functions

f . An example of this behaviour uses the same function as in Section

6.3; Table 7.1 gives the results of applying Newton–Cotes formulae of

increasing degree to the evaluation of the integral
∫ 5

−5

1

1 + x2
dx . (7.12)

These results do not evidently converge as n increases, and in fact they

eventually increase without bound. This behaviour is related to the fact

that the weights wj in the Newton–Cotes formula are not all positive

when n > 8. We shall return to this point in Theorem 10.2.

A better approach to improving accuracy is to divide the interval

[a, b] into an increasing number of subintervals of decreasing size, and

then to use a numerical integration formula of fixed order n on each
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复化梯形法则

把单个区间上的积分公式应用在区间被划分以后的每个子区
间上，便得到复化(composite, 复合）法则或公式

对于梯形法则，把区间[a, b]划分为

a = x0 < x1 < · · · < xn = b

在每个子区间上应用梯形法则，得到复化梯形法则：

∫ b

a
f (x)dx =

n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f (x)dx

≈ 1

2

n∑

i=1

(xi − xi−1)
[
f (xi−1) + f (xi )

]
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分析

复化梯形法则相当于用分片线性多项式(即连接结点处函数
值的折线)替换被积函数f得到的数值积分公式

对于等距节点xi = a+ ih, h = (b − a)/n, 复化梯形法则具有
形式

∫ b

a
f (x)dx ≈ h

2

[
f (a) + 2

n−1∑

i=1

f (a+ ih) + f (b)

]

徐岩 数值分析



复化梯形法则的误差

复化梯形法则的误差为

− 1

12
(b − a)h2f ′′(ξ)

其中ξ ∈ (a, b)。证明中用到了下述事实：
1 在(a, b)中存在一点ξ使得

f ′′(ξ) =
1

n

n∑

i=1

f ′′(ξi )

这里ξi ∈ (xi−1, xi )
2 n = (b − a)/h
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待定系数法

从上节可知，公式

∫ b

a
f (x)dx ≈

n∑

i=0

Ai f (xi )

对于所有次数不超过n的多项式精确成立，其中Ai是
第i个Lagrange插值基函数在区间[a, b]上的积分

反过来，如果我们知道上述公式对所有次数不超过n的多项
式精确成立，那么是否必定有下式成立呢？

Ai =

∫ b

a
ℓi (x)dx

答案是肯定的，因为上述公式对于任何ℓi精确成立，从而

∫ b

a
ℓj(x)dx =

n∑

i=0

Aiℓj(xi ) = Aj
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新的求解方法

因此当加上条件“对所有次数不超过n的多项式精确成
立”后，上述公式是唯一确定的，从而我们不必要通过计
算Lagrange插值基函数的积分来确定系数，而是采用更有效
直接的待定系数法

例如，重新推导前面的例题，即确定下式中的A0, A1和A2:
∫ 1

0
f (x)dx ≈ A0f (0) + A1f (1/2) + A2f (1)

由于公式对所有次数不超过2的多项式精确成立，
把f (x) = 1, x , x2作为试用函数，得到

1 =

∫ 1

0

dx = A0 + A1 + A2

1

2
=

∫ 1

0

xdx =
1

2
A1 + A2

1

3
=

∫ 1

0

x2dx =
1

4
A1 + A2
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从而得到联立方程组的解为

A0 =
1

6
, A1 =

2

3
, A2 =

1

6

由于公式是线性的，因此对所有次数不超过2的多项式都精
确成立

值得指出的是，由于积分节点是对称分布的，而且由于所有
系数的和为1，因此这里只要算出x在[0, 1]上的积分值，就
可以算出所有的系数
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Simpson法则

如果把例题中的[0, 1]区间换为一般的[a, b], 得到著名
的Simpson法则

∫ b

a
f (x)dx ≈ b − a

6

[
f (a) + 4f

(a+ b

2

)
+ f (b)

]

从公式的推导过程可知，它对所有次数不超过2的多项式精
确成立。而出人意料的是它对所有次数不超过3的多项式也
精确成立，原因在于：

1

4
(b4 − a4) =

∫ b

a

x3dx =
b − a

6

[
a3 + 4

(a+ b

2

)3
+ b3

]
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Simpson法则的误差

误差项的准确表示为

− 1

90

(b − a

2

)5
f (4)(ξ)

其中ξ ∈ (a, b).

下面应用Taylor展开，可以证明误差是O(h5), h = (b − a)/2
1 重写积分公式如下：

∫ a+2h

a

f (x)dx ≈ h

3
[f (a) + 4f (a+ h) + f (a+ 2h)]

2 右端项的Taylor展开结果为

2hf (a) + 2h2f ′(a) +
4

3
h3f ′′(a) +

2

3
h4f ′′′(a) +

100

3 · 5!h
5f (4) + · · ·
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3 设

F (x) =

∫ x

a

f (t)dt

根据微积分基本定理，F ′ = f . 再根据Taylor展开，积分公式
的左端为

F (a+ 2h) =2hf (a) + 2h2f ′(a) +
4

3
h3f ′′(a) +

2

3
h4f ′′′(a)

+
32

5!
h5f (4)(a) + · · ·

4 把上述两个Taylor展开结合在一起，有

∫ a+2h

a

f (x)dx =
h

3
[f (a)+4f (a+h)+f (a+2h)]− 1

90
h5f (4)(a)−· · ·
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复化Simpson法则

前述的Simpson法则可以应用到有偶数个子区间的复化情形

设n为偶数，xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . , n, h = b−a
n , 则复

化Simpson法则为

∫ b

a
f (x)dx =

n/2∑

i=1

∫ x2i

x2i−2

f (x)dx

=
h

3

n/2∑

i=1

[f (x2i−2) + 4f (x2i−1) + f (x2i )]

=
h

3

[
f (x0) + 2

n/2∑

i=2

f (x2i−2) + 4

n/2∑

i=1

f (x2i−1) + f (xn)
]

7.6 The Euler–Maclaurin expansion 211

1     4     2     4      2     4     2     4     2     4      2     4     1

Fig. 7.1. Quadrature weights for the composite Simpson rule: the integers
1, 4, 2, 4, . . . , 1, when multiplied by h/3, where h = (b − a)/2m, provide the
quadrature weights. This figure corresponds to taking m = 6.

In order to estimate the error in the composite Simpson rule, we pro-

ceed in the same way as for the composite trapezium rule. Let us define

E2(f) =

∫ b

a

f(x) dx −
m∑

i=1

h

3
[f(x2i−2) + 4f(x2i−1) + f(x2i)]

=
m∑

i=1

[∫ x2i

x2i−2

f(x) dx − h

3
[f(x2i−2) + 4f(x2i−1) + f(x2i)]

]
.

Applying (7.10) to each individual term in the sum and recalling that

b − a = 2mh we obtain the following error bound:

|E2(f)| ≤ (b − a)5

2880m4
M4 , (7.18)

where M4 = maxζ∈[a,b] |f iv(ζ)|.
The composite rules (7.15) and (7.17) provide greater accuracy than

the basic formulae considered in Section 7.2; this is clearly seen by com-

paring the error bounds (7.16) and (7.18) for the two composite rules

with (7.6) and (7.8), the error estimates for the basic trapezium rule

and Simpson rule respectively. The inequalities (7.16) and (7.18) indi-

cate that, as long as the function f is sufficiently smooth, the errors in

the composite rules can be made arbitrarily small by choosing a suffi-

ciently large number of subintervals.

7.6 The Euler–Maclaurin expansion

We have seen in (7.16) that the error in the composite trapezium rule is

bounded by a term involving 1/m2, where m is the number of subdivi-

误差为− 1
180(b − a)h4f (4)(ξ), ξ ∈ (a, b)
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例

计算π =
∫ 1
0

1
1+x2

dx .

解解解:

T8 =
1

16

[
f (0) + 2

7∑

k=1

f (xk) + f (1)

]

= 3.138988494

S4 =
1

24

[
f (0) + 4

∑

odd

f (xk) + 2
∑

even

f (xk) + f (1)

]

= 3.141592502

其中xk = k/8.
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几个常用积分公式

9.2 Interpolatory Quadratures 373

Πnf = f and thus In(Πnf) = I(Πnf). The converse statement is also true,
that is, a quadrature formula using n+ 1 distinct nodes and having degree
of exactness equal at least to n is necessarily of interpolatory type (for the
proof see [IK66], p. 316).

As we will see in Section 10.2, the degree of exactness of a Lagrange
quadrature formula can be as large as 2n + 1 in the case of the so-called
Gaussian quadrature formulae.

9.2 Interpolatory Quadratures

We consider three remarkable instances of formula (9.2), corresponding to
n = 0, 1 and 2.

9.2.1 The Midpoint or Rectangle Formula

This formula is obtained by replacing f over [a, b] with the constant function
equal to the value attained by f at the midpoint of [a, b] (see Figure 9.1,
left). This yields

I0(f) = (b − a)f

(
a + b

2

)
(9.5)

with weight α0 = b − a and node x0 = (a + b)/2. If f ∈ C2([a, b]), the
quadrature error is

E0(f) =
h3

3
f ′′(ξ), h =

b − a

2
, (9.6)

where ξ lies within the interval (a, b).

ba

f(x)

x0

x

f(x)

xm−1xk

x
x0

FIGURE 9.1. The midpoint formula (left); the composite midpoint formula
(right)

Indeed, expanding f in a Taylor’s series around c = (a + b)/2 and trun-
cating at the second-order, we get

f(x) = f(c) + f ′(c)(x − c) + f ′′(η(x))(x − c)2/2,

9.2 Interpolatory Quadratures 375

Let σs =
∑s

j=0 δju(xj) and consider the continuous function U(x) = u(x)
∑s

j=0 δj .

Thanks to (9.10), U(x̄) ≤ σs ≤ U(¯̄x). Applying the mean-value theorem, there

exists a point η between a and b such that U(η) = σs, which is (9.9). A similar

proof can be carried out if the coefficients δj are negative. �

The composite midpoint formula is implemented in Program 71. Through-
out this chapter, we shall denote by a and b the end points of the integration
interval and by m the number of quadrature subintervals. The variable fun

contains the expression of the function f , while the output variable int

contains the value of the approximate integral.

Program 71 - midpntc : Midpoint composite formula

function int = midpntc(a,b,m,fun)
h=(b-a)/m; x=[a+h/2:h:b]; dim = max(size(x)); y=eval(fun);
if size(y)==1, y=diag(ones(dim))*y; end; int=h*sum(y);

9.2.2 The Trapezoidal Formula

This formula is obtained by replacing f with Π1f , its Lagrange interpolat-
ing polynomial of degree 1, relative to the nodes x0 = a and x1 = b (see
Figure 9.2, left). The resulting quadrature, having nodes x0 = a, x1 = b
and weights α0 = α1 = (b − a)/2, is

I1(f) =
b − a

2
[f(a) + f(b)] . (9.11)

If f ∈ C2([a, b]), the quadrature error is given by

E1(f) = −h3

12
f ′′(ξ), h = b − a (9.12)

where ξ is a point within the integration interval.

f(x)

a = x0 b = x1

x

b = x2
a+b
2 = x1

x

f(x)

a = x0

FIGURE 9.2. Trapezoidal formula (left) and Cavalieri-Simpson formula (right)
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一般积分公式

可以把前面的数值积分公式一般化为离散点上的函数值的线
性组合

I (f ) ≡
∫ b

a
f (x)dx ≈

n∑

i=0

Ai f (xi ) ≡ In(f )

要求公式对于所有次数不超过n的多项式精确成立。

数值积分有k阶代数精度是指：

In(x
i ) = I (x i ), i = 0, · · · , k , In(x

k+1) ̸= I (xk+1).

对任意次数不高于k次的多项式f(x)，数值积分没有误差
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例

确定下面公式中的系数，使得当f为次数不超过3的多项式时精确
成立：
∫ π

−π
f (x) cos x dx ≈ A0f

(
−3

4
π
)
+A1f

(
−1

4
π
)
+A2f

(1
4
π
)
+A3f

(3
4
π
)

由于公式要对所有次数不超过3的多项式精确成立，因此
把f (x) = x i , i = 0, 1, 2, 3代入得到四个线性方程。而根据对
称性，应有A0 = A3, A1 = A2, 所以只需要应用两个条件如
下：

0 =

∫ π

−π
cos x dx = 2A0 + 2A1

−4π =

∫ π

−π
x2 cos x dx = 2A0(3π/4)

2 + 2A1(π/4)
2

得到解为A1 = A2 = −A0 = −A3 = 4/π
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区间变换

经过变量的线性变换，我们可以从某一个区间上的数值积分
公式导出其它区间上的数值积分公式，而且两个公式同时对
次数不超过同样m的多项式精确成立

假设有一个数值积分公式

∫ d

c
f (t)dt ≈

n∑

i=0

Ai f (ti )

已知，它对所有次数不超过m的多项式精确成立

为了导出在区间[a, b]上的公式，定义t 的线性函数

λ(t) =
b − a

d − c
t +

ad − bc

b − c

满足λ(c) = a, λ(d) = b, 而且其间线性变化
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对积分 ∫ b

a
f (x)dx

作变量代换x = λ(t), dx = b−a
d−c dt,

∫ b

a
f (x)dx =

b − a

d − c

∫ d

c
f (λ(t))dt ≈ b − a

d − c

n∑

i=0

Ai f (λ(ti ))

从而得到[a, b]区间上的数值积分公式

∫ b

a
f (x)dx ≈ b − a

d − c

n∑

i=0

Ai f

(
b − a

d − c
ti +

ad − bc

d − c

)

由于当f为多项式时，f (t)与f (λ(t))具有相同的次数，因此
对于次数不超过m 的多项式，新公式也精确成立
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误差分析

由于前面的数值积分公式本质上是来自于多项式插值，因此基于
多项式插值的误差公式我们也可以给出数值积分的误差估计

如果p是在点x0, x1, . . . , xn上插值f ∈ C (n+1)[a, b]的次数不超
过n的多项式，那么

f (x)− p(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξx)

n∏

i=0

(x − xi )

从而我们有

∫ b

a
f (x)−

n∑

i=0

Ai f (xi ) =
1

(n + 1)!

∫ b

a
f (n+1)(ξx)

n∏

i=0

(x − xi )dx
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如果在[a, b]上|f (n+1)(x)| ⩽ M, 则有

∣∣∣∣∣

∫ b

a
f (x)−

n∑

i=0

Ai f (xi )

∣∣∣∣∣ ⩽
M

(n + 1)!

∫ b

a

n∏

i=0

|x − xi |dx

类似于多项式插值理论中（第一类）Tchebyshev多项式的零
点使得

max
x∈[a,b]

n∏

i=0

|x − xi |

达到最小，哪么如何选取xi使得

∫ b

a

n∏

i=0

|x − xi |dx

最小？
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第二类Tchebyshev多项式

函数

Un+1(x) =
sin((n + 2)θ)

sin θ
, x = cos θ

称为第二类Tchebyshev多项式

递推表示为

U0(x) = 1, U1(x) = 2x

Un+1(x) = 2xUn − Un−1, n ⩾ 1

它满足如下正交关系：

∫ 1

−1
Un(x)Um(x)

√
1− x2dx = δmn

π

2

与第一类Tchebyshev多项式的关系为T ′
n(x) = nUn−1(x)
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Un+1(x)是次数为n + 1的多项式，首项系数为2n+1

它的零点都在[−1, 1]内，分别是

xi = cos
(i + 1)π

n + 2
, i = 0, 1, . . . , n

从而有

Un+1(x)

2n+1
= (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn)
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∫ 1

−1

∣∣(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn)
∣∣dx =

1

2n

理由在于：

∫ 1

−1
|Un+1(x)|dx =

∫ π

0
| sin(n + 2)θ|dθ

=
n+1∑

i=0

∫ π(i+1)/(n+2)

πi/(n+2)
(−1)i sin(n + 2)θdθ

=
n+1∑

i=0

(−1)i+1

(
cos(n + 2)θ

n + 2

∣∣∣
π(i+1)/(n+2)

πi/(n+2)

)

= 2
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极值性质定理

Theorem

在所有的n次首一多项式p中，使得

∫ 1

−1
|p(x)|dx

最小的多项式是2−nUn(x)

证明：首先证明下述正交关系：

I =

∫ 1

−1
Um(x) sign[Un(x)]dx = 0, 0 ⩽ m < n

徐岩 数值分析



实际上，在积分I中进行变量代换cos θ = x得到

I =

∫ π

0
sin(m + 1)θ sign

[sin(n + 1)θ

sin θ

]
dθ

=
n∑

k=0

(−1)k
∫ (k+1)φ

kφ
sin(m + 1)θdθ φ =

π

n + 1

=
1

m + 1

n∑

k=0

(−1)k+1[cos(m + 1)(k + 1)φ− cos(m + 1)kφ]

为了证明最后的求和项等于零，需要借助于复数的Euler公式，
转化为幂级数求和。2

2实际上，在一些数学手册中可以很容易找到上述求和表达式，从而得证所
需要的结论。如在“Table of Integrals, Series, and Products, 6th Ed.”中
的1.343给出了如下公式

n∑
k=1

(−1)k cos kx = −1

2
+

(−1)n cos
(
2n+1
2

x
)

2 cos x/2
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令α = (m + 1)φ+ π, 则有

(m + 1)I =
n∑

k=0

[cos(k + 1)α+ cos kα]

= Re

{
n∑

k=0

[e iα(k+1) + e iαk ]

}

= Re
e iα(n+2) − e iα + e iα(n+1) − 1

e iα − 1

=
Re[(e−iα − 1)(e iα(n+2) − e iα + e iα(n+1) − 1)]

|e iα − 1|2

最后一项的分母为实数，分子为(经过简单的计算后)

Re(e iαn − e iα(n+2) + e iα − e−iα) = cos nα− cos(n + 2)α = 0
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下面完成定理的证明。令p为任意的首一n次多项式，则p有表示

p = 2−nUn + an−1Un−1 + · · ·+ a0U0

从而根据前面的正交关系，

∫ 1

−1
|p|dx ⩾

∫ 1

−1
p signUndx =

1

2n

∫ 1

−1
Un signUndx

= 2−n

∫ 1

−1
|Un|dx
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更紧致的误差估计

对于[−1, 1]区间上的数值积分，如果数值积分的n + 1个结点
来自于Un+1的零点，那么

∣∣∣∣∣

∫ 1

−1
f (x)dx −

n∑

i=0

Ai f (xi )

∣∣∣∣∣ ⩽
M

(n + 1)!2n

如果积分区间为[a, b]，那么相应的积分结点可以是[−1, 1]区
间中的仿射变换，即为

xi =
a+ b

2
+

b − a

2
cos

(i + 1)π

n + 2
, i = 0, 1, . . . , n
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上机作业

对函数

f (x) =
1

1 + 25x2
, x ∈ [−1, 1]

构造Lagrange插值多项式pL(x)，插值节点取为:

1. xi = 1− 2

N
i , i = 0, 1, · · · ,N

2. xi = − cos(
i + 1

N + 2
π), i = 0, 1, · · · ,N

利用
∫ 1
−1 pL(x)dx计算积分

∫ 1
−1 f (x)dx的近似值，并计算如下误差

|
∫ 1

−1
pL(x)dx −

∫ 1

−1
f (x)dx |,

对N = 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40比较以上两组节点的结果。
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输出形式如下：

N
∫ 1
−1 pL(x)dx

∫ 1
−1 f (x)dx |

∫ 1
−1 pL(x)dx −

∫ 1
−1 f (x)dx |

5
10
15
20
25
30
35
40

徐岩 数值分析



奇异积分的计算

主要考虑如下几类奇异积分
1 被积函数f (x)在某点具有有限跳跃，即存在c ∈ [a, b],

f (c+)− f (c−)为非零有限值
2 无界函数的积分
3 积分区间无界

上述函数的积分不能通过直接采用多项式插值逼近原函数，
然后用多项式的积分代替被积函数的积分，因为插值误差的
界是无限的
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间断函数的积分

令c为间断点，那么

I (f ) =

∫ b

a
f (x)dx =

∫ c

a
f (x)dx +

∫ b

c
f (x)dx

此时可以在[a, c−]和[c+, b]上应用前面的数值积分公式，以
得到I (f )的近似值

当在积分区间中具有有限个此类间断点时，可以类似处理

当间断点不预先知道时，需要对函数的图形进行分析，或者
采用自适应积分的方法以确定间断点的存在
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无界函数的积分

假设 lim
x→a+

f (x) =∞ (当f在x → b−时为无穷可类似处理; 如

果是在区间内点为无界，那么可以从该内点把区间分开，再
分开处理)

假设

f (x) =
ϕ(x)

(x − a)µ
, 0 ⩽ µ < 1

这里ϕ(x)以M为界

那么

|I (f )| ⩽ M lim
t→a+

∫ b

t

1

(x − a)µ
dx = M

(b − a)1−µ

1− µ
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计算方法

对于任意ε: 0 < ε < b − a, 积分可写为I (f ) = I1 + I2,

I1 =

∫ a+ε

a

ϕ(x)

(x − a)µ
dx , I2 =

∫ b

a+ε

ϕ(x)

(x − a)µ
dx

I2为正常的积分，按通常的数值积分公式计算

为了计算I1, 把ϕ(x)在x = a点进行Taylor展开：

ϕ(x) = Φp(x) +
(x − a)p+1

(p + 1)!
ϕ(p+1)(ξx), p ⩾ 0

其中

Φp(x) =

p∑

k=0

(x − a)k

k!
ϕ(k)(a)
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从而有

I1 =ε
1−µ

p∑

k=0

εkϕ(k)(a)

k!(k + 1− µ)

+
1

(p + 1)!

∫ a+ε

a
(x − a)p+1−µϕ(p+1)(ξx)dx

因此当用第一项(有限和)代替I1时，对应的误差E1有如下估
计

|E1| ⩽
εp+2−µ

(p + 1)!(p + 2− µ) max
a⩽x⩽a+ε

|ϕ(p+1)(x)|

对于固定的p, 右端项为ε的增函数。而当ε < 1，并
且ϕ(p+1)(x) 随着p的增加，变化不是很快时，那么右端项随
着p增加而减小

实际应用时，在确定计算I1和I2的数值公式参数时，需要保
证两者的误差几乎相当
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无界区间

考虑积分

I (f ) =

∫ ∞

a
f (x)dx

I (f )存在的一个充分条件是

∃ρ > 0, s.t. lim
x→+∞

x1+ρf (x) = 0
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第一种方法

为了计算I (f ), 把它分为两部分：I (f ) = I1 + I2, 其中

I1 =

∫ c

a
f (x)dx , I2 =

∫ ∞

c
f (x)dx

这里要选择恰当的c，使得I2对整个积分的贡献可以被忽
略。即如果希望数值计算出来的积分值与I (f )的误差不超
过δ, 那么要选择c使得|I2| ⩽ δ/2

作业：在计算积分
∫ ∞

0
cos2(x)e−xdx

时为了使得误差不超过δ = 10−3, 那么c应取什么值？
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第二种方法

把积分在c > 0点分开，此时不需要保证第二个积分足够小

为了计算I2, 引入变量代换x = 1/t:

I2 =

∫ ∞

c
f (x)dx =

∫ 1/c

0

f (1/t)

t2
dt :=

∫ 1/c

0
g(t)dt

如果g(t)在区间[0, 1/c]内连续，那么可以采用通常的数值积
分方法；否则可以采用无界函数的积分方法

还有一种方法，需要用到正交多项式，放在Gauss积分一节
中讲述
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上机作业

分别编写用复化Simpson积分公式和复化梯形积分公式计算
积分的通用程序

用如上程序计算积分

I (f ) =

∫ 4

0
sin(x)dx

取节点xi , i = 0, · · · ,N, N为2k , k = 1, · · · , 12,并分析误差
利用公式计算算法的收敛阶。

Ord =
ln(Errorold/Errornow )

ln(Nnow/Nold)
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输出形式如下：

N 复化Simpson error order 复化梯形error order

2 – –
4
8
16
32
64
128
256
512
1024
2048
4096
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重积分的计算

在微积分中，二重积分的计算是用化为累次积分的方法进行
的。

计算二重数值积分也同样采用累次积分的计算过程。简化起
见，我们仅讨论矩形区域上的二重积分。

对非矩形区域的积分，大多可以变化为矩形区域上的累次积
分。

徐岩 数值分析



重积分的计算

∫ b

a

∫ d

c
f (x , y)dydx

a,b,c,d 为常数，f 在D 上连续。将它变为化累次积分∫ b

a

∫ d

c
f (x , y)dydx

=

∫ b

a

(∫ d

c
f (x , y)dy

)
dx

=

∫ d

c

(∫ b

a
f (x , y)dx

)
dy
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二重积分的复化梯形公式

做等距节点，x轴，y轴分别有h = b−a
m , k = d−c

n

将x作为常数,先计算
∫ d
c f (x , y)dy ,有

∫ d

c
f (x , y)dy ≈ k

2

(
f (x , y0) + 2

n−1∑
i=1

f (x , yi ) + f (x , yn)

)
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二重积分的复化梯形公式

再将y作为常数，在x方向，计算上式的每一项的积分∫ b

a
f (x , y0)dx ≈ h

2

(
f (x0, y0) + 2

m−1∑
j=1

f (xj , y0) + f (xm, y0)

)
∫ b

a
f (x , yn)dx ≈ h

2

(
f (x0, yn) + 2

m−1∑
j=1

f (xj , yn) + f (xm, yn)

)
∫ b

a

n−1∑
i=1

f (x , yi ) =
n−1∑
i=1

∫ b

a
f (x , yi )

≈
n−1∑
i=1

h

2

(
f (x0, yi ) + 2

m−1∑
j=1

f (xj , yi ) + f (xm, yi )

)
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二重积分的复化梯形公式

∫ b

a

∫ d

c
f (x , y)dydx ≈ hk

4

(
f (x0, y0) + f (x0, yn) + f (xm, y0) + f (xm, yn)

+ 2
m−1∑
j=1

f (xj , y0) + 2
m−1∑
j=1

f (xj , yn) + 2
n−1∑
i=1

f (x0, yi ) + 2
n−1∑
i=1

f (xn, yi )

+ 4
n−1∑
i=1

m−1∑
j=1

f (xj , yi )

)

系数，在积分区域的四个角点为1/4，4个边界为1/2，内部
节点为1

误差

−(b − a)(d − c)

12

(
h2

∂2

∂x2
f (ξ, η) + k2

∂2

∂y2
f (ξ̄, η̄)

)
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二重积分的复化Simpson公式

∫ b

a

∫ d

c
f (x , y)dydx ≈ hk

n∑
i=0

m∑
j=0

ωi ,j f (xj , yi )

系数

U = {u0, u1, · · · , um} = {1
3
,
4

3
,
2

3
,
4

3
, · · · , 2

3
,
4

3
,
1

3
}

V = {v0, v1, · · · , vn} = {1
3
,
4

3
,
2

3
,
4

3
, · · · , 2

3
,
4

3
,
1

3
}

ωi ,j = uivj

误差

−(b − a)(d − c)

180

(
h4

∂4

∂x4
f (ξ, η) + k4

∂4

∂y4
f (ξ̄, η̄)

)
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数值积分结点的选择

数值积分公式 ∫ b

a
f (x)dx ≈

n∑
i=0

Ai f (xi )

在一旦结点取定后，只要加上条件“对次数不超过n的多项式
精确成立”，那么组合系数就唯一确定

在Simpson法则中，虽然积分公式是利用“次数不超过2的多
项式精确成立”确定的，但最后却对三次多项式也确精成
立。因此自然的问题是：能否通过选择结点，使得积分公式
更好？
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数值积分结点的选择

1 是否存在所有组合系数都相等的积分公式？∫ b

a
f (x)dx ≈ c

n∑
i=0

f (xi )

2 通过对n + 1个结点的选取，使得积分公式对尽可能高的多
项式精确成立? 目标是对“次数不超过2n+1的多项式精确成
立”
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Tchebyshev积分公式

在数值积分公式中，如果所有的组合系数是相同的，那么可
以大大减少计算的乘法次数。这称为Tchebyshev积分公
式(Tchebyshev’s quadrature formulas)

为了简单起见，通常的积分区间取为[−1, 1]∫ 1

−1
f (x)dx ≈ 2

n + 1

n∑
i=0

f (xi )

只有当n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8时才存在这样的积分公式

当n = 0, 1, 2, 3, 4时，结点可以解析写出，其它情形只有数
值解

徐岩 数值分析



解析结点

n = 0, x0 = 0

n = 1, x0 = −
√
3
3 ≈ −0.57735, x1 =

√
3
3

n = 2, x0 = −
√
2
2 ≈ −0.707107, x1 = 0, x2 =

√
2
2

n = 3, x0 = −
√√

5+2
3
√
5

≈ −0.794654,

x1 = −
√√

5−2
3
√
5

≈ −0.187592, x2 =
√√

5−2
3
√
5
, x3 =

√√
5+2
3
√
5

n = 4, x0 = −
√

5+
√
11

12 ≈ −0.832497,

x1 = −
√

5−
√
11

12 ≈ −0.374541, x2 = 0, x3 =

√
5−

√
11

12 ,

x4 =

√
5+

√
11

12

徐岩 数值分析



数值结点

n = 5, xi = ±0.2666354015,±0.4225186537,±0.8662468181

n = 6,
xi = 0,±0, 3239118105,±0.5296567752,±0.8838617007

n = 8, xi = 0,±0.167906,±0.528762,±0.601019,±0.911589
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例

在两点数值积分公式中，如果积分点也作为未知量，则有4个未
知量，可以列出4个方程：（以f (x)在[−1, 1]为例）

2 =

∫ 1

−1
dx = A0 + A1, 0 =

∫ 1

−1
xdx = A0x0 + A1x1

2

3
=

∫ 1

−1
x2dx = A0x

2
0 + A1x

2
1 , 0 =

∫ 1

−1
x3dx = A0x

3
0 + A1x

3
1

可解出

A0 = 1, A1 = 1, x0 = −
√
3

3
, x1 =

√
3

3

数值积分公式 ∫ 1

−1
f (x)dx = f (−

√
3

3
) + f (

√
3

3
)

徐岩 数值分析



Gauss积分

Theorem (Gauss积分定理)

设w是正的权函数，q是一个n + 1次非零多项式，并且与n次非
零多项式是关于w正交的，即对任意n次非零多项式p都有∫ b

a
q(x)p(x)w(x)dx = 0

若x0, x1, . . . , xn是q的零点，则下述积分公式对所有2n + 1次非零
多项式f精确成立：∫ b

a
f (x)w(x)dx ≈

n∑
i=0

Ai f (xi ), Ai =

∫ b

a
w(x)

n∏
j=0
j ̸=i

x − xj
xi − xj

dx
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证明

2n + 1次非零多项式f , 用q去除f , 得到商p和余式r , p, r 为n次非
零多项式，则有

f = qp + r ,

因此f (xi ) = r(xi ). 根据正交定义，以及积分公式对所有n次非零
多项式精确成立，可得∫ b

a
f (x)w(x)dx =

∫ b

a
rwdx =

n∑
i=0

Ai r(xi ) =
n∑

i=0

Ai f (xi )
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Gauss积分公式计算

对于给定的n，积分区间[a, b]和权函数w , 可以如下确定Gauss积
分公式:

采用正交多项式递推公式，计算出n + 1次关于w正交的多项
式，并且计算出它的零点

对于较大的n, 需要用数值方法求出所有的根

系数Ai可以采用待定系数法确定

在许多数学手册中给出了各种类型的积分公式结点以及系数
的表格，使用时可以直接查手册
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正交多项式的零点

在Gauss积分定理中需要n + 1次多项式q的根都落在区
间[a, b]内，并且都是单根。

Theorem (符号变化次数定理)

设w是C [a, b]中正的权函数，并且f是C [a, b]中与Πn关于w正交的
非零元，那么f在[a, b]上至少变号n + 1次

证明：由于1 ∈ Πn, 所以
∫ b
a f (x)w(x)dx = 0, 从而f至少变号

一次。假设f在[a, b]上变号r次，r ⩽ n, 并且变号点ti满足

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tr < tr+1 = b

则多项式p(x) = (x − t1) · · · (x − tr ) ∈ Πn与f在每个区

间[ti , ti+1]上恒同号或恒反号，从而
∫ b
a f (x)p(x)w(x)dx ̸= 0,

与正交性矛盾。
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Legendre多项式

n次多项式

Ln(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

称为Legendre多项式, {Ln(x)}为[−1, 1]上的正交多项式系，即

(Ln(x), Lm(x)) =

∫ 1

−1
Ln(x)Lm(x)dx = 0, m ̸= n

性质

Ln(x)在(−1, 1)上有n个相异的实根

Ln(x)在[−1, 1]上正交于任何一个不高于n − 1次的多项式，
即若P(x)为一个不高于n − 1次的多项式，则

(Ln(x),P(x)) =

∫ 1

−1
Ln(x)P(x)dx = 0
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Legendre多项式

p0(x) = 1

p1(x) = x

p2(x) =
3

2
x2 − 1

2

p3(x) =
5

2
x3 − 3

2
x

p4(x) =
35

8
x4 − 15

4
x2 +

3

8

p5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)
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例

Gauss原创性工作的情形：w(x) = 1, [a, b] = [−1, 1]

n = 1: ∫ 1

−1
f (x)dx ≈ f (−1/

√
3) + f (1/

√
3)

xi = ±1/
√
3为二次Legendre多项式p2(x) =

1
2(3x

2− 1)的零点

n = 4:∫ 1

−1
f (x)dx ≈ A0f (x0)+A1f (x1)+A2f (x2)+A3f (x3)+A4f (x4)

其中xi为五次Legendre多项式

p5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)

的零点
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Gauss积分的理论分析

Lemma

在Gauss积分公式中，组合系数为正数，而且它们的和
是
∫ b
a w(x)dx

证明：对于给定的n, Gauss积分公式中的结点是n + 1次多项
式q的零点，其中q关于w与n次非零多项式正交。对于固定的j ,
令p = q/(x − xj), 则deg p2 ⩽ 2n, 所以积分公式对它精确成立，
即

0 <

∫ b

a
p2(x)w(x)dx =

n∑
i=0

Aip
2(xi ) = Ajp

2(xj)

因此可得Aj > 0. 由于积分公式对于f (x) ≡ 1精确成立，所以∫ b

a
w(x)dx =

n∑
i=0

Ai
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收敛性定理

Theorem

若f在[a, b]上连续，则当n → ∞时近似积分公式∫ b

a
f (x)w(x)dx ≈

n∑
i=0

An,i f (xn,i ), n ⩾ 0

收敛于积分

证明：根据Weierstrass定理，对于任意ε > 0, 存在多项式p满
足|f (x)− p(x)| < ε, x ∈ [a, b]. 对于任一整数n, 2n > deg p,
则n次Gauss积分公式对于p精确成立，从而有(接下页)
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∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)w(x)dx −

n∑
i=0

An,i f (xn,i )

∣∣∣∣∣
⩽

∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)w(x)dx −

∫ b

a
p(x)w(x)dx

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

An,ip(xn,i )−
n∑

i=0

An,i f (xn,i )

∣∣∣∣∣
⩽
∫ b

a
|f (x)− p(x)|w(x)dx +

n∑
i=0

An,i |p(xn,i )− f (xn,i )|

⩽ε

∫ b

a
w(x)dx + ε

n∑
i=0

An,i = 2ε

∫ b

a
w(x)dx
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带误差项的Gauss积分定理

Theorem

考虑带误差项的Gauss积分公式：∫ b

a
f (x)w(x)dx =

n−1∑
i=0

Ai f (xi ) + E

若f ∈ C 2n[a, b], 则有

E =
f (2n)(ξ)

(2n)!

∫ b

a
q2(x)w(x)dx

其中ξ ∈ (a, b), q(x) = (x − x0) · · · (x − xn−1)

证明：应用Hermite插值，存在次数不超过2n − 1的多项式p, 满
足

p(xi ) = f (xi ), p
′(xi ) = f ′(xi ), i = 0, 1, . . . , n − 1
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这个插值的误差公式为

f (x)− p(x) =
1

(2n)!
f (2n)(ζ(x))q2(x)

因此 ∫ b

a
f (x)w(x)dx −

∫ b

a
p(x)w(x)dx

=
1

(2n)!

∫ b

a
f (2n)(ζ(x))q2(x)w(x)dx

=
f (2n)(ξ)

(2n)!

∫ b

a
q2(x)w(x)dx

再根据p的次数不超过2n − 1即可得所需要的有误差项的积分公
式
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Gauss积分的应用：无界积分区间情形的积分

假设考虑的区间为[0,+∞)

为了计算积分 ∫ ∞

0
f (x)dx

引入权因子e−x , 把积分变形为∫ ∞

0
φ(x)e−xdx

从而我们考虑在[0,+∞)上的关于权e−x正交的多项式，以它
们的零点应用Gauss积分公式
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Laguerre多项式

即在[0,+∞)上的关于权e−x正交的多项式

其定义为

Ln(x) = ex
dn

dxn
(e−xxn) n ⩾ 0

满足递推关系：

Ln+1(x) = (2n + 1− x)Ln(x)− n2Ln−1(x), n ⩾ 0

L−1 = 0, L0 = 1
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(−∞,+∞)上的积分与Hermite多项式

如果考虑(−∞,+∞)上的积分，那么引入权因子e−x2

在(−∞,+∞)上关于e−x2正交的多项式称为Hermite多项式
1 定义：

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2

, n ⩾ 0

2 递推关系：

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), n ⩾ 0

H−1 = 0, H0 = 1

徐岩 数值分析



Gauss型求积公式

Gauss-Legendre求积公式
区间[−1, 1]上权函数w(x) = 1的Gauss型求积公式,称
为Gauss-Legendre求积公式,其Gauss点为Legendre多项式的零
点.

Gauss-Laguerre求积公式
区间[0,+∞)上的权函数为w(x) = e−x的Gauss型求积公
式,称为Gauss-Laguerre求积公式, 其Gauss点为Laguerre多项
式的零点.

Gauss-Hermite求积公式
区间(−∞,+∞)上的权函数为w(x) = e−x2的Gauss型求积公
式,称为Gauss-Hermite求积公式, 其Gauss点为Hermite多项式
的零点.
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上机作业

利用复化梯形积分公式和复化3点Gauss积分公式计算积分的
通用程序计算下列积分

I1(f ) =

∫ 1

0
e−x2dx , I2(f ) =

∫ 4

0

1

1 + x2
dx ,

I3(f ) =

∫ 2π

0

1

2 + cos(x)
dx

取节点xi , i = 0, · · · ,N, N为2k , k = 1, · · · , 7,给出如下的误差
表格,其中阶为 ln(Errorold/Errornow )

ln(Nnow/Nold )
.

I1(f ) I2(f ) I3(f )

N 误差 阶 误差 阶 误差 阶

2
4
8
16

简单分析你得到的数据
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递推梯形法则

用Tn(f )表示在长度为h = (b − a)/n的n个子区间上积

分I =
∫ b
a f (x)dx的复化梯形法则. 对于区间[a, b] = [0, 1],

T1(f ) =
1

2
f (0) +

1

2
f (1)

T2(f ) =
1

4
f (0) +

1

2
f
(1
2

)
+

1

4
f (1)

T4(f ) =
1

8
f (0) +

1

4

[
f
(1
4

)
+ f

(1
2

)
+ f

(3
4

)]
+

1

8
f (1)

T8(f ) =
1

16
f (0) +

1

8

[
f
(1
8

)
+ f

(1
4

)
+ f

(3
8

)
+ f

(1
2

)
+ f

(5
8

)
+ f

(3
4

)
+ f

(7
8

)]
+

1

16
f (1)
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为了计算T (2n)，可以利用T (n)计算中已有的结果，从而只
需要计算那些出现在T (2n)，没有出现在T (n)中的项。

T2(f ) =
1

2
T1(f ) +

1

2
f
(1
2

)
T4(f ) =

1

2
T2(f ) +

1

4

[
f
(1
4

)
+ f

(3
4

)]
T8(f ) =

1

2
T4(f ) +

1

8

[
f
(1
8

)
+ f

(3
8

)
+ f

(5
8

)
+ f

(7
8

)]
令h = b−a

2n , 则在一般区间[a, b]上的一般公式为

T2n(f ) =
1

2
Tn(f ) + h[f (a+ h) + f (a+ 3h) + · · ·+ f (a+ (2n − 1)h)]

=
1

2
Tn(f ) + h

n∑
i=1

f (a+ (2i − 1)h)
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积分的自适应计算

函数变化有急有缓，为了照顾变化剧烈部分的误差，我们需
要加密格点。

对于变化缓慢的部分，加密格点会造成计算的浪费。

以此我们介绍一种算法，可以自动在变化剧烈的地方加密格
点计算，而变化缓慢的地方，则取稀疏的格点。
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事后误差估计

复化梯形公式

I (f )− Tn(f ) = −b − a

12
h2f ′′(ξ), n等分区间

I (f )− T2n(f ) = −b − a

12
(
h

2
)2f ′′(η), 2n等分区间

近似有：f ′′(η) ≈ f ′′(ξ)

从而得到

I (f )− T2n(f ) ≈
1

3
(T2n(f )− Tn(f ))

误差可以用2组复化梯形公式的差来估计
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外推

由前面的事后误差估计式

I (f )− T2n(f ) ≈
1

3
(T2n(f )− Tn(f )),

则

I (f ) ≈ T2n(f ) +
1

3
(T2n(f )− Tn(f )) = S2n(f ),

可以用低阶的公式组合后成为一个高阶的公式，截断误差
由O(h2)提高到O(h4)。这种手段称为外推算法。
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外推

记I (h)为以步长为h的数值积分公式，有

I (f )− I (h) = chm + O(hm+1),

I (f )− I (
h

2
) = c(

h

2
)m + O((

h

2
)m+1),

I (f )− I (
h

2
) ≈

I (h2 )− I (h)

2m − 1
,

I (f ) ≈ I (
h

2
) +

I (h2 )− I (h)

2m − 1
.
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外推

基于Euler-Maclaurin公式，可以建立起新的积分外推公式。

Euler-Maclaurin公式: 对于f ∈ C 2m[0, 1],∫ 1

0
f (t)dt =

1

2
[f (0) + f (1)] +

m−1∑
k=1

A2k [f
(2k−1)(0)− f (2k−1)(1)]

− A2mf
(2m)(ξ0)

其中ξ0 ∈ (0, 1), k!Ak称为Bernoulli常数，由下式定义:

x

ex − 1
=

∞∑
k=0

Akx
k
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进行变量代换，Euler-Maclaurin公式变为∫ xi+1

xi

f (x)dx =
h

2
[f (xi ) + f (xi+1)]

+
m−1∑
k=1

A2kh
2k [f (2k−1)(xi )− f (2k−1)(xi+1)]

− A2mh
2m+1f (2m)(ξi )

令xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . , 2n, h = (b − a)/2n, 进行求和：∫ b

a
f (x)dx =

h

2

2n−1∑
i=0

[f (xi ) + f (xi+1)]

+
m−1∑
k=1

A2kh
2k [f (2k−1)(a)− f (2k−1)(b)]

− A2m(b − a)h2mf (2m)(ξ)
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从而有

I = T (2n)+ c2h
2+ c4h

4+ · · ·+ c2m−2h
2m−2+ c2mh

2mf (2m)(ξ)

这样我们可以应用Richardson外推技术，得到公式：

Euler-Maclaurin定理

若I (f ) = I (m)(h) + O(h2m)为2m阶公式，则

I (m+1)(
h

2
) = I (m)(

h

2
) +

I (m)(h2 )− I (m)(h)

22m − 1
+ O(h2m+2)

Romberg 积分就是不断地用如上定理组合低阶公式为高阶
公式，进而计算积分

R(n, 0) = T2n(f )

R(n,m) = R(n,m − 1) +
1

4m − 1
[R(n,m − 1)− R(n − 1,m − 1)]
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Romberg算法

对一个适当的M, 按如下公式计算R(i , j), i = 0, 1, . . . ,M,
j = 0, 1, . . . ,M:

R(0, 0) =
1

2
(b − a)[f (a) + f (b)]

R(n, 0) =
1

2
R(n − 1, 0) + hn

2n−1∑
i=1

f (a+ (2i − 1)hn)

R(n,m) = R(n,m − 1) +
1

4m − 1
[R(n,m − 1)− R(n − 1,m − 1)]

其中h0 = b − a, hn = hn−1/2

在精致的算法中，应当选取适度的M, 并且加上一个自动终
止程序，当达到指定的误差标准时停止计算
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Romberg阵列

R(0, 0)
R(1, 0) R(1, 1)
R(2, 0) R(2, 1) R(2, 2)
R(3, 0) R(3, 1) R(3, 2) R(3, 3)
R(4, 0) R(4, 1) R(4, 2) R(4, 3) R(4, 4)

...
...

...
...

...
. . .

R(M, 0) R(M, 1) R(M, 2) R(M, 3) R(M, 4) · · · R(M,M)
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收敛性定理

在Romberg算法中，为了应用Euler-Maclaurin公式，我们需
要f ∈ C 2m[a, b], 从而R(n,m)收敛于f的积分，并且误差
为O(h2m)

如果f只是连续，我们有下面的定理

Theorem

若f ∈ C [a, b], 则Romberg阵列中每一列都收敛于f的积分，即对
每个m,

lim
n→∞

R(n,m) =

∫ b

a
f (x)dx := I
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证明

采用归纳法。对于第一列，它是积分I的梯形估计。而具有k个子
区间的梯形法则可以写成

1

2
h
k−1∑
i=0

f (a+ ih) +
1

2
h

k∑
i=1

f (a+ ih)

这是两个Riemann和的平均。由于h = (b − a)/k , 所以
当k → ∞时子区间的长度趋向于零。从而根据Riemann积分理
论，两个Riemann和都趋向于I , 从而它们的平均值也趋向于I . 这
就证明了

lim
n→∞

R(n, 0) = I

假设对于m − 1结论成立，则由于

R(n,m) = R(n,m − 1) +
1

4m − 1
[R(n,m − 1)− R(n − 1,m − 1)]

所以

lim
n→∞

R(n,m) =
4m

4m − 1
I − 1

4m − 1
I = I
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Bernoulli多项式

Bernoulli多项式是由下列等式定义

n∑
k=0

(
n + 1
k

)
Bk(t) = (n + 1)tn

最初的几个Bernoulli多项式是

B0(t) = 1

B1(t) = t − 1

2

B2(t) = t2 − t +
1

6

B3(t) = t3 − 3

2
t2 +

1

2
t
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Bernoulli多项式性质

1 B ′n = nBn−1, (n > 1).

2 Bn(t + 1)− Bn(t) = ntn−1, (n > 2).

3 Bn(t) =
n∑

k=0

(
n
k

)
Bk(0)t

n−k .

4 Bn(1− t) = (−1)nBn(t).
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Bernoulli多项式引理

Theorem

函数G (t) = B2n(t)− B2n(0)在开区间(0, 1)中没有零点。

证明：有性质2和4，令t = 0得到

Bn(0) = Bn(1) = (−1)nBn(0)

从而有B3(0) = B5(0) = B7(0) = · · · = 0.
反证法。假设G (t)在开区间(0, 1)中有一个零点。
由G (0) = G (1) = 0,由Rolle中值定理知G ′(t)在(0,1)中有2个零点.
∵ G ′(t) = B ′2n(t) = 2nB2n−1(t), =⇒ B2n−1(t)在(0,1)中有2个零
点.
又∵ B2n−1(0) = B2n−1(1) = 0,
=⇒ B ′2n−1(t) = (2n − 1)B2n−2(t)在(0,1)中有3个零点.
由此可知,对所有奇数指标k < 2n, Bk在(0,1)中至少有2个零点.
因此, B3除0,1两个零点外,在(0,1)中还有2个零点. 而B3为三次多
项式, 这显然是不可能的.
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Euler-Maclaurin公式

Theorem

对于f ∈ C 2m[0, 1],∫ 1

0
f (t)dt =

1

2
[f (0) + f (1)] +

m−1∑
k=1

b2k
(2k)!

[f (2k−1)(0)− f (2k−1)(1)] + R

其中

bk = Bk(0)

R = − b2m
(2m)!

f (2m)(ξ), (0 < ξ < 1).
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线性泛函

线性空间上的一个线性泛函是指由线性空间到数域(一般
为R)的一个线性映射

若线性空间为C [a, b], 常用的两种线性泛函为
1 定积分泛函：

ϕ(f ) =

∫ b

a

f (x)dx

2 在数值计算中最基本的泛函是如下的点赋值泛函：取
定x ∈ [a, b],

x̂(f ) = f (x)

定义了线性泛函x̂ . 利用点泛函的线性组合，得到

ψ =
n∑

i=0

ci x̂i , 即ψ(f ) =
n∑

i=0

ci f (xi )

点泛函的线性组合是数值计算中可直接计算泛函中最一般的
类型，其它泛函要用这样的ψ进行逼近
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逼近泛函

1940年到1970年间，Arthur Sard发展了逼近泛函的相关理
论，而且最终与自然样条有着有趣的联系

被逼近泛函的定义如下：

ϕ(f ) =
N∑
i=0

{∫ b

a
αi (x)f (i)(x)dx +

n∑
j=1

βij f
(i)(zij)

}

其中zij ∈ [a, b], αi (x)在[a, b]上分段连续, f ∈ CN [a, b]
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Peano核

上页定义的线性泛函的m阶Peano核是如下函数：

Km(t) =
1

m!
ϕx [(x − t)m+]

其中m > N, ϕx表示泛函作用到关于x的函数上，xm+就是截
断幂函数

xm+ =

{
xm x > 0

0 x < 0

如果对任意f ∈W , ϕ(f ) = 0, 则称泛函ϕ零化空间W
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例

考虑如下定义的泛函：

ϕ(f ) =

∫ π

0
f ′(x) cos x dx

这是前面一般形式泛函在N = 1, α1(x) = cos x , n = 0时的情形。
确定ϕ的Peano核K1

d

dx
(x − t)m+ = m(x − t)m−1+ , m > 1

对于本题，

K1(t) = ϕx [(x − t)1+] =

∫ π

0
(cos x)

d

dx
(x − t)+dx

=

∫ π

0
(cos x)(x − t)0+dx

=

∫ π

t
cos x dx = sin t
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Peano核定理

Theorem

若前面定义的一般泛函ϕ零化Πm, 则对所有的f ∈ Cm+1[a, b],

ϕ(f ) =

∫ b

a
Km(t)f (m+1)(t)dt

其中m > N

证明：带积分余项的Taylor展开定理为

f (x) =
m∑

k=0

1

k!
f (k)(a)(x − a)k + r(x),

r(x) =
1

m!

∫ x

a
f (m+1)(t)(x − t)mdt
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由于ϕ零化Πm, 所以ϕ(f ) = ϕ(r). 而r可以重写为

r(x) =
1

m!

∫ b

a
f (m+1)(t)(x − t)m+dt

因此

ϕ(r) =
1

m!

∫ b

a
f (m+1)(t)ϕx [(x − t)m+]dt

注意把ϕx移到积分号内，需要用到积分交换顺序以及积分与求
导交换顺序等微积分定理, 所定义的ϕ是满足这些条件的
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例

Sard在1963年给出的例：求出如下定义泛函ϕ

ϕ(f ) =

∫ 1

0
f (x)x−1/2dx

的形式为ψ(f ) = c1f (0) + c2f (1)的逼近，它对于Π1精确成立。给
出逼近误差。

我们要求ϕ− ψ零化Π1, 因此可以用待定系数法确定系数：

ϕ(1)− ψ(1) =

∫ 1

0
x−1/2dx − (c1 + c2) = 2− c1 − c2 = 0

ϕ(x)− ψ(x) =

∫ 1

0

√
xdx − c2 =

2

3
− c2 = 0

因此c1 = 4
3 , c2 = 2

3
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泛函ϕ− ψ的Peano核K1为

(ϕx − ψx)(x − t)1+ =

∫ 1

0
(x − t)+x

−1/2dx − 4

3
(0− t)+ −

2

3
(1− t)+

=

∫ 1

t
(x − t)x−1/2dx − 2

3
(1− t)

=
4

3
t(
√
t − 1)

因此根据Peano核定理：∫ 1

0
f (x)x−1/2dx −

[
4

3
f (0) +

2

3
f (1)

]
=

∫ 1

0

4

3
t(
√
t−1)f ′′(t)dt

当f ∈ C 2[0, 1]时，这里等号右边项即为误差。进一步应用积
分中值定理：∫ 1

0

4

3
t(
√
t−1)f ′′(t)dt = f ′′(ξ)

∫ 1

0

4

3
t(
√
t−1)dt = − 2

15
f ′′(ξ)
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Sard意义下的最佳逼近

如果ϕ和ψ是在Πm上相同的两个泛函，那么根
据Cauchy-Scharwz不等式

|ϕ(f )− ψ(f )| 6
∥∥Km

∥∥
2

∥∥f (m+1)
∥∥
2

在前面示例中，如果ψ的系数不能完全由ϕ− ψ零化Πm得
到，那么通过极小化

∥∥Km

∥∥2
2

=
∫ b
a [Km(t)]2dt来选取这些参

数，由此得到的泛函称为Sard意义下ϕ的一个最佳逼近

Schoenberg发现可以用自然样条得到这种最佳逼近
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Sard逼近的Schoenberg定理

Theorem

设ϕ为如前定义的一般线性泛函。给定结
点a = t0 < t1 < · · · < tn = b, n > N. 在所有形如

∑n
i=0 ci t̂i , 并且

在Πm上与ϕ相同的泛函中，Sard意义下ϕ的最佳逼近是ϕ ◦ L, 其
中L(f )是在给定结点上插值f的2m + 1次自然样条

证明：令

ψ =
n∑

i=0

ci t̂i

并且假设对任意p ∈ Πm, ψ(p) = ϕ(p), 即ϕ− ψ零化Πm。
记Km为ϕ− ψ的Peano核。
如果f是给定结点上的2m + 1次自然样条，那么Lf = f . 而次
数6 m的多项式也是自然样条，因此对p ∈ Πm, Lp = p. 所
以ϕ− ϕ ◦ L也零化Πm. 我们的目标就是证明ψ = ϕ ◦ L.
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设Km为ϕ− ϕ ◦ L的Peano核，那么下面证明∫ b

a

[
Km(t)

]2
dx 6

∫ b

a
[Km(t)]2dt

就可以完成证明。
泛函θ = ϕ ◦ L− ψ = (ϕ− ψ)− (ϕ− ϕ ◦ L)的Peano核

为Km = Km − Km, 它具有形式

Km(t) =
1

m!
θx [(x − t)m+]

如果我们能证明〈Km,Km〉 = 0, 那么就可以得到所需要的结论。

实际上，为此首先证明满足g (m+1) = Km的函数g是自然样条，
所以Lg = g , 从而∫ b

a
KmKmdt =

∫ b

a
Kmg

(m+1)dt = (ϕ− ϕ ◦ L)(g) = 0
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证明最后的关键点：g是自然样条

设s0, s1, . . . , sn是自然样条空间的一组插值基函数，即满
足si (tj) = δij , 那么L具有形式

Lf =
n∑

i=0

f (ti )si

因此可得θ的形式为

θ(f ) = ϕ(Lf )−ψ(f ) =
n∑

i=0

f (ti )ϕ(si )−
n∑

i=0

ci f (ti ) =
n∑

i=0

γi f (ti )

所以Km的形式为

Km(t) =
1

m!

n∑
i=0

γi (ti − t)m+
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令函数g满足g (m+1) = Km, 则可证g为2m + 1次自然样条

1 g为2m + 1次样条：来自于Km为m次样条
2 t > b时g (m+1)(t) = 0, 这是由于Km(t) = 0, t > b
3 t 6 a时g (m+1)(t) = 0，因为此时

Km(t) =
1

m!
θx [(x − t)m]

而θ零化Πm, 所以有此结论
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例

ϕ(f ) =

∫ 1

−1
f (x)dx

ψ(f ) = c1f (−1) + c2f (0) + c3f (1)

两者在Π1上一致，ψ为ϕ在Sard意义下的最佳逼近，确定ψ的形式

此时L的形式为

(Lf )(x) = a0 + a1x + b0(x + 1)3+ + b1(x)3+ + b2(x − 1)3+

其中

a0 =
1

4
[−f (−1) + 6f (0)− f (1)]

a1 =
1

4
[−5f (−1) + 6f (0)− f (1)]

b0 = b2 = −b1/2 =
1

4
[f (−1)− 2f (0) + f (1)]
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因此最佳公式为

ψ(f ) = ϕ(Lf ) =

∫ 1

−1
(Lf )(x)dx

= 2a0 + 4b0 +
1

4
b1

=
3

8
f (−1) +

5

4
f (0) +

3

8
f (1)
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微分方程

微分方程是研究自然科学和社会科学中的事物、物体和现象
运动、演化和变化规律的最为基本的数学理论和方法。

物理、化学、生物、工程、航空航天、医学、经济和金融领
域中的许多原理和规律都可以描述成适当的常微分方程，如
牛顿的运动定律、万有引力定律、机械能守恒定律，能量守
恒定律、人口发展规律、生态种群竞争、疾病传染、遗传基
因变异、股票的涨伏趋势、利率的浮动、市场均衡价格的变
化等，对这些规律的描述、认识和分析就归结为对相应的常
微分方程描述的数学模型的研究。

因此，微分方程的理论和方法不仅广泛应用于自然科学，而
且越来越多的应用于社会科学的各个领域。

一般情况下，这些微分方程都需要用数值方法去求解。
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初值问题

如下方程称为初值问题：{
y ′ = f (x , y)
y(x0) = y0

其中y是x的未知函数

例： {
y ′ = y tan(x + 3)
y(−3) = 1

要在一个包含初始点x0 = −3的区间上确定y(x). 这个方程
的解析解是y(x) = sec(x + 3). 由于sec x在x = ±π/2时变成
无穷，因此解仅对−π/2 < x + 3 < π/2成立

例子说明：对于初值问题，如果f (x , y)只在(x0, y0)的一个邻
域内连续，那么解的存在区域肯定局限在这个邻域内。但
是，即使f (x , y)是处处连续的，那么解的存在区域也可能是
有限的.
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存在性

例： {
y ′ = 1 + y2

y(0) = 0

1 直接性态分析: 解曲线从x = 0出发，斜率为1, 因
此y(x)在x = 0时递增，所以1 + y2也递增，所以我们可以期
望y(x)有一个垂直渐近线

2 实际上，方程的解析解为y(x) = tan x , 所以在x = π/2处出
现渐近线
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存在性定理

Theorem (初值问题的第一存在性定理)

若f在中心为(x0, y0)的矩形

R = {(x , y) : |x − x0| 6 α, |y − y0| 6 β}

内连续，则在|x − x0| 6 min(α, β/M)内初值问题有解y(x), 其
中M是|f (x , y)|在矩形R内的最大值
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例

讨论下述初值问题 {
y ′ = (x + sin y)2

y(0) = 3

解的存在区域

f (x , y) = (x + sin y)2, (x0, y0) = (0, 3)

在矩形
{(x , y) : |x − x0| 6 α, |y − y0| 6 β}

内f满足
|f (x , y)| 6 (α+ 1)2 := M

所以该问题的解在整个实轴上存在，因为可以通过选择足够
大的β, 使得min(α, β/M)为任意正数
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唯一性

在初值问题中，即使f为连续函数，那么也有可能出现多解
的情形

例： {
y ′ = y2/3

y(0) = 0

显然y(x) ≡ 0是这个问题的解，而y(x) = x3/27也是一个解

因此我们需要对f再多做一些假设

Theorem (初值问题解的唯一性定理)

若f (x , y)和∂f (x , y)/∂y在矩形

R = {(x , y) : |x − x0| 6 α, |y − y0| 6 β}

内连续，则初值问题在区间|x − x0| < min(α, β/M)内有唯一解
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第二存在性定理

Theorem (初值问题解的第二存在性定理)

若f在a 6 x 6 b, −∞ < y < +∞内连续并且满足不等式

|f (x , y1)− f (x , y2)| 6 L|y1 − y2| (1)

则初值问题在区间[a, b]上有唯一解

不等式(1)称为关于第二个变量的Lipschitz条件。对于单变量
函数，它简化为

|g(x1)− g(x2)| 6 L|x1 − x2|

这个条件比连续性更强，但它比可导弱些。因为可导肯定满
足Lipschitz条件
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例

证明函数

g(x) =
n∑

i=1

ai |x − wi |

满足Lipschitz条件

容易验证有下述不等式：

|g(x1)− g(x2)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ai |x1 − wi | −
n∑

i=1

ai |x2 − wi |

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ai
[
|x1 − wi | − |x2 − wi |

]∣∣∣∣∣
6

n∑
i=1

|ai |
∣∣∣|x1 − wi | − |x2 − wi |

∣∣∣
6

n∑
i=1

|ai | · |x1 − x2|
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求解目标

对于微分方程，很少能直接得到显式解，通常要采用数值方
法

常微分方程的解是一个函数，但是，计算机没有办法对函数
进行运算。

常微分方程的数值解并不是求函数的近似，而是求解函数在
某些节点的近似值。

通常要求构造下列形式的函数值表格：

x0 x1 x2 x3 · · · xm
y0 y1 y2 y3 · · · ym

其中yi是在xi的精确解y(xi )的近似计算值

因此常微分方程数值解的目标就是产生上面那样的表格
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例

考察初值问题 {
y ′ = f (x , y)
y(x0) = y0

我们对区间做等距分割：xi = hi , h = (b − a)/m. 设解函数在节
点的近似为{yi}，则

y ′|x=xi = f (x , y)|x=xi

由数值微分公式，我们有

yi+1 − yi
h

≈ f (xi , yi )

yi+1 = yi + hf (xi , yi )

可以看到，给出初值，就可以用上式求出所有的{yi}.
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数值离散方法

基本步骤如下：

对区间作分割：a = x0 < x1 < · · · < xn = b 求y(x)在xi的近
似值yi , 称为分割上的格点函数

由微分方程出发，建立求格点函数的差分方程。这个方程满
足：

解存在唯一
稳定，收敛
相容

解差分方程，求出格点函数
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数值离散方法

为了考察数值方法提供的数值解，是否有实用价值，需要知道如
下几个结论：

收敛性问题
步长充分小时，所得到的数值解能否逼近问题的真解

误差估计

稳定性问题
舍入误差，在以后各步的计算中，是否会无限制扩大
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Euler方法（向前差商公式）

做等距分割，利用数值微分代替导数项，建立差分方程。

形式为：
yn+1 = yn + hf (xn, yn)

显示格式：由yn直接算出yn+1

优点：不需要对f求导数

缺陷：为了得到满意的精度，需要较小的h

由于该方法只需要在存在性定理成立的基础上就可以采用，
因此具有理论上的重要意义
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误差

在微分方程数值解中会出现若干种类型的误差。一种分类方法如
下：

局部截断误差

局部舍入误差

整体截断误差

整体舍入误差

总误差
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Euler方法的收敛性

局部截断误差

在假设yi = y(xi )，即第i步计算是精确的前提下，考虑的截断误
差Ri = y(xi+1)− yi+1 称为局部截断误差

局部截断误差:

y(xn+1) = y(xn) + hf (xn, y(xn)) +
h2

2
y ′′(ξn)

hTn+1 =
h2

2
y ′′(ξn) = O(h2)

这个误差在逐步计算过程中会传播，积累。

这类误差出现在数值解的每一步

局部截断误差是所选用方法固有的，与舍入误差完全无关
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局部舍入误差

局部舍入误差是在每一步计算过程中由于计算机的有限精度
而引起的误差，它的值与计算机的字长有关(即与浮点机器
数尾数中的位数有关)

在向机器中输入数据时会发生舍入误差，算术运算后也会发
生舍入误差

通常的舍入模式是舍入到最接近数：选择实数左右两边较近
的那个机器数。在距离相同时，采用舍入到偶数

也可以采用其它的舍入模式：向零舍入(也称截断)，
向+∞舍入，向−∞舍入
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整体截断误差

许多局部截断误差的全体累积起构成整体截断误差

整体舍入误差是前面步骤中局部舍入误差的累积

总误差是整体截断误差和整体舍入误差的和

即使所有的计算都是精确的值，这个误差还是会出现
它与方法有关，而与执行计算的计算机无关
若局部截断误差是O(hp+1), 则整体截断误差必定是O(hp)

精度

若某算法的局部截断误差为O(hp+1)，则称该算法有p阶精度。
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整体截断误差(续)

|en+1| = |y(xn+1)− yn+1|
≤ |y(xn)− yn|+ h|f (xn, y(xn))− f (xn, yn)|+ h|Tn+1|
≤ |en|+ hL|y(xn)− yn|+ h|Tn+1|
≤ (1 + hL)|en|+ hT , T = max

j
|Tj |

≤ (1 + hL)((1 + hL)|en−1|+ hT ) + hT

≤ · · ·
≤ (1 + hL)n+1|e0|+ ((1 + hL)n + · · ·+ (1 + hL) + 1)hT

= (1 + hL)n+1|e0|+
1− (1 + hL)n+1

1− (1 + hL)
hT

≤ (1 + hL)n+1|e0|+
(1 + hL)n+1

hL
hT

≤ (1 + hL)n+1(|e0|+
T

L
)
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整体截断误差(续)

由(1 + x)n < enx ,

|en+1| ≤ e(n+1)hLT

L

且T = O(h),故有
en+1 = O(h)

478 11. Numerical Solution of Ordinary Differential Equations

[Hen62] for linear multistep methods, [But66], [MNS74] for a wider classes
of methods). It will be considered again in Section 11.5 for the analysis of
multistep methods.

We carry out in detail the convergence analysis in the case of the forward
Euler method, without resorting to the discrete Gronwall lemma. In the
first part of the proof we assume that any operation is performed in exact
arithmetic and that u0 = y0.
Denote by en+1 = yn+1 − un+1 the error at node tn+1 with n = 0, 1, . . .

and notice that

en+1 = (yn+1 − u∗
n+1) + (u∗

n+1 − un+1), (11.21)

where u∗
n+1 = yn + hf(tn, yn) is the solution obtained after one step of

the forward Euler method starting from the initial datum yn (see Figure
11.1). The first addendum in (11.21) accounts for the consistency error, the
second one for the cumulation of these errors. Then

yn+1 − u∗
n+1 = hτn+1(h), u∗

n+1 − un+1 = en + h [f(tn, yn) − f(tn, un)] .

y(x)

yn

un

tn tn+1

un+1

u∗
n+1

yn+1

hτn+1
en+1

FIGURE 11.1. Geometrical interpretation of the local and global truncation er-
rors at node tn+1 for the forward Euler method

As a consequence,

|en+1| ≤ h|τn+1(h)| + |en| + h|f(tn, yn) − f(tn, un)| ≤ hτ(h) + (1 + hL)|en|,

L being the Lipschitz constant of f . By recursion on n, we find

|en+1| ≤ [1 + (1 + hL) + . . .+ (1 + hL)n]hτ(h)

=
(1 + hL)n+1 − 1

L
τ(h) ≤ eL(tn+1−t0) − 1

L
τ(h).
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稳定性

误差在以后各步的计算中不会无限制扩大。

考虑简单情况：仅初值有误差，而其他计算步骤无误差。

设{zi}是初值有误差后的计算值，则
yn+1 = yn + hf (xn, yn)

zn+1 = zn + hf (xn, zn)

所以，我们有

|en+1| = |yn+1 − zn+1|
≤ |en|+ h|f (xn, yn)− f (xn, zn)|
≤ |en|+ hL|yn − zn|
= |en|(1 + hL)

≤ · · · ≤ |e0|(1 + hL)n+1

≤ |e0| exp((n + 1)hL)

向前差商公式关于初值是稳定的。当初始误差充分小，以后
各步的误差也充分小
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Euler方法（向后差商公式）

形式为：
yn+1 = yn + hf (xn+1, yn+1)

隐式格式：通常f (x , y)是关于yn+1的非线性方程，需要通过
迭代法求得yn+1

y
(0)
n+1 = yn + hf (xn, yn)

y
(k+1)
n+1 = yn + hf (xn+1, y

(k)
n+1), k = 0, 1, 2 · · ·

直到
|y (k+1)

n+1 − y
(k)
n+1| < ε
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Euler方法（中心差商公式）

形式为：
yn+1 = yn−1 + 2hf (xn, yn)

是多步，2阶格式，该格式不稳定
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基于数值积分的公式

对微分方程
dy

dx
= f (x , y)

做积分，则：

y(xn+1)− y(xn) =

∫ xn+1

xn

f (x , y)dx

y(xn+1) = y(xn) +

∫ xn+1

xn

f (x , y)dx

= y(xn) +

∫ xn+1

xn

y ′(x)dx
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矩形公式

用矩形积分公式近似计算
∫ xn+1

xn
y ′(x)dx .

取y ′(x) ≈ y ′(xn) = f (xn, y(xn))∫ xn+1

xn

y ′(x)dx ≈ (xn+1 − xn)y
′(xn) = hf (xn, y(xn))

即为向前Euler公式。

取y ′(x) ≈ y ′(xn+1) = f (xn+1, y(xn+1))∫ xn+1

xn

y ′(x)dx ≈ (xn+1 − xn)y
′(xn+1) = hf (xn+1, y(xn+1))

即为向后Euler公式。
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梯形公式

用梯形积分公式近似计算
∫ xn+1

xn
y ′(x)dx .∫ xn+1

xn

y ′(x)dx ≈ 1

2
(xn+1 − xn)(y

′(xn+1) + y ′(xn))

=
h

2
(f (xn, y(xn)) + f (xn+1, y(xn+1)))

得到梯形公式

y(xn+1) = y(xn) +
h

2
(f (xn, y(xn)) + f (xn+1, y(xn+1)))

局部截断误差: −h3

2 f
′′(ξ)

误差估计: en+1 = O(h2)
隐式方法，要用迭代法求解
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高精度格式-Taylor级数方法

方法的要点是y(x)的Taylor级数展开：

y(x + h) = y(x) + hy ′(x) +
h2

2!
y ′′(x) +

h3

3!
y ′′′(x) +

h4

4!
y (4)(x) + · · ·

因此对于固定的x和h, 为了计算出y(x + h)的值，我们只需要知
道在x点y(x)的各阶导数值

y ′(x) = f (x , y)

y ′′(x) = fx(x , y) + fy (x , y)y ′(x)

y ′′′(x) = · · ·

所以，可以构造格式

y(xn+1) = y(xn) + hf (xn, y(xn))

+
h2

2
(fx(xn, y(xn)) + fy (xn, y(xn))f (xn, y(xn))
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为了应用Taylor级数方法，我们需要假定f的各阶偏导数存在，
例如 {

y ′ = cos x − sin y + x2

y(−1) = 3

这些导数值可以从给定的微分方程和初值条件中得到：

y ′ = cos x − sin y + x2 (已知条件)

y ′′ = − sin x − y ′ cos y + 2x

y ′′′ = − cos x − y ′′ cos y + (y ′)2 sin y + 2

y (4) = sin x − y ′′′ cos y + 3y ′y ′′ sin y + (y ′)3 cos y

我们当然还可以继续下去。如果我们决定仅应用Taylor展开
中到h4之前的项，那么其它项共同构成方法的截断误差，所
对应的方法称为四阶方法
注意求导中要应用d sin y(x)/dx的链式法则
当然可以执行各种代换，使得右边不出现y的导数y ′, y ′′,
y ′′′, . . .。但如果是按上面给出的次序应用这些公式的话，就
不必进行这种代换
运行Mathematica程序ode taylor.nb
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局部截断误差的累加

在上面的算法的每一步中，因为不包含Taylor级数中涉
及h5, h6, . . .的项，所以局部截断误差是O(h5)

因此当h→ 0时，局部截断误差类似于Ch5。但我们并不知
道C是多大

不过此例中h = 0.01, 因此h5 = 10−10, 每一步中的误差粗略
地具有10−10的量级，因此几百步后这此小的误差累加起
来，可能不太会损坏精度

另外，在每一步中，y(xk)的估计值yk中已包含误差，进一
步地计算继续增加这些误差，因此在得到的数值解中，不要
盲目地采用所有的数字
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解的验证

因此我们需要给出一种方法，来确定最终解的有效数字到底
是多少？

在此例中我们有y200 = 6.42194. 以这个值作为同样方程的初
值，并且取h = −0.01, 重复前面的求解过程，得
到x = −1.0时解为3.00000, 它与原来的初值几乎相同，因此
我们可以认为原来的解具有六位精度
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误差的数值估计

在n阶方法中，Taylor级数展开到hn项，那么有如下的误差
估计

En =
1

(n + 1)!
hn+1y (n+1)(x + θh), 0 < θ < 1

因此可以用简单的有限差分逼近估计这个误差。例如，对上
前例，n = 4, h = 0.01, 那么

E4 ≈
1

5!
h5

y (4)(x + h)− y (4)(x)

h
=

h4

120
[y (4)(x + h)− y (4)(x)]
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Taylor级数方法

优点

方法概念简单，并且具有高精度的潜力。如果能很容易地得
到y(x)的20阶导数，则没有什么能阻止我们使用20阶的方
法。应用这样高的阶，同样的精度情形下可以采用较大的步
长，如h = 0.2. 穿过给定区间需要的步数变少，从而有可能
减小计算量

可以应用符号计算系统执行非数值类型的计算，从而把相当
复杂的表达式的微分和积分转换到这些系统中进行。这些系
统还可以把计算表达式转化为所需要的代码
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Taylor级数方法

缺点

依赖于给定的微分方程的反复求导，因此在解曲线经过
的x − y平面的区域内函数f (x , y)必须具有所需要的偏导
数。而这样的条件对于解的存在性是不必要的

需要对问题进行初步的分析工作。从而在这个步骤中造成的
误差可能被忽略而且始终不被发现

对于各阶求导必须单独编程，增加了编程的复杂性以及编程
错误出现的可能性，代码的可读性下降
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延迟型微分方程

在一些实际问题中有一类特殊类型的微分方程，称为延迟型
微分方程(delay differential equation)或具有延迟变量的微分
方程(differential equation with retarded argument)

人口模型以及混合问题通常具有这种特征，即y ′(x)的值
与y在x的前面值上的函数值有关

例如：
y ′(x) = f (y(x − 1))

若知道y在x − 1上值，微分方程就能够计算y ′(x)的值。为了
从x = 0开始积分微分方程，我们需要在x = −1开始
的y(x)的变化情况。因此必须提供y(x)在区间[−1, 0]上的值
作为初值：{

y ′(x) = y(x − 1) x > 0
y(x) = x2 −1 6 x 6 0
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上例中第二个等式给出所需要的y(x)的值。若x限定在区
间[0, 1]中，则x − 1在[−1, 0]中，因此{

y ′(x) = y(x − 1) = (x − 1)2 0 6 x 6 1
y(0) = 0

这是一个通常的ODE，通过积分可以得到解为

y(x) =
1

3
(x − 1)3 +

1

3
, 0 6 x 6 1

如果解被延拓到下一个区间[1, 2]上，则可以类似处理。此
时，对于x ∈ [1, 2], 我们有{

y ′(x) = y(x − 1) = 1
3(x − 2)3 + 1

3 1 6 x 6 2
y(1) = 1

3

也可以得到显式解。类似计算可以一直持续下去
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复杂情形

对于复杂的方程，如

y ′(x) = sin[y(x − 1)3] + log[y(x) + x5]

我们需要借助于数值方法在每一个区间上求解：Taylor级数
方法

例如，考虑{
y ′(x) = 2y(x − 1) + y(x) x > 0
y(x) = x3 −1 6 x 6 0
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为了在区间[0, 1]中求解，采用如下截断的Taylor展开：

y(x + h) = y(x) + hy ′(x) +
h2

2
y ′′(x) +

h3

6
y ′′′(x)

以步长h向前进行求解

我们需要提供下述导数表达式：

y ′(x) = 2y(x − 1) + y(x) = 2(x − 1)2 + y(x)

y ′′(x) = 2y ′(x − 1) + y ′(x) = 4(x − 2)2 + 2(x − 1)2 + y ′(x)

y ′′′(x) = 2y ′′(x − 1) + y ′′(x) = 8(x − 3)2 + 8(x − 2)2

+ 2(x − 1)2 + y ′′(x)

基于上述信息，可以得到[0, 1]中的离散点上y(x)的值。同时
为了在下一区间内使用，需要存放在这些离散点上的y ′(x),
y ′′(x)和y ′′′(x)的值。若不改变h的值，那么可以在每个区间
上应用适当的存储值类似处理
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Taylor级数方法的回顾

对于ODE数值解的Taylor级数方法，为了进行程序设计，需
要事先进行一些分析，确定求导的最高阶数

例如，若想对一般的ODE初值问题{
y ′ = f (x , y)
y(x0) = y0

应用四阶Taylor级数方法，那么就需要进行逐次微分，得
到y ′′, y ′′′和y (4)

Runge-Kutta方法也是采用了Taylor级数展开，但是它通过
对f (x , y)的恰当组合，避免了上述困难
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二阶Runge-Kutta方法

y(x + h)的Taylor级数展开：

y(x + h) = y(x) + hy ′(x) +
h2

2!
y ′′(x) +

h3

3!
y ′′′(x) + · · ·

根据微分方程，我们得到

y ′(x) = f

y ′′(x) = fx + fyy ′ = fx + fy f

y ′′′(x) = fxx + fxy f + (fx + fy f )fy + f (fyx + fyy f )

...

这里下标表示偏导数
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y(x + h)的Taylor展开到前三项，可以写为

y(x + h) = y + hf +
1

2
h2(fx + ffy ) +O(h3)

= y +
1

2
hf +

1

2
h[f + hfx + hffy ] +O(h3)

应用两变量函数的Taylor展开，可以消去前几项中的偏导
数。事实上，

f (x + h, y + hf ) = f + hfx + hffy +O(h2)

从而有

y(x + h) = y +
1

2
hf +

1

2
hf (x + h, y + hf ) +O(h3)
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Heun公式

从而步进求解的公式可以写为

y(x + h) = y(x) +
h

2
f (x , y) +

h

2
f (x + h, y + hf (x , y))

或等价地写为

y(x + h) = y(x) +
1

2
(F1 + F2)

其中
F1 = hf (x , y), F2 = hf (x + h, y + F1)

上述公式称为二阶Runge-Kutta方法,也称Heun公式
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二阶Runge-Kutta方法的一般化

一般来说，二阶Runge-Kutta公式具有形式

y(x + h) = y + w1hf + w2hf (x + αh, y + βhf ) +O(h3)

其中w1, w2, α和β是需要配置的参数

借助于两变量函数的Taylor展开，上式可改写为

y(x + h) = y + w1hf + w2h[f + αhfx + βhffy ] +O(h3)

因此结合y(x + h)真正的Taylor展开式

y(x + h) = y + hf +
1

2
h2(fx + ffy ) +O(h3)

可得对参数强加的条件：

w1 + w2 = 1,w2α = w2β =
1

2
=⇒ α = β =

1

2w2
=

1

2(1− w1)
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各种版本的二阶Runge-Kutta方法

w1 = w2 = 1/2, α = β = 1对应的就是Heun方法

w1 = 0, w2 = 1, α = β = 1/2对应的就是修正的Euler方法：

y(x + h) = y(x) + F2

其中

F1 = hf (x , y)

F2 = hf
(
x + h/2, y + F1/2

)
二阶以及其它阶的Runge-Kutta方法都具有一个显著特点，
那就是只需要计算f (x , y)在一些点的值，而不需要计
算fx , fy等导数的表达式以及取值
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四阶Runge-Kutta方法

推导高阶Runge-Kutta方法的过程是相当令人乏味的，但是
推导出来的结果一般是相当简明的

经典的四阶Runge-Kutta方法是

y(x + h) = y(x) +
1

6
(F1 + 2F2 + 2F3 + F4)

其中

F1 = hf (x , y)

F2 = hf
(
x + h/2, y + F1/2

)
F3 = hf

(
x + h/2, y + F2/2

)
F4 = hf

(
x + h, y + F3

)
这个方法被称为四阶方法，是因为它应用了Taylor展开中直
到四阶的所有项。误差为O(h5)
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例

下面给出一个例子，用以验证方法的有效性

在区间[1, 3]上，采用步长h = 1/128的四阶Runge-Kutta方法
求解下列初值问题： {

y ′ = xy−y2

x2

y(1) = 2

其精确解为
y(x) =

x

ln x + 1/2

结果“ode runge kutta 4.pdf”
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其它的低阶Runge-Kutta公式

Runge-Kutta方法的构造设想比较清晰，但是其中系数所满
足的非线性方程相当复杂，而求解这个非线性方程组更困
难。通常这组方程的解并不唯一，因此可以有几种不同的同
阶Runge-Kutta方法

高阶Runge-Kutta方法通常用于要求高精度的常微分方程数
值求解

常用的三阶Runge-Kutta方法有三个：
1 第一个：

y(x + h) = y(x) +
1

6
(F1 + 4F2 + F3)

其中

F1 = hf (x , y)

F2 = hf (x + h/2, y + F1/2)

F3 = hf (x + h, y − F1 + 2F2)
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(续)
2 第二个

y(x + h) = y(x) +
1

4
(F1 + 3F3)

其中

F1 = hf (x , y)

F2 = hf (x + h/3, y + F1/3)

F3 = hf (x + 2h/3, y + 2F2/3)

3 第三个

y(x + h) = y(x) +
1

9
(2F1 + 3F2 + 4F3)

其中

F1 = hf (x , y)

F2 = hf (x + h/2, y + F1/2)

F3 = hf (x + 3h/4, y + 3F2/4)
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其它的四阶Runge-Kutta公式

1

y(x + h) = y(x) +
1

8
(F1 + 3F2 + 3F3 + F4)

其中

F1 = hf (x , y)

F2 = hf (x + h/3, y + F1/3)

F3 = hf (x + 2h/3, y + F1/3 + F2)

F4 = hf (x + h, y + F1 − F2 + F3)
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2 第二个: Runge-Kutta-Gill方法

y(x + h) = y(x) +
1

6

(
F1 +

(
2−
√

2
)
F2 +

(
2 +
√

2
)
F3 + F4

)
其中

F1 = hf (x , y)

F2 = hf (x + h/2, y + F1/2)

F3 = hf
(

x + h/2, y +

√
2− 1

2
F1 +

(
1−
√

2/2
)
F2

)
F4 = hf

(
x + h, y −

√
2

2
F2 −

(
1 +
√

2/2
)
F3

)
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误差

在Runge-Kutta方法的第一步，y(x0 + h)的值是由算法计算
出来的。另一方面，存在一个我们不知道的正确
解y∗(x0 + h). 那么在该步中的局部截断误差是

y∗(x0 + h)− y(x0 + h)

Runge-Kutta方法的理论指出这个截断误差对小的h值具有类
似于Chn+1的性态，其中n是方法的阶，C是一个与h无关但
与x0和函数y∗有关的数
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局部截断误差的估计

以四阶Runge-Kutta方法为例。为估计Ch5, 我们假定
当x从x0变到x0 + h时C不变

设v是在x0 + h上的近似解的值，它是从x0出发取长度为h的
步长一步得到的；设u 是在x0 + h上的另一种数值近似解，
它是从x0出发取长度为h/2步长进行两步计算得到的。u, v都
是可计算的(computable).

从而有

y∗(x0 + h) = v + Ch5

y∗(x0 + h) = u + 2C (h/2)5

两式相减，得到

局部截断误差 = Ch5 =
u − v

1− 2−4
≈ u − v
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自适应策略

在Runge-Kutta方法的计算机实现中，为了保证近似的截断
误差处于特定的容限之下，我们可以通过计算|u − v |的值来
帮助判断

若|u − v |超出特定的容限，可以减小步长(通常减半)来改善
局部截断误差

另一方面，若局部截断误差远远小于特定的容限，那么可以
使步长加倍
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高阶Runge-Kutta方法的不足

同阶的Runge-Kutta方法会有不同的版本，因
此Runge-Kutta方法是一族方法

在各阶Runge-Kutta方法中，需要的函数求值数目相对于阶
数的增加要变得更迅速，如下表所示

函数求值数 1 2 3 4 5 6 7 8

Runge-Kutta方法的阶 1 2 3 4 4 5 6 6

因此高阶Runge-Kutta方法并不比经典的四阶Runge-Kutta方
法具有更大的吸引力
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Runge-Kutta-Fehlberg方法

为了尝试在Runge-Kutta方法中设计一个自动调整步长的方
法，Fehlberg仔细研究了一个具有五次函数求值的四阶方法
和一个具有六次函数求值的五阶方法，通过巧妙选取方法的
参数，得到了一个只需要六次函数求值的自适
应Runge-Kutta方法

方法的基本思路就是让四阶方法的五次函数求值包含在五阶
方法的六次函数求值中，从而把本来的11次函数求值减少为
只有六次。同时应用两种方法得到结果的差做为对局部截断
误差的估计
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RKF方法中的六次函数求值

六次函数求值：

F1 = hf (x , y)

F2 = hf (x + h/4, y + F1/4)

F3 = hf
(

x +
3

8
h, y +

3

32
F1 +

9

32
F2

)
F4 = hf

(
x +

12

13
h, y +

1932

2197
F1 −

7200

2197
F2 +

7296

2197
F3

)
F5 = hf

(
x + h, y +

439

216
F1 − 8F2 +

3680

513
F3 −

845

4104
F4

)
F6 = hf

(
x +

1

2
h, y − 8

27
F1 + 2F2 −

3544

2565
F3

+
1859

4104
F4 −

11

40
F5

)
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RKF方法中的四阶和五阶方法

五阶方法

y(x + h) = y(x) +
6∑

i=1

aiFi

= y(x) +
16

135
F1 +

6656

12825
F3 +

28561

56430
F4 −

9

50
F5 +

2

55
F6

注意其中F2项的系数为零

四阶方法

ȳ(x + h) = y(x) +
6∑

i=1

biFi

= y(x) +
25

216
F1 +

1408

2565
F3 +

2197

4104
F4 −

1

5
F5

注意其中F2和F6项的系数为零
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RKF45 vs RKF54

如果以四阶方法计算的结果作为最终结果，那么称
为RKF45方法

反之，如果以五阶方法计算的结果作为最终结果，那么称
为RKF54方法

一般认为RKF54方法较好，但也存在精度被减少的情形，因
此两种方法孰优孰劣，没有定论
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自适应步长选择的策略

假设要构造一个自适应算法，试图使局部截断误差e的值限定在
预先给定的容限δ之内

第一种策略：假设y(x)− ȳ(x)估计的局部截断误差为Ch5。
当加倍步长导致C (2h)5 < δ/4时，对步长进行加倍是合理
的。因此当局部截断误差小于δ/128时，对步长进行加倍。
另一方面，按自然的方法对步长进行减半，即一旦误差大
于δ，就对步长进行减半

第二种策略：在每一步计算后，采用如下通用公式确定下一
步的步长：

h← 0.9h

(
δ

|e|

) 1
1+p

其中p是一对Runge-Kutta方法中第一个公式的阶。这个公式
既可能增加步长，也可能减小步长
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RKF方法的推广

由一对阶分别为p和q的Runge-Kutta方法构成，其中两者共
享高阶方法的函数求值，这种方法称为嵌入
式Runge-Kutta方法(embedded Runge-Kutta procedures). 一
般采用q = p + 1

通常是用来求解非刚性初值问题的有效方法

现在已推导出了大量带有复杂系数的高阶Runge-Kutta方法

除非采用的是自适应格式，经典的四阶Runge-Kutta方法仍
是最常用的
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程序作业

应用RKF45或RKF54方法，设计实现自适应方法，求解如下
常微分方程初值问题：{

y ′ = eyx + cos(y − x),
y(1) = 3

初值步长取为h = 0.01. 在自适应方法中步长的选取采用第
二种策略。

在解溢出前终止。

程序的输出：
1 解的范围: [1, ?]
2 提示输入一个介于上述范围的值，应用简单的两点线性插值
计算出对应的函数值。
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单步法与多步法

前面几节中给出的求解初值问题的Taylor级数方法
和Runge-Kutta方法具有一个共同特点，那就是解从x前进
到x + h时，新计算出来的函数值只与x时刻的函数值有关，
因此称为单单单步步步法法法。

即若x0, x1, . . ., xi是沿x轴的点，那么yi+1(即y(xi+1)的
近似值)仅与yi有关，而与yi−1, yi−2, . . ., y0的信息无关

如果在每一步利用解的某些先前的值，则可以设计出更有效
的方法，这些方法称为多多多步步步法法法。
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多步法的基本原理

我们的目标是数值求解下列初值问题：{
y ′ = f (x , y)
y(x0) = y0

若真解为y(x), 那么对上述方程的积分可以得到∫ xn+1

xn

y ′(x)dx = y(xn+1)− y(xn)

前提条件：在某时刻，已经得到了x轴上点x0, x1, . . ., xn (可
以是不等距的)处的函数值。
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基于数值积分的构造法

在xn+1处函数值的公式为

y(xn+1) = y(xn) +

∫ xn+1

xn

f (x , y(x))dx

右边的积分可以用数值积分格式逼近，结果是一个逐步生成
近似解的公式

注意：这里的数值积分格式与前一章中的有些不同

1 前一章的格式：为了计算[a, b]上的积分，积分节点一般
取在[a, b]内

2 这里为了计算[xn, xn+1]上面的积分，积分节点是前面的
点xn, xn−1, · · · , xn−q，在[xn, xn+1]外
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基于数值积分的构造法

若积分
∫ xn+1

xn−p
y ′(x)dx用节点xn, xn−1, · · · , xn−q作为积分点，

则得到显格式，q + 1阶r + 1步格式。r = max(p, q)∫ xn+1

xn

y ′(x)dx ≈ h(a0y
′(xn) + a1y

′(xn−1) + · · ·+ aqy
′(xn−q)

利用y ′(xn) = f (xn, y(xn))，有

y(xn+1) = y(xn−p) + h

q∑
j=0

aj f (xn−j , y(xn−j))

积分系数

haj =

∫ xn+1

xn−p

lj(x)dx

局部截断误差 ∫ xn+1

xn−p

y (q+2)(ξ)

(q + 1)!
ωq(x)dx
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基于数值积分的构造法

若积分
∫ xn+1

n−p y ′(x)dx用节点xn+1, xn, · · · , xn+1−q作为积分

点，则得到隐格式，q + 1阶r + 1步格式。r = max(p, q)∫ xn+1

xn

y ′(x)dx ≈ h(a0y
′(xn+1) + a1y

′(xn) + · · ·+ aqy
′(xn−q+1)

利用y ′(xn) = f (xn, y(xn))，有

y(xn+1) = y(xn−p) + h

q∑
j=0

aj f (xn+1−j , y(xn+1−j))

积分系数

haj =

∫ xn+1

xn−p

lj(x)dx

局部截断误差 ∫ xn+1

xn−p

y (q+2)(ξ)

(q + 1)!
ωq(x)dx
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线性多步法

线性多步法的一般形式为

akyn +ak−1yn−1 + · · ·+a0yn−k = h(bk fn +bk−1fn−1 + · · ·+b0fn−k)

这称为k步方法

系数ai , bi已知

yi表示解在xi上的近似，xi = x0 + ih, fi表示f (xi , yi )

假定y0, y1, . . ., yn−1的值已知，采用上式计算yn. 因此可以
假定ak 6= 0

若bk = 0, 方法称为显显显式式式的(explicit)，此时yn可直接由上式
简单计算出来

若bk 6= 0, 则右端项fn中包含未知数yn, 因此称为隐隐隐式式式
(implicit) 方法
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例

建立p = 1, q = 2的显格式

p = 1,积分区间为
∫ xn+1

xn−1
y ′(x)dx

q=2，显格式，积分节点为xn, xn−1, xn−2

ha0 =

∫ xn+1

xn−1

(x − xn−1)(x − xn−2)

(xn − xn−1)(xn − xn−2)
dx =

7

3
h

ha1 =

∫ xn+1

xn−1

(x − xn)(x − xn−2)

(xn−1 − xn)(xn−1 − xn−2)
dx = −2

3
h

ha2 =

∫ xn+1

xn−1

(x − xn)(x − xn−1)

(xn−2 − xn−1)(xn−2 − xn−1)
dx =

1

3
h

局部截断误差为

Tn+1 =

∫ xn+1

xn−1

y (4)(ξ)

3!
(x−xn)(x−xn−1)(x−xn−2)dx =

1

3
h4y (4)(η)
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例

建立p = 2, q = 2的隐格式

p = 2,积分区间为
∫ xn+1

xn−2
y ′(x)dx

q=2，隐格式，积分节点为xn+1, xn, xn−1

ha0 =

∫ xn+1

xn−2

(x − xn)(x − xn−1)

(xn+1 − xn)(xn+1 − xn−1)
dx =

3

4
h

ha1 =

∫ xn+1

xn−2

(x − xn+1)(x − xn−1)

(xn − xn+1)(xn − xn−1)
dx = 0

ha2 =

∫ xn+1

xn−2

(x − xn+1)(x − xn)

(xn−1 − xn+1)(xn−1 − xn)
dx =

9

4
h

局部截断误差为

Tn+1 =

∫ xn+1

xn−1

y (4)(ξ)

3!
(x−xn)(x−xn+1)(x−xn−1)dx = −3

8
h4y (4)(η)
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Adams-Bashforth公式

公式类型为

yn+1 = yn + afn + bfn−1 + cfn−2 + · · ·

其中fi = f (xi , yi ). 这类公式称为Adams-Bashforth公式

基于等距节点xi = y0 + ih, i = 1, 2, . . . , n的五
阶Adams-Bashforth公式为

yn+1 = yn +
h

720

(
1901fn − 2774fn−1 + 2616fn−2

− 1274fn−3 + 251fn−4
)
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五阶Adams-Bashforth公式的推导

系数来自于下述数值积分∫ xn+1

xn

f (x , y(x))dx ≈ h(Afn +Bfn−1 +Cfn−2 +Dfn−3 +Efn−4)

为了确定系数A,B,C ,D,E，要求当被积函数在Π4中公式精
确成立

不失一般性，假设xn = 0, h = 1

通过取Π4中的五个Newton基作为测试函数，可以求解出所
需要的系数。注意这并不是Newton-Cotes公式，因为积分节
点在积分区间外
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五个Newton基函数为

p0(x) = 1

p1(x) = x

p2(x) = x(x + 1)

p3(x) = x(x + 1)(x + 2)

p4(x) = x(x + 1)(x + 2)(x + 3)

代入下式∫ 1

0
pn(x)dx = Apn(0)+Bpn(−1)+Cpn(−2)+Dpn(−3)+Epn(−4)

得到确定系数A, B, C , D, E的五个方程。
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这个方程组为
A + B + C + D + E = 1
−B − 2C − 3D − 4E = 1/2

2C + 6D + 12E = 5/6
−6D − 24E = 9/4

24E = 251/30

从而得到前面列出的解。

上述过程称为待待待定定定系系系数数数法法法。原则上，它可以用来确定高阶
和各种各样其他情况的类似公式。

另外，由于y ′ = f , 因此令y = pn并且应用f = p′n可以得到类
似的方程组以确定公式中的系数。

在数值实践中，很少直接使用Adams-Bashforth公式，而是
把它与其它公式联合起来，因为其中的积分是采用外推方法
计算的。
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Adams-Moulton公式

应用待定系数法可以构造如下所示的公式，其中包
含fn+1项：

yn+1 = yn + afn+1 + bfn + cfn−1 + · · ·

例如，五阶的Adams-Moulton公式如下：

yn+1 = yn+
h

720
(251fn+1+646fn−264fn−1+106fn−2−19fn−3)

这类公式不能直接用于步进求解，因为yn+1同时出现在公式
的两边。

fi表示f (xi , yi ), 因此包含fn+1的项仅在yn+1知道后才能
计算。

有两种方法解决这个问题：预估–校正、迭代泛函
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预估–校正方法

我们可以用Adams-Bashforth公式预估yn+1的试试试验验验值y∗n+1, 然
后使用Adams-Moulton公式计算yn+1的校校校正正正值，即组合计算
公式为

y∗n+1 = yn +
h

720
(1901fn − 2774fn−1 + 2616fn−2

− 1274fn−3 + 251fn−4)

yn+1 = yn +
h

720

(
251f (xn+1, y

∗
n+1) + 646fn − 264fn−1

+ 106fn−2 − 19fn−3
)
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预估–校正过程的启动

在应用上述的预估–校正过程中，第一步只是知道y0, 还没有
足够的信息进行上述预估–校正过程，所以需要采用特殊的
过程进行方法启动。

在知道y1, y2, y3, y4的值后才能启动公式。

采用Runge-Kutta方法得到上述值是一种不错的选择。

通常同阶的公式一起使用，即这里采用五阶
的Runge-Kutta方法与Adams-Bashforth,
Adams-Moulton公式一起使用。
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不动点理论与迭代函数

Adams-Moulton公式说明yn+1是某个映射的不动点，这里的
映射定义为

φ(z) =
251

720
hf (xn+1, z) + C

所以泛函迭代法可以作为计算yn+1的一种方法。

根据泛函迭代理论，在适当的假设下，
由zk+1 = φ(zk)确定的序列收敛于φ的不动点

若ξ是φ的不动点，即所求的yn+1值，那么迭代应当从中
心在ξ的区间中一点z0出发，在这个区间中每点满
足|φ′(z)| < 1. 这里需要假定φ′是连续的。此时

φ′(z) =
251

720
h
∂f (xn+1, z)

∂z

通过变小步长h, 可以使得上式变得足够小。

实际中，通常只需要一到两步迭代就可以找到yn+1的足
够精度的近似值。
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程序作业

初值问题

x ′ =
t − e−t

x + ex

x(0) = 0

该方程的真解由等式

x2 − t2 + 2ex − 2e−t = 0

隐式给出。

当t = 1时，数值求解等式x2 − t2 + 2ex − 2e−t = 0，将这一
数值解作为参考的准确解。
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利用Adams-Bashforth公式计算方程在t = 1的数值解，利
用Runge－Kunta格式得到初值，取节点xi , i = 0, · · · ,N,
N为2k , k = 3, · · · , 8,给出如下的误差表格,其中阶为

ln(Errorold/Errornow )

ln(Nnow/Nold)

N 误差 阶

8
16
32
64
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线性多步法的分析

本节余下部分讨论一般的线性多步法理论。

线性多步法的一般形式为

akyn+ak−1yn−1+· · ·+a0yn−k = h(bk fn+bk−1fn−1+· · ·+b0fn−k)

这称为k步方法

系数ai , bi已知

yi表示解在xi上的近似，xi = x0 + ih, fi表示f (xi , yi )

假定y0, y1, . . ., yn−1的值已知，采用上式计算yn. 因此
可以假定ak 6= 0
若bk = 0, 方法称为显显显式式式的(explicit)，此时yn可直接由
上式简单计算出来

若bk 6= 0, 则右端项fn中包含未知数yn, 因此称为隐隐隐式式式
(implicit) 方法
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阶

微分方程数值解的精度在很大程度上是由使用的算法的阶阶阶确
定的

阶表明方法所模拟的Taylor级数解中有多少项被考虑。

例如，在Adams-Bashforth公式中，它之所以被称为五
阶的，是因为它近似地产生与带有h, . . ., h5的Taylor级
数方法相同的精度

从而在利用Adams-Bashforth公式求解的每一步中误差
都可以期望是O(h6)

下面的论述将把阶的概念变得更精确
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线性泛函

定义线性泛函如下：

Ly =
k∑

i=0

(
aiy(ih)− hbiy

′(ih)
)

这里为了简化记号，设k = n, 并且第一个值是在x = 0，而
不是x = n − k

上述泛函可作用到任何可微的函数y上。在下面的分析中，
假定y是由x = 0的Taylor级数表示。利用y的Taylor级数，可
以把L表示为下列形式：

Ly = d0y(0) + d1hy
′(0) + d2h

2y ′′(0) + · · ·

为了计算系数di , 写出y和y ′的Taylor级数：

y(ih) =
∞∑
j=0

(ih)j

j!
y (j)(0) y ′(ih) =

∞∑
j=0

(ih)j

j!
y (j+1)(0)

徐岩 常微分方程数值方法



然后代入到泛函L的定义式中，按h的幂次重新整理，得
到di的值如下：

d0 =
k∑

i=0

ai

d1 =
k∑

i=0

(iai − bi )

d2 =
k∑

i=0

(1
2
i2ai − ibi

)
...

dj =
k∑

i=0

( i j
j!
ai −

i j−1

(j − 1)!
bi

)
, j > 1
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线性多步法定理

Theorem

线性多步法的下列三个性质等价：

1 d0 = d1 = · · · = dm = 0

2 对每个次数不超过m的多项式p有Lp = 0

3 对一切y ∈ Cm+1, Ly是O(hm+1)

证明：若性质1成立，则泛函为

Ly = dm+1h
m+1y (m+1)(0) + · · ·

而对于次数不超过m的多项式p, p(j)(0) = 0, j > m。所以Lp = 0,
即性质2成立。
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假设性质2成立。若y ∈ Cm+1, 则由Taylor定理，记y = p + r , 其
中p是一个次数不超过m的多项式，函数r在0点的前m阶导数为
零，从而

Ly = Lr = dm+1h
m+1r (m+1)(ξ) = O(hm+1)

所以性质3成立。
最后，若性质3成立，则必定有d0 = d1 = · · · = dm = 0，即性
质1成立。

因此阶的严格定义是唯一使得

d0 = d1 = · · · = dm = 0 6= dm+1

成立的自然数m.
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例

分析由下式确定的Milne方法的阶是多少？

yn − yn−2 =
1

3
h(fn + 4fn−1 + fn−2)

a0 = −1, a1 = 0, a2 = 1, b0 = 1/3, b1 = 4/3, b2 = 1/3

因此有

d0 = a0 + a1 + a2 = 0

d1 = −b0 + (a1 − b1) + (2a2 − b2) = 0

d2 = (a1/2− b1) + (2a2 − 2b2) = 0
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d3 =
(1
6
a1 −

1

2
b1
)
+
(4
3
a2 − 2b2

)
= 0

d4 =
( 1

24
a1 −

1

6
b1
)
+
(2
3
a2 −

4

3
b2
)
= 0

d5 =
( 1

120
a1 −

1

24
b1
)
+
( 4

15
a2 −

2

3
b2
)
= − 1

90

所以方法是四阶的。
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说明

如果其它特性不相上下的话，我们可能更喜欢高阶方法。

为了产生一个2k阶的k步方法，那么考虑下述2k + 1个方
程：

d0 = d1 = · · · = d2k = 0

这是一个有2k + 2个未知数的2k + 1个齐次线性方程构造的
方程组，因此必定有非平凡解

1956年Dahlquist证明了对于ak 6= 0存在一个解

但是多步法的首要特征是稳定性。Dahlquist证明了一个稳
定k步法不能有大于k + 2的阶
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差分方程

定义V表示所有无穷复数序列组成的集合，即V中元素具有
形式

y = (y1, y2, y3, . . .), yi ∈ C

实际上，y可以看作是正整数N = {1, 2, 3, . . .}上的复值函
数。用yn代替函数y在自变量n处的值y(n)只是为了方便。

在V中定义通常的加法和数乘，V就成为线性空间，这个空
间是无限维的。

考虑线性算子L : V → V , 其中最重要的一类就是移位算
子，记为E , 定义为

Ey = (y2, y3, y4, . . .)

即(Ey)n = yn+1
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线性差分算子

移位算子可以连续复合在一起，例如(EEy)n = yn+2,
(E ky)n = yn+k .

由E的幂次有限线性组合表示的线性算子，称为线性差分算
子，它的形式为

L =
m∑
i=0

ciE
i

其中E 0为恒等算子。

V的所有线性差分算子构成从V到V的所有线性算子形成的
空间的子空间，E的幂次就是这个空间的一组基。

此处我们主要研究线性差分方程Ly = 0的所有解。显然集
合{y : Ly = 0}是V的一个线性子空间，称为L的零空间。当
找到这个子空间的一组基后，我们就认为求解出了方
程Ly = 0.
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特征多项式

L是E的一个多项式，记L = p(E ), 其中p是一个多项式，称
为L的特征多项式，定义为

p(λ) =
m∑
i=0

ciλ
i

例：当c0 = 2, c1 = −3, c2 = 1, 其它ci = 0, 对应的线性差分
方程为

(E 2 − 3E 1 + 2E 0)y = 0 或者

yn+2 − 3yn+1 + 2yn = 0, n > 1, 或者

p(E )y = 0, p(λ) = λ2 − 3λ+ 2
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很容易得到上述方程的解。实际上，可以任意选择y1, y2, 那
用应用yn+2 − 3yn+1 + 2yn = 0就可以迭代确定后面的分量。
例如

(1, 0,−2,−6,−14,−30, . . .)
(1, 1, 1, 1, . . .)

(2, 4, 8, 16, . . .)

其中第一个很难看出通项，而后两个解的形式为yn = λn,
λ = 1, 2. 而这两个数就是特征多项式的根

是否存在其它形式为λn的解呢？把yn = λn代
入yn+2 − 3yn+1 + 2yn = 0可得

λn(λ− 1)(λ− 2) = 0

因此此类形式的其它解只可能是(0, 0, 0, . . .)
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实际上，由un = 1和vn = 2n定义的解形成了零空间的一组
基。实际上，设y是任意解，下面求解常数α, β使
得y = αu + βv。这个等式即

yn = αun + βvn

特别地，对于n = 1, 2, 有

y1 = α+ 2β, y2 = α+ 4β

方程组有唯一解α, β. 对于其它的n:

yn = 3yn−1 − 2yn−2

= 3(αun−1 + βvn−1)− 2(αun−2 + βvn−2)

= α(3un−1 − 2un−2) + β(3vn−1 − 2vn−2)

= αun + βvn
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单根

Theorem (零空间定理)

若λ是多项式p的一个根，则(λ, λ2, λ3, . . .)是差分方
程p(E )y = 0的一个解。若p的所有根为单根，则差分方程的每个
解是这些特解的一个线性组合。

证明：若λ为任意复数，u = (λ, λ2, λ3, . . .)，则有(Eu)n = λun,
即Eu = λu. 从而有E iu = λiu. 由此可得

p(E )u =
( m∑

i=0

ciE
i
)
u =

m∑
i=0

ci (E
iu) =

m∑
i=0

ciλ
iu = p(λ)u

所以若p(λ) = 0, 则有p(E )u = 0.
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设多项式p的所有根λk都是单根，则对每个根λk , 差分方
程p(E )y = 0有一个解u(k) = (λk , λ

2
k , λ

3
k , . . .). 设y是差分方程的

任意解，下面把它表示成y =
∑m

k=1 aku
(k). 实际上，取这级数的

前m项，得到

yi =
m∑

k=1

akλ
i
k , i = 1, 2, . . . ,m

方程组的系数阵为Vandermonde矩阵，因此可得到唯一
的a1, . . . , am使得上式成立。令

z = y −
m∑

k=1

aku
(k)

那么有p(E )z = 0，由此可得z = 0.
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重根

若λ是p的一个k重根，那么下述序列是差分方
程p(E )y = 0的解：

y(λ) = (λ, λ2, λ3, . . .)

y ′(λ) = (1, 2λ, 3λ2, . . .)

y ′′(λ) = (0, 2, 6λ, . . .)

...

y (k−1)(λ) =
dk−1

dλk−1
(λ, λ2, λ3, . . .)

Theorem (零空间的基定理)

设p是一个多项式，并且p(0) 6= 0, 则可以得到p(E )的零空间一组
基为：对于p的每个k重根λ, 有相应的k个解y(λ), y ′(λ), . . .,
y (k−1)(λ)，其中y(λ) = (λ, λ2, λ3, . . .)
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例

求差分方程的通解

4yn + 7yn−1 + 2yn−2 − yn−3 = 0

p(λ) = 4λ3 + 7λ2 + 2λ− 1 = (λ+ 1)2(4λ− 1). p有一个二重
根−1和单根1/4. 所以基解为

y(−1) = (−1, 1,−1, 1, . . .)
y ′(−1) = (1,−2, 3,−4, . . .)

y(1/4) =
(1
4
,
1

16
,
1

64
, . . .

)
从而通解为

y = αy(−1) + βy ′(−1) + γy(1/4)

= α(−1)n + βn(−1)n−1 + γ(1/4)n
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稳定的差分方程

如果对于V中元素y = (y1, y2, . . .)存在常数c使得对所有的n,
有|yn| 6 c , 即

sup
n
|yn| <∞

则称y有界。

若形如p(E )y = 0的差分方程的解有界，则称此差分方程是
稳定的。

Theorem

对于一个满足p(0) 6= 0的多项式p, 下述条件是等价的：

1 差分方程p(E )y = 0是稳定的

2 p的所有根满足|z | 6 1, 并且所有重根满足|z | < 1
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线性多步法的理论分析

线性多步法的一般形式为

akyn+ak−1yn−1+· · ·+a0yn−k = h(bk fn+bk−1fn−1+· · ·+b0fn−k)

设想初值问题的数值解是由不同步长计算得到的，
用y(h, x)表示在步长h时得到的数值解。精确解记为y(x)。
线性多步法称为收敛的，是指对于区间[x0, xm]中的任意x ,

lim
h→0

y(h, x) = y(x)

这里的前提条件就是初始值满足同样的定义，即

lim
h→0

y(h, x0 + nh) = y0, 0 6 n < k

以及函数f满足基本的存在性定理的假设。
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收敛性和相容性

线性多步法相应的两个多项式是

p(z) = akz
k + ak−1z

k−1 + · · ·+ a0

q(z) = bkz
k + bk−1z

k−1 + · · ·+ b0

若p的所有根位于圆盘|z | 6 1中，而且模为1的根是单根，则
方法是稳定的

若p(1) = 0, p′(1) = q(1), 则方法是相容的

Theorem (线性多步法的稳定性和相容性定理)

线性多步法收敛的充要条件就是这个多步法是稳定的和相容的。

这个定理的必要性证明比较简单。充分性相当复杂，不给出。
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收敛=⇒稳定

若方法不稳定，则或者p有一个根λ满足|λ| > 1或者p有一个
根λ满足|λ| = 1, 并且p′(λ) = 0.
考虑初值问题(其解为y(x) ≡ 0)：{

y ′ = 0,
y(0) = 0

那么线性多步法是由等式

akyn + ak−1yn−1 + · · ·+ a0yn−k = 0

确定。这是一个线性差分方程，它的一个解是yn = hλn, 其中λ就
是p的一个根。若|λ| > 1, 则对所有0 6 n < k , 我们有

|y(h, nh)| = h|λn| < h|λ|k → 0, h→ 0

满足了前面的限制条件 lim
h→0

y(h, x0 + nh) = y0。
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但是它违背收敛条件 lim
h→0

y(h, x) = y(x)，因为若x = nh,

则h = x/n, 并且

|y(h, x)| = |y(h, nh)| = x |λ|n/n→∞

另外一方面，若|λ| = 1且p′(λ) = 0, 则上述差分方程的一个解
是yn = hnλn. 这时同样满足限制条件：

|y(h, nh)| = hn|λ|n = hn < hk → 0, h→ 0, 0 6 n < k

但违背收敛条件，因为

|y(h, x)| = (x/n)n|λ|n = x 6= 0
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收敛=⇒相容

考虑问题 {
y ′ = 0,
y(0) = 1

其精确解为y ≡ 1. 线性多步法仍然是

akyn + ak−1yn−1 + · · ·+ a0yn−k = 0

取y0 = y1 = · · · = yk−1 = 1得到一个解，然后利用线性多步
法得到后面的yk值。因为方法收敛，所以 lim

n→∞
yn = 1. 把它

代入到多步法的定义中，得到ak + ak−1 + · · ·+ an = 0,
即p(1) = 0.
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再考虑初值问题 {
y ′ = 1,
y(0) = 0

其精确解为y = x . 多步法表示为

akyn + ak−1yn−1 + · · ·+ a0yn−k = h[bk + bk−1 + · · ·+ b0]

由于方法收敛，从而是稳定的，因而p(1) = 0, p′(1) 6= 0. 下
面验证yn = (n + k)hγ, γ = q(1)/p′(1)给出上面非齐次差分
方程的解，实际上，

hγ[ak(n + k) + ak−1(n + k − 1) + · · ·+ a0n]

= nhγ(ak + ak−1 + · · ·+ a0) + hγ[kak + (k − 1)ak−1 + · · ·+ a1]

= nhγp(1) + hγp′(1)

= hγp′(1) = hq(1) = h(bk + bk−1 + · · ·+ b0)
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因为
lim
h→0

(n + k)hγ = 0, n = 0, 1, . . . , k − 1

所以这个数值解中的开始值与初值y(0) = 0相容。此时的收
敛条件要求当nh = x时

lim
n→∞

yn = x

因此我们有
lim
n→∞

(n + k)hγ = x

而 lim
n→∞

kh = 0, 所以得到γ = 1即p′(1) = q(1)
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5.2.1 例：Milne方法

yn − yn−2 =
h

3
(fn + 4fn−1 + fn−2)

这是一个四阶的隐式方法，它由下述两个多项式来描述：

p(z) = z2 − 1

q(z) =
1

3
z2 +

4

3
z +

1

3

p的根为+1和−1, 都是单根，而且p′(z) = 2z , 所
以p′(1) = 2 = q(1)，从而相容性和稳定性条件满足，
即Milne方法是收敛的。
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局部截断误差

目标是分析多步法中产生的局部截断误差，即假定在所有前
面的值yn−1, yn−2, . . .是准确的假设下，利用给定的多步法得
到yn所产生的误差: y(xn)− yn. 这个误差是由差分方程近似
微分方程而导致的。其中不包含舍入误差

Theorem (线性多步法的局部截断误差定理)

若多步法是m阶的，y ∈ Cm+2, 而且∂f /∂y连续，则

y(xn)− yn =
dm+1

ak
hm+1y (m+1)(xn−k) +O(hm+2)

其中系数dk定义见第4节。
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证明：只要证明n = k时的等式就可以了。利用第4节中定义的线
性泛函L, 我们有

Ly =
k∑

i=0

(
aiy(xi )− hbiy

′(xi )
)
=

k∑
i=0

(
aiy(xi )− hbi f (xi , y(xi ))

)
另一方面，数值解满足等式：

0 =
k∑

i=0

(
aiyi − hbi f (xi , yi )

)
因为我们已假定yi = y(xi ), i < k, 所以从上面两式相减得到

Ly = ak(y(xk)− yk)− hbk
(
f (xk , y(xk))− f (xk , yk)

)
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对前一结果的最后一项应用中值定理，得到

Ly = ak(y(xk)− yk)− hbk
∂f

∂y
(xk , ξ)(y(xk)− yk)

= (ak − hbkF )(y(xk)− yk)

其中ξ位于y(xk)和yk之间，F = ∂f (xk , ξ)/∂y . 若使用的方法
是m阶的，则

Ly = dm+1h
m+1y (m+1)(x0) +O(hm+2)

把上述两式组合起来，即证明了定理。这里略去了分母中
的hbkF .
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整体截断误差

目标是建立起微分方程数值求解中的整体截断误差界。

在求解过程中任何给定的xn步上，设计算出来的解为yn, 它
不同于真解y(xn), 差y(xn)− yn就是整体截断误差。

整体截断误差不只是前面点上出现的所有局部截断误差之
和。因为在求解过程中每一步必须使用前面步上计算的近似
纵坐标作为初值，而纵坐标是有误差的，所以数值过程实际
上试图跟踪的是错误的解曲线

因此我们需要了解改变初值对解曲线上后面纵坐标的影响。
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变分方程

考虑初值问题： {
y ′ = f (x , y),
y(0) = s

这里fy = ∂f /∂y连续，并且在0 6 x 6 T , y ∈ R定义的区域
内满足fy (x , y) 6 λ.

解是x的函数，但也与初值s有关，所以记为y(x ; s). 定
义u(x) = ∂y(x ; s)/∂s.

对初值问题中u关于s的微分可得到一个微分方程(称为变分
方程)为 {

u′(x) = fy (x , y)u,
u(0) = 1
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例

在初值问题 {
y ′ = y2,
y(0) = s

中显式地求出u.

这里f (x , y) = y2, fy = 2y , 因此变分方程为{
u′ = 2yu,
u(0) = 1

初值问题的解是y(x) =
s

1− sx
，因此变分方程变为{

u′(x) = 2s(1− sx)−1u(x),
u(0) = 1

其解为

u(x) =
1

(1− sx)2
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变分方程定理

Theorem

若fy 6 λ, 则变分方程的解满足不等式

|u(x)| 6 eλx , x > 0

证明：从变分方程得到

u′/u = fy = λ− α(x)

其中α(x) > 0. 对上式进行积分，得到

log |u| = λx −
∫ x

0
α(τ)dτ = λx − A(x)

由于A(x) > 0, 所以log |u| 6 λx , 即|u| 6 eλx
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初值问题解曲线定理

Theorem

若初值问题用初值s和s + δ求解，则解曲线在x上差别至多
为|δ|eλx

证明：根据u的定义，对变分方程采用中值定理，再根据变分方
程定理，得到

|y(x ; s)− y(x ; s + δ)|

=
∣∣∣ ∂
∂s

y(x , s + θδ)
∣∣∣|δ|

= |u(x)| · |δ| 6 |δ|eλx
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整体截断误差界定理

Theorem

若在x1, x2, . . . , xn上的局部截断误差在数量上不超过δ, 则在xn上
的整体截断误差不超过

δ
enλh − 1

eλh − 1

证明：设在x1, x2, . . .上数值解的局部截断误差为δ1, δ2, . . .. 在计
算y2时初始条件有一个δ1的误差，由初值问题解曲线定理，在解
曲线上这个误差在x2的影响至多是|δ1|eλh. 把这个值加到x2的截
断误差上，因此x2的整体截断误差至多为|δ1|eλh + |δ2|. 这个误差
在x3上的影响不大于(|δ1|eλh + |δ2|)eλh, 把这个值加到x3的截断误
差上。以这个方式继续下去，得到在xn上的整体截断误差不大于

n∑
k=1

|δk |e(n−k)λh 6 δ
n−1∑
k=0

ekλh = δ
enλh − 1

eλh − 1
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整体截断误差逼近定理

Theorem

若数值解中局部截断误差是O(hm+1), 则整体截断误差是O(hm).

证明：在整体截断误差界定理中，设δ是O(hm+1)。因
为ez − 1是O(z), nh = x , 所以整体截断误差的阶减少一。
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刚性问题

在用微分方程描述的一个变化过程中，若往往又包含着多个
相互作用但变化速度相差十分悬殊的子过程，这样一类过程
就认为具有“刚性”。描述这类过程的微分方程初值问题称
为“刚性问题”。

例如，宇航飞行器自动控制系统一般包含两个相互作用但效
应速度相差十分悬殊的子系统，一个是控制飞行器质心运动
的系统，当飞行器速度较大时，质心运动惯性较大，因而相
对来说变化缓慢；另一个是控制飞行器运动姿态的系统，由
于惯性小，相对来说变化很快，因而整个系统就是一个刚性
系统。

用来描述这些过程的微分方程初值问题都是刚性问题。刚性
问题解答的难度就在于其快变子系统的干扰，当我们试图在
慢变区间上求解刚性问题时，尽管快变分量的值已衰减到微
不足道，但这种快速变化的干扰仍严重影响数值解的稳定性
和精度，给整个计算带来很大的实质性的困难。
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刚性问题

y ′(x) =

(
0 10
−100 −1001

)
y(x)

⇒ Z ′(x) =

(
−1 0
0 −1000

)
Z (x)

Z1(x) = Z1(0)e
−x Z2(x) = Z2(0)e

−1000x ' 0

精度由Z1(x)决定, 稳定性由Z2(x)决定.
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例

考察初值问题

y ′(x) = −30y(x), y(0) = 1

在区间[0, 0.5]上的解。分别用欧拉显、隐式格式和改进的欧拉格
式计算数值解。
节点xi 欧拉显式 欧拉隐式 改进欧拉法 精确解y = e−30x

0.0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.1 -2.0000 2.5× 10−1 2.5000 4.9787× 10−2

0.2 4.0000 6.25× 10−2 6.2500 2.4788× 10−3

0.3 -8.0000 1.5625× 10−2 1.5625× 101 1.2341× 10−4

0.4 1.6× 101 3.9063× 10−3 3.9063× 101 6.1442× 10−6

0.5 −3.2× 101 9.7656× 10−4 9.7656× 101 3.0590× 10−7
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差分方程的绝对稳定性

考虑最简单的模型：只有初值产生误差，看看这个误差的传播。
对于一般的差分方程

akyn+ak−1yn−1+ · · ·+a0yn−k = h(bk fn+bk−1fn−1+ · · ·+b0fn−k)

由初始误差产生了差分解的误差，实际上是同一差分方程，
取不同初值所得到的2组差分解之间的差。

这个差不仅与差分方程本身有关，而且与微分方程本身有
关。

如果微分方程本身是不稳定，那就没理由要求这2组解充分
接近。

差分方程的稳定性概念是建立在微分方程稳定的基础上的。
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把这个典型微分方程规定为：

dy

dx
= λy , (Reλ < 0)

差分方程运用到如上的微分方程后，可以得到

akyn+ak−1yn−1+· · ·+a0yn−k = λh(bkyn+bk−1yn−1+· · ·+b0yn−k)

对于给定的初始误差e0, e1, · · · , ek−1, 误差方程具有一样的形式

aken+ak−1en−1+· · ·+a0en−k = λh(bken+bk−1en−1+· · ·+b0en−k)
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绝对稳定性

差分方程称为绝对稳定的，若差分方程作用到微分方程

dy

dx
= λy , (Reλ < 0)

时，对任意的初值，总存在左半复平面上的一个区域，当λh 在
这个区域时，差分方程的解趋于0。这个区域称为稳定区域
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Euler显式公式的稳定性

yn+1 = yn + λhyn

误差方程：
en+1 = en + λhen

令µ = λh, 绝对稳定区域为∣∣∣∣en+1

en

∣∣∣∣ = |1 + µ| < 1

绝对稳定区域为以−1为中心的圆盘
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显式Runge-Kutta方法的稳定性

二阶Runge-Kutta方法

yn+1 = yn + hλyn +
h2

2
λ2yn = (1 + µ+

µ2

2
)yn

yn = (1 + µ+
µ2

2
)ny0

绝对稳定区域为 ⇔ |1 + µ+ µ2

2 | < 1
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显式Runge-Kutta方法的稳定性

1–4 阶显式Runge-Kutta方法的绝对稳定区域为
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Euler隐式公式的稳定性

yn+1 = yn + λhyn+1

yn+1 =
1

1− λh
yn

误差方程：

en+1 =
1

1− λh
en

绝对稳定区域为
|1− µ| > 1

因此, 绝对稳定区域包含Re(µ) < 0的左半平面,此时方法称
为A-stable.
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隐式梯形公式的稳定性

yn+1 = yn +
h

2
[f (xn, yn) + f (xn+1, yn+1)]

yn+1 = yn +
h

2
[λyn + λyn+1]

yn+1 =
1 + µ

2

1− µ
2

yn

绝对稳定区域为

|
1 + µ

2

1− µ
2

| < 1

µ = 2(a+ bi) |1 + a+ bi |2 ≤ |1− a− bi |2

(1 + a)2 + b2 ≤ (1− a)2 + b2

a < 0 Re(µ) < 0

方法为A-stable。
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隐式Runge-Kutta方法的稳定性
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多步方法的稳定性

二阶Adam-Bashforth方法

yn+1 = yn +
h

2
(3f (yn)− f (yn−1))

yn+1 = yn +
hλ

2
(3yn − yn−1) = (1 +

3

2
µ)yn −

µ

2
yn−1

特征方程

z2 − (1 +
3

2
µ)z +

µ

2
= 0

绝对稳定性要求特征方程的2个根在|z | < 1中.

徐岩 常微分方程数值方法



多步方法的稳定性

显式多步方法

隐式多步方法

徐岩 常微分方程数值方法



Theorem (Dahlquist)

A-stable的线性多步方法必是隐式方法

A-stable的线性多步方法至多为二阶精度.

徐岩 常微分方程数值方法



其他稳定性区域

Chebyshev方法

32 IV. Stiff Problems - One-Step Methods 

Fig. 2.11. Shifted Chebyshev polynomial Tg (l + z / 81) and its zeros 

Fig. 2.12. Stability domains for shifted Chebyshev polynomials (8 = 2, 3, 4, 5) 
(dots represent limiting case 8 -+ 00, see Exercise 8 below) 

Fig.2.13. Stability domains for damped Chebyshev stability functions, c = 0.05 

which remain for -1 ::; x ::; 1 between -1 and + 1 and among these polynomials 
have the largest possible derivative T:(l) = 8 2 (AA Markov 1890). Therefore, 
one must set (Saul'ev 1960, Saul'ev's postgraduate student Yuan Chzao Din 1958, 
Franklin 1959, Guillou & Lago 1961) 

(2.50) 

so that Rs(O) = 1, R~(O) = 1, and IRs(z)l::; 1 for -282 ::; z::; 0 (see Fig. 2.11). 
In particular we have 

R1(Z) = 1 + Z 

R2(z)=1+z+~z2 

R3 (z) = 1 + z + 2~ z2 + 7~9 z3 

R4 (z) = 1 + z + 352 z2 + 1~8 z3 + 81192 z4 
R ( ) - 1 + + 4 2 + 28 3 + 16 4 + 16 5 

5 Z - Z 25 Z 3125 Z 78125 Z 9765625 Z . 

whose stability domains are represented in Fig. 2.12. 

(2.50') 

Zolotarev方法

34 IV. Stiff Problems - One-Step Methods 

which express the stability of the internal stages, must be ::::: 1 (here, the max is 
taken over real Z in the stability interval of the method). Secondly, the quantities 

Qj =m:x IT 11+2aiz+,Biz21, 
i=j+l 

which describe the propagation of rounding errors, must be as small as possible. 
These conditions, evaluated numerically for the case 8 = 9, lead to the ordering 
indicated in Fig. 2.11. 
Second Order Methods. lfthe stability polynomial is a second order approximation 
to eZ , i.e., if 

2 

R,(z)=1+z+ Z
2 +a3 z3 + ... +a,z' (2.56) 

then it can be seen from (2.8) that any corresponding Runge-Kutta scheme is also 
of second order for nonlinear problems. Analytic expressions, in terms of an el­
liptic integral, for such optimal polynomials have been obtained by Lebedev & 
Medovikov (1994). Their stability region reaches to -0.821842· 8 2 for 8 » 1. 
Their practical computation is usually done numerically (Remez 1957, Lebedev 
1995). For example, in the case 8 = 9 and for a damping factor E = 0.015, we 
obtain the roots 

Zg = -64.64238389, 
Z6 = -43.16527010, 
Z3 = -10.05545938, 

Z8 = -60.67479347, z7 = -53.21695488, 
z5 = -31.72471699, z4 = -20.25474163, 

Z2,1 = -1.30596166 ± i· 1.34047517 
(2.57) 

The corresponding stability polynomials, which are stable for -65.15::::: z::::: 0, the 
stability domain, and the best ordering are shown in Fig. 2.14. We see that we now 
have a pair of complex roots. 

Lebedev's computer code, called DUMKA, incorporates the formulas of the 
above type with automatic selection of hand 8 in a wide range. 

Fig. 2.14. Second order Zolotarev approximation with stability domain 

Numerical Example. As an illustration, the method corresponding to (2.55) and 
(2.57) has been applied to problem (1.6'). Theory predicts stability for approxi­
mately h::::: 65.15/135 = 0.4826. The leftmost picture ofFig.2.15 is computed 徐岩 常微分方程数值方法



其他稳定性区域

向后差商方法

246 V. Multistep Methods for Stiff Problems 

which moves up and down the imaginary axis between ±iV3. Thus its behaviour 
is similar to the explicit Nystrom method with a slightly larger stability interval. 

The higher order Nystrom and Milne-Simpson methods have root locus curves 
which are oriented the wrong way round (see Fig. 1.5). Their stability domains 
therefore reduce to the smallest possible set (for stable methods): just the origin. 

Fig. 1.5. Root locus curves for Nystrom and Milne methods 

Fig. 1.6. Root locus curves and stability domains of BDF methods 

BDF 

The backward differentiation formulas 2::7=1]- '\1jYn+1 = hfn+1 
(ill. 1.22')) have the root locus curves given by 

k . k 1 
'" 1 ( 1)3 '" ( i6)j P = L.,; -:- 1- - = L.,; -:- 1 - e- . 
j=l J ( j=l J 

(see Equation 

(1.17) 
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程序作业

画出五阶Adams-Bashforth公式和五阶Adams-Moulton公式的
绝对稳定性区域

可以使用Mathematica绘制,使用ImplicitPlot函数

徐岩 常微分方程数值方法
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初值问题与边值问题

我们现在可以求解如下方程：{
y ′′ = f (x , y , y ′)
y(a) = α, y ′(a) = β

因为取y1 = y , y2 = y ′可以把它转换成一阶方程组的形式{
y ′1 = y2, y1(a) = α
y ′2 = f (x , y1, y2), y2(a) = β

从而可以应用前面的步进方法进行求解。

然而如果问题改为{
y ′′ = f (x , y , y ′)
y(a) = α, y(b) = β

则前面方法失效。
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边值问题的求解困难

步进方法不适合用于求解边值问题，因为没有完整的初值，
数值求解无法开始。

前面是一个典型的两点边值问题。此类问题的求解难度要比
初值问题大很多。

只有极个别的两点边值问题不需要用数值方法求解。如{
y ′′ = −y
y(0) = 3, y(π/2) = 7

方程的通解为y(x) = A sin x +B cos x，从而可以应用两点边
值确定A, B，以得到方程的解为y(x) = 7 sin x + 3 cos x .

如果其中的微分方程通解不知道的话，刚才的方法无效。我
们的目标是给出可处理任何两点边值问题的数值方法。

徐岩 常微分方程数值方法



存在性和唯一性

一般来说，只假设f是一个“好”的函数并不能保证解的存在
性。如 {

y ′′ = −y
y(0) = 3, y(π) = 7

其中同前得到通解后，应用边值条件确定组合系数时，得到
矛盾的方程组3 = B和7 = −B，因此问题无解。
关于两点边值问题解的存在性定理是相当复杂的。下面
是Keller给出的一个结果。

Theorem (边值问题解的存在性定理)

当∂f /∂y连续、非负且在不等式0 6 x 6 1, −∞ < y < +∞定义
的无限带内有界时，边值问题{

y ′′ = f (x , y)
y(0) = 0, y(1) = 0

有唯一解
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例

证明下述边值问题有唯一解：{
y ′′ = (5y + sin 3y)ex

y(0) = y(1) = 0

这里
∂f

∂y
= (5 + 3 cos 3y)ex

它在无限带0 6 x 6 1, −∞ < y < +∞内是连续的，而且它
以8e为上界。另外，由于3 cos 3y > −3, 所以它是非负的。
因此上述定理所需要的条件满足。
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变量代换

前节定理讨论的是一种特殊情形。但是通过简单的变量代
换，就可以把更一般的问题化为这里的特殊情形。

假设原问题为 {
y ′′ = f (x , y)
y(a) = α, y(b) = β

令x = a+ (b − a)s, z(s) = y(a+ λs), λ = b − a. 则
有z ′(s) = λy ′(a+ λs), z ′′(s) = λ2y ′′(a+ λs). 同样
地，z(0) = y(a) = α, z(1) = y(b) = β, 于是若y是上述边值
问题的解，则z是下述边值问题的解：{

z ′′ = λ2f (a+ λs, z(s))
z(0) = α, z(1) = β

反之亦然，即若y是后者的解，
则y(x) = z((x − a)/(b − a))是前者的解。
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两点边值问题第一定理

Theorem

考查下列两点边值问题：

1.

{
y ′′ = f (x , y)
y(a) = α, y(b) = β

2.

{
z ′′ = g(x , z)
z(0) = α, z(1) = β

其中g(p, q) = (b − a)2f (a+ (b − a)p, q). 若z是问题2的解，则函
数y(x) = z((x − a)/(b − a))是问题1的解；反之，若y是问题1的
解，则z(x) = y(a+ (b − a)x)是问题2的解。
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齐次化

为了简化两点边值问题{
y ′′ = g(x , y)
y(0) = α, y(1) = β

为一个具有齐次边值的问题，从y中减去一个在0和1取值
为α和β的线性函数。

Theorem (两点边值问题的第二定理)

考查下列两点边值问题：

1.

{
y ′′ = g(x , y)
y(0) = α, y(1) = β

2.

{
z ′′ = h(x , z)
z(0) = 0, z(1) = 0

其中h(p, q) = g(p, q + α+ (β − α)p). 若z是问题2的解，则函
数y(x) = z(x) + α+ (β − α)x是问题1的解；反之，若x是问
题1的解，则z(x) = y(x)− (α+ (β − α)x)是问题2的解。
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例

说明下列问题有唯一解:{
y ′′ = [5y − 10x + 35 + sin(3y − 6x + 21)]ex

y(0) = −7, y(1) = −5

边界值非齐次，不能直接应用Keller定理。首先齐次化，设

z(x) = y(x)− `(x), `(x) = −7 + 2x

则

z ′′ = y ′′ = [5y − 10x + 35 + sin(3y − 6x + 21)]ex

= {5(z + `)− 10x + 35 + sin[3(z + `)− 6x + 21]}ex

= {5z + sin 3z}ex

新变量z的边界值为齐次的，根据前面的例题，此问题解存
在唯一。
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例

把下列问题转化为[0, 1]区间上的齐次边界值问题：{
u′′ = u2 + 3− x2 + ux
u(3) = 7, u(5) = 9

由第一定理，此问题的等价问题为{
y ′′ = g(x , y)
y(0) = 7, y(1) = 9

其中g(x , y) = 4f (3 + 2x , y)
= 4[y2 +3− (3 + 2x)2 + (3+ 2x)y ]。再由第二定理，另一个
等价问题为 {

z ′′ = h(x , z)
z(0) = 0, z(1) = 0

其中

h(x , z) = g(x , z + 7 + 2x)

= 4[(z + 7 + 2x)2 + 3− (3 + 2x)2 + (z + 7 + 2x)(3 + 2x)]
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唯一解定理

Theorem (边值问题唯一解定理)

设f为(x , s)的连续函数，其中0 6 x 6 1, −∞ < s < +∞. 假如在
这个区域上

|f (x , s1)− f (x , s2)| 6 k|s1 − s2|, k < 8

则两点边值问题 {
y ′′ = f (x , y)
y(0) = y(1) = 0

在C [0, 1]中有唯一解。

证明：采用Green公式和Banach压缩映射定理。
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例

证明下列问题有唯一解：{
y ′′ = 2ex cos y

y(0) = y(1) = 0

这里f (x , s) = 2ex cos s , 由中值定理，

|f (x , s1)− f (x , s2)| =
∣∣∣∂f
∂s

(x , s3)
∣∣∣|s1 − s2|

其中所需要的导数满足∣∣∣∂f
∂s

∣∣∣ = |2ex cos s(−x sin s)| 6 2e < 8

从而由定理，问题的解唯一。
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有限差分法: 基本想法

同样考虑的是如下两点边值问题：{
y ′′ = f (x , y , y ′)
y(a) = α, y(b) = β

把区间[a, b]离散化为a = x0 < x1 < · · · < xn+1 = b. 虽然不
需要是均匀分布，但为了简化形式，后面假设

xi = a+ ih, h =
b − a

n + 1
, i = 0, 1, . . . , n + 1

导数的近似计算公式为

y ′(x) =
1

2h

(
y(x + h)− y(x − h)

)
− 1

6
h2y ′′′(ξ)

y ′′(x) =
1

h2
(
y(x + h)− 2y(x) + y(x − h)

)
− 1

12
h2y (4)(τ)
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离散形式

用yi表示y(xi )的近似值。把边值问题中的导数用前面的数值
公式代替，则有如下离散形式

y0 = α
1

h2
(yi−1 − 2yi + yi+1) = f

(
x,yi , (yi+1 − yi−1)/(2h)

)
,

i = 1, 2, . . . , n
yn+1 = β

未知数为y1, . . . , yn, 方程个数为n. 若f为yi的非线性形式，
那么这些方程是非线性的，求解将变得非常困难。
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线性情况

现在假定f关于y和y ′是线性的，即

f (x , y , y ′) = u(x) + v(x)y + w(x)y ′

则上述方程组成为线性方程组，形式为

y0 = α(
− 1− 1

2
hwi

)
yi−1 + (2 + h2vi )yi

+
(
− 1 +

1

2
hwi

)
yi+1 = −h2ui , i = 1, 2, . . . , n

yn+1 = β

其中ui = u(xi ), vi = v(xi ), wi = w(xi )
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引进缩写

ai = −1−
1

2
hwi+1, di = 2+ h2vi , ci = −1+

1

2
hwi , bi = −h2ui

则方程组的矩阵形式为

d1 c1
a1 d2 c2

a2 d3 c3
. . .

. . .
. . .

an−2 dn−1 cn−1
an−1 dn





y1
y2
y3
...

yn−1
yn


=



b1 − a0α
b2
b3
...

bn−1
bn − cnβ


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系数矩阵为三对角的，所以可用特殊的Gauss消去法求解。

特别地，当h足够小，而且vi > 0时, 矩阵是对角占优的，因
为

|2 + h2vi | >
∣∣∣1 + 1

2
hwi

∣∣∣+ ∣∣∣1− 1

2
hwi

∣∣∣ = 2

在后面的收敛性分析中需要下面这个等式：

|di | − |ci | − |ai−1| = 2 + h2vi −
(
1− 1

2
hwi

)
−
(
1 +

1

2
hwi

)
= h2vi
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收敛性分析

下面证明当h→ 0时，离散解收敛于边值问题的解。为了知
道边值问题 {

y ′′ = f (x , y , y ′)
y(a) = α, y(b) = β

是否有唯一解，引用下面Keller给出的一个定理。

Theorem

边值问题 
y ′′ = f (x , y , y ′)
c11y(a) + c12y

′(a) = c13
c21y(b) + c22y

′(b) = c23

若满足下列条件，则在[a, b]上有唯一解

1 f及其一阶偏导数fx , fy , fy ′在域D = [a, b]× R× R上连续；
2 在D上fy > 0, |fy | 6 M, |fy ′ | 6 M；

3 |c11|+ |c12| > 0, |c21|+ |c22| > 0, |c11|+ |c21| > 0,
c11c12 6 0 6 c21c22
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因此在线性问题中我们假设u, v ,w ∈ C [a, b], v > 0. 这样我
们所考虑的两点边值问题有唯一解。

用y(x)表示问题的真解，yi表示离散问题的解。这里yi与h有
关。我们将估计|y(xi )− yi |，并指出当h→ 0时它也趋向于
零。

y(x)满足下列方程组

1

h2
(y(xi−1)− 2y(xi ) + y(xi+1))−

1

12
h2y (4)(τi )

= ui + viy(xi ) + wi

[ 1

2h
(y(xi+1)− y(xi−1)−

1

6
h2y ′′′(ξi )

]
另外一方面，离散解满足下述方程

1

h2
(yi−1 − 2yi + yi+1) = ui + viyi +

1

2h
wi (yi+1 − yi−1))
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两式相减，并记ei = y(xi )− yi , 则有

1

h2
(ei−1 − 2ei + ei+1) = viei +

1

2h
wi (ei+1 − ei−1) + h2gi

其中

gi =
1

12
y (4)(τi )−

1

6
y ′′′(ξi )

合并同类项，并且两边同乘以−h2后，得到(
−1− 1

2
hwi

)
ei−1+(2+h2vi )ei +

(
−1+

1

2
hwi

)
ei+1 = −h4gi

即
ai−1ei−1 + diei + ciei+1 = −h4gi
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设λ = ‖e‖∞, 并且指标i满足

|ei | = ‖e‖∞ = λ

这里e为向量e = (e1, e2, . . . , en). 这样从上式我们有

|di ||ei | 6 h4|gi |+ |ci ||ei+1|+ |ai−1||ei−1|

因此有

|di |λ 6 h4‖g‖∞ + |ci |λ+ |ai−1|λ
λ(|di | − |ci | − |ai−1|) 6 h4‖g‖∞

h2viλ 6 h4‖g‖∞

‖e‖∞ 6 h2
‖g‖∞
inf v(x)

其中‖g‖∞ 6 1
12‖y

(4)‖∞ + 1
6‖y

′′′‖∞。而‖g‖∞/ inf v(x)是一
个与h无关的项，因此当h→ 0时‖e‖∞是O(h2)。
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配置法: 基本想法

配置法所提供的思路可以用来解决应用数学中的许多问题。

假设给定一个线性算子L (例如，积分算子或者微分算子)，
并且希望求解方程

Lu = w

其中w已知，u未知。
配置法求解此类问题的思路为：

1 选取某个基向量组{v1, v2, . . . , vn}，然后待定向量

u = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn

2 为了尝试求解Lu = w , 把u的待定形式代入，得到

Lu =
n∑

j=1

cjLvj

从而得到
n∑

j=1

cjLvj = w
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一般来说，无法从
n∑

j=1

cjLvj = w

中解出系数c1, c2, . . . , cn, 但我们可以使之几乎成立。

在配置法中，向量u, w , vj定义在相同的区域上。我们可以

要求函数w与
n∑

j=1
cjLvj在n个给定点上的值相同，即

n∑
j=1

cj(Lvj)(xi ) = w(xi ), i = 1, 2, . . . , n

这是一个由n个方程，n个未知数构成的线性方程组。因此
可以计算出所需要的系数。当然我们应该选择函数vj和
点xi使得上述线性方程组对应的矩阵非奇异。
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例：Sturm-Liouville边值问题

问题的描述为 {
u′′ + pu′ + qu = w
u(0) = 0, u(1) = 0

其中p, q, w已知，并且在[0, 1]上连续。未知函数u也定义在
区间[0, 1]上，但期望它是二阶连续的。

定义
Lu ≡ u′′ + pu′ + qu

定义向量空间：

V = {u ∈ C 2[0, 1] : u(0) = u(1) = 0}

我们的目标是在V中寻找Lu = w的一个解。
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如果从V中取一组基函数{v1, v2, . . . , vn}, 则齐次边界条件自
然满足。一种选择是

vjk(x) = x j(1− x)k , j , k > 1

容易验证这组基函数满足

v ′jk = jvj−1,k − kvj ,k−1,

v ′′jk = j(j − 1)vj−2,k − 2jkvj−1,k−1 + k(k − 1)vj ,k−2

因此很容易写出Lvjk的表达式。从而可以采用配置法求解前
面的问题。
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三次B样条

下面考虑稍微更一般的问题：{
u′′ + pu′ + qu = w
u(a) = α, u(b) = β

这时可能更好的基函数选择是B样条。

为了使基函数具有二阶连续导数，考虑三次B样条，并且为
了简化记号，取xi+1 − xi = h. 并且用样条结点作为配置
点。

设n是采用的基函数个数。为了确定n个系数，需要n个条
件。其中包括两个端点条件：

n∑
j=1

cjvj(a) = α,

n∑
j=1

cjvj(b) = β
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而由于维数为n的三次样条空间，有n − 2个结点，因此恰好
取这些内结点作为配置结点，从而得到另外的n − 2个条件:

n∑
j=1

cj(Lvj)(xi ) = w(xi ), i = 1, 2, . . . , n − 2

其中

h =
b − a

n − 3
, xi = a+ (i − 1)h

这样我们有a = x1 < x2 < · · · < xn−2 = b. 另外，为了定义
完全的B样条基函数，需要对这些结点进行扩充。

此时对应的系数矩阵是带状的，可以考虑如何充分利用这一
稀疏性质以提高效率。
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打靶法:基本想法

考查初值问题 {
y ′′ = f (x , y , y ′)
y(a) = α, y ′(a) = z

对任意的z，我们都可以应用前面的数值方法进行求解，记
解为yz。
因此对给定的β，当我们能选择z使得yz(b) = β时，那么得
到的yz就是下列两点边值问题的解：{

y ′′ = f (x , y , y ′)
y(a) = α, y(b) = β

即首先猜测y ′(a)的一个值，得到近似解，测试是否
有y(b) = β. 若y(b) 6= β, 则修改猜测值，继续进行求解和测
试。这个过程称为打靶(shooting).
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求解非线性方程组

因此打靶法可以认为是求解下列的非线性方程：

φ(z) ≡ yz(b)− β

这里的yz(x)函数没有显式定义，只是满足对任意给定z , 可
以计算出对应的函数值，即新的边值与期望边值的差。

因此我们可以采用“数值代数”中求解非线性方程的方法进行
求解。

1 二分法
2 割线法
3 Newton法
4 ......
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割线法

割线法复习：对于方程φ(z) = 0以及给定的两个初
值φ(z1)和φ(z2)，那么根是下述迭代的极限：

zn = zn−1 −
zn−1 − zn−2

φ(zn−1)− φ(zn−2)
φ(zn−1)

当已经得到的z值使得φ(z)几乎为零时，则停止这个迭代过
程，并利用插值多项式去估计较好的零点值。

假设φ(z1), . . . , φ(zn)很小，这里我们的目标是构造一个多项
式p(x)满足p(φ(zi )) = zi , i = 1, 2, . . . , n. 则下一个估计值是
由p(0) = zn+1确定。
这相当于用多项式逼近φ的反函数。方法成功的前提是φ的根
在一个邻域内有一个可微的反函数。
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说明

打靶法是非常耗时的方法，因此下面考查如何可以更有效地
应用打靶法得出所需要的数值解。

显然应该充分发掘y ′(a)的任何信息。因为高精度在打靶法的
第一步基本上是被浪费的，因此可以考虑用大步长求解初值
问题。只有当φ(z)值几乎是零时才使用较小的步长。

有一类问题，对其应用割线法可以一步得到精确解。实际
上，当φ为线性函数时就会发生这种情况。同样当微分方程
是线性的时候也会出现这种情况。
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线性函数

在线性情况下，两点边值问题具有形式{
y ′′ = u(x) + v(x)y + w(x)y ′

y(a) = α, y(b) = β

其中u(x), v(x), w(x)在区间[a, b]上连续。

假设已经用两个不同的初始条件两次求解上式相应的初值问
题，得到解y1和y2，即{

y1(a) = α y ′1(a) = z1
y2(a) = α y ′2(a) = z2
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考虑y1和y2的一个线性组合：

y(x) = λy1(x) + (1− λ)y2(x)

其中λ为一个参数。容易验证y(x)满足微分方程以及第一个
初值条件，即y(a) = α. 可以选择参数λ使得y(b) = β, 即为
了满足

β = y(b) = λy1(b) + (1− λ)y2(b)

可得

λ =
β − y2(b)

y1(b)− y2(b)

从而对应的y(x)即为给定两点边值问题的解。
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实现技巧

在计算机中实际上述想法时，我们可以通过下述方法同时得
到y1和y2

1 所考虑的初值问题分别为{
y ′′ = f (x , y , y ′)
y(a) = α, y ′(a) = 0

{
y ′′ = f (x , y , y ′)
y(a) = α, y ′(a) = 1

其中f (x , y , y ′) = u(x) + v(x)y +w(x)y ′. 第一个的解为y1, 第
二个的解为y2

2 为产生x不显式出现的一阶方程组，令y0 = x , y3 = y ′
1,

y4 = y ′
2，因而带有初值的微分方程组为

y ′
0 = 1 y0(a) = a
y ′
1 = y3 y1(a) = α
y ′
2 = y4 y2(a) = α
y ′
3 = f (y0, y1, y3) y3(a) = 0
y ′
4 = f (y0, y1, y4) y4(a) = 1

3 对a = x0 6 xi 6 xm = b，离散函数近似值y1(xi )和y2(xi )应当
存放在内存中。λ的值应用前面的公式计算，然后再分别计
算出xi上相应的y值。
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二阶线性方程的理论基础

Theorem

若u, v , w是闭区间[a, b]上的连续函数，则对任何实数对α和α′，
初值问题 {

y ′′ = u(x) + v(x)y + w(x)y ′

y(a) = α, y ′(a) = α′

在[a, b]上有唯一解。

Theorem

非齐次方程
y ′′ − vy − wy ′ = u

的每个解可以表示成y0 + c1y1 + c2y2的形式，其中y0为上述方程
的特解，而y1和y2构成齐次方程

y ′′ − vy − wy ′ = 0

的线性无关的解集。
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Theorem

若线性两点边值问题{
y ′′ = u(x) + v(x)y + w(x)y ′

y(a) = α, y(b) = β

有解，而且若y1不是解，那么则有y1(b)− y2(b) 6= 0, 而且y是所
需要的解。(这里的y1, y2定义就是相应的初值问题的解，在a点
导数值分别为0和1)

证明：设y0, y1, y2分别是下列初值问题的解：

y ′′0 = u + vy0 + wy ′0 y0(a) = α y ′0(a) = 0
y ′′1 = vy1 + wy ′1 y1(a) = 1 y ′1(a) = 0
y ′′2 = vy2 + wy ′2 y2(a) = 0 y ′2(a) = 1

由二阶线性微分方程理论，定理中给定的微分方程通解为

y0 + c1y1 + c2y2

其中c1, c2为任意常数。
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前面讨论的y1和y2是通解的特殊情况。它们由下式给出：

y1 = y0 + z1y2, y2 = y0 + z2y2

我们已经假定定理中的两点边值问题有解，那么存在c1, c2使得

α = y0(a) + c1y1(a) + c2y2(a)

β = y0(b) + c1y1(b) + c2y2(b)

其中第一个式即为c1 = 0. 于是c2应当满足的式子为

β = y0(b) + c2y2(b)

若y1(b)− y2(b) 6= 0, 则前面定义的y就是所需要的解。
若y1(b)− y2(b) = 0, 此即y2(b) = 0, 从而y0(b) = β, 所以y1是所
需的解。
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Newton方法

现在讨论如何应用Newton方法求解两点边值问题。

设yz为下列问题的解{
y ′′z = f (x , yz , y

′
z)

yz(a) = α, y ′z(a) = z

我们要选择z使得φ(z) ≡ yz(b)− β = 0.

关于φ的Newton公式是

zn+1 = zn −
φ(zn)

φ′(zn)
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导数计算

为了确定φ′，对两点边值问题关于z求偏导，得到
∂y ′′z
∂z

=
∂f

∂yz

∂yz
∂z

+
∂f

∂y ′z

∂y ′z
∂z

∂

∂z
yz(a) = 0,

∂

∂z
y ′z(a) = 1

令v = ∂yz/∂z , 上式简化为{
v ′′ = fyz (x , yz , y

′
z)v + fy ′

z
(x , yz , y

′
z)v
′

v(a) = 0, v ′(a) = 1

这是一个初值问题，称为第一变分方程。它可以与关于yz的
初值问题一起求解。然后利用v(b)得到φ′(z):

v(b) =
∂yz(b)

∂z
= φ′(z)

从而可以应用Newton方法求解问题。
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多重打靶法

多重打靶法(multiple shooting)是打靶法的一个重要发展。其
基本策略是把给定的区间[a, b]分成子区间，并试图在每个小
段上求解整体问题。

下面以区间[a, b]被分成[a, c]和[c , b]的情况说明多重打靶
法。此时考虑的问题仍然为{

y ′′ = f (x , y , y ′)
y(a) = α, y(b) = β

在每个子区间上，求解下列两个初值问题，得到解
为y1和y2.{

y ′′1 = f (x , y1, y
′
1) y1(a) = α y ′1(a) = z1, a 6 x 6 c

y ′′2 = f (x , y2, y
′
2) y2(b) = β y ′2(b) = z2, c 6 x 6 b

这里z1和z2是所配置的参数。y2的数值解按x递减方向进
行。
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下面的目标是调整参数z1和z2直到分段函数

y(x) =

{
y1(x) a 6 x 6 c

y2(x) c 6 x 6 b

变成问题的解。因此需要y和y ′在c点上满足：

y1(c)− y2(c) = 0, y ′1(c)− y ′2(c) = 0

通常选择z1和z2可以实现这一目标。可以采用二维Newton方
法处理这一问题。

对k个子区间的多重打靶法将涉及到k个子函数。每个子函
数通过求解一个初值问题得到。这k个子函数的初值构成一
个有2k个参数的集合。在区间的k − 1个内分点上的连续性
得到2k − 2个条件，再加上端点条件，正好参数个数与条件
个数匹配。同样采用非线性方程组迭代求解。
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常微分方程组的数值解法

一阶微分方程组的标准形式为
y ′1 = f1(x , y1, y2, . . . , yn)
y ′2 = f2(x , y1, y2, . . . , yn)

...
y ′n = fn(x , y1, y2, . . . , yn)

在这个方程组中，要确定n个未知函数y1, y2, . . . , yn. 它们是
单变量x的函数，记号y ′i表示dyi/dx
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例

{
y ′1 = y1 + 4y2 − ex

y ′2 = y1 + y2 + 2ex

通解为

y1(t) = 2ae3x − 2be−x − 2ex

y2(t) = ae3x + be−x +
1

4
ex

其中a, b为任意常数。
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初值条件

在估计可能具有唯一解的明确定义的物理问题中，微分方程
组会伴有确定通解中任意常数的辅助条件。

前例中的初始条件可以是

y1(0) = 4, y2(0) =
5

4

则解为

y1(t) = 4e3x + 2e−x − 2ex

y2(t) = 2e3x − e−x +
1

4
ex

一般的方程组的初值问题是由n个微分方程连同给定的
在x = x0的初值所组成。
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向量记号

可以采用向量记号来改写方程组。设Y表示分量
为y1, y2, . . . , yn的列向量，因此Y是R或其中一个区间
到Rn的一个映射。

类似地，设F表示具有分量f1, f2, . . . , fn的列向量，每个分量
是Rn+1或它的一个子集上的一个函数

方程组可以写为
Y ′ = F (x ,Y )

方程组的初值问题还包括向量Y (X0)的数值。
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高阶微分方程

高阶微分方程可以转换为一阶微分方程组。假设给定下列形
式的单个微分方程

y (n) = f (x , y , y ′, y ′′, . . . , y (n−1))

它可以转化为 
y ′1 = y2
y ′2 = y3

...
y ′n = f (x , y1, y2, . . . , yn)

这种转换后就可以在某些软件上采用求解常微分方程组的过
程求解高阶微分方程

高阶方程组也可以类似转换为一阶微分方程组
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Taylor级数方法

完全类似于标量方程讨论的Taylor级数方法。

对每个函数写出如下的截断Taylor级数

yi (x + h) ≈ yi (x) + hy ′i (x) +
h2

2!
y ′′i (x) + · · ·+ hn

n!
y
(n)
i (x)

向量记号为

Y (x + h) ≈ Y (x) + hY ′(x) +
h2

2!
Y ′′(x) + · · ·+ hn

n!
Y (n)(x)

其中出现的导数可以从微分方程组中得到。

通常当这些导数用于计算机编程时，需要采用特定的次序进
行计算。

徐岩 常微分方程数值方法



例

对下列初值问题采用三阶Taylor级数方法，h = −0.1, 在区
间[−2, 1]上计算{

y ′1 = y1 + y22 − x3 y1(1) = 3
y ′2 = y2 + y31 + cos x y2(1) = 1

需要的高阶导数是

y ′′1 = y ′1 + 2y2y
′
2 − 3x2

y ′′2 = y ′2 + 3y21 y
′
1 − sin x

y ′′′1 = y ′′1 + 2y2y
′′
2 + 2(y ′2)

2 − 6x

y ′′′2 = y ′′2 + 6y1(y
′
1)

2 + 3y21 y
′′
1 − cos x

执行Mathematica程序“odes taylor 3.nb”查看结果
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自控方程组

可以通过引入新变量，使得方程组中不出现变量x。具体做
法是令(y1)0 = x , 然后再加入一个新方程(y1)

′
0 = 1就可以实

现这种转化。从而方程组可以写为

Y ′ = F (Y )

这种方程组称为自控的(autonomous)
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Runge-Kutta方法

当方程组具有形式Y ′ = F (x ,Y )时，可以采
用Runge-Kutta方法求解。

经典的向量形式的四阶Runge-Kutta公式是

Y (x + h) = Y (x) +
1

6
(F1 + 2F2 + 2F3 + F4)

其中

F1 = hF (x ,Y )

F2 = hF (x + h/2,Y + F1/2)

F3 = hF (x + h/2,Y + F2/2)

F4 = hF (x + h,Y + F3)

类似地，也可以给出Runge-Kutta-Fehlberg公式。
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多步法

多步法也可以推广到方程组

例如，Adams-Bashforth-Moulton预估–校正方法的向量形式
为

Y ∗(x + h) = Y (x) +
h

720

[
1901F (Y (x))− 2774F (Y (x − h))

+ 2616F (Y (x − 2h))− 1274F (Y (x − 3h))

+ 251F (Y (x − 4h))
]

Y (x + h) = Y (x) +
h

720

[
251F (Y ∗(x + h)) + 646F (Y (x))

− 264F (Y (x − h)) + 106F (Y (x − 2h))

− 19F (Y (x − 3h))
]

这时需要提供用一个单步过程(如五阶Runge-Kutta方法)提
代起始值：Y (x0 + h), Y (x0 + 2h), Y (x0 + 3h), Y (x0 + 4h)

徐岩 常微分方程数值方法



《数值分析》之

考试说明

徐岩

中国科学技术大学数学系

yxu@ustc.edu.cn

https://faculty.ustc.edu.cn/yxu/

徐岩 考试说明



定理证明

1 §6.1.1 多项式插值定理
2 §6.1.3 多项式插值误差定理
3 §6.3.3 Hermite插值误差估计定理

4 §6.8.6 正交多项式定理
5 §7.2.7 第二类Tchebyshev多项式的极值性质定理

6 §7.3.2 带误差项的Gauss积分公式定理

7 §8.5.2 收敛的多步法必定是稳定的和相容的
8 §8.9.3 有限差分法的收敛阶为O(h2).
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多项式插值与逼近

插值多项式的分类(Lagrange, Newton, Hermite)、计算、误
差

均差(差商)的定义与应用: 有无重节点

两类Tchebyshev多项式的性质、递推公式，以及一般正交多
项式的性质、计算公式和应用

最小二乘逼近：基于L2逼近与线性方程组理论的最小二乘方
法有什么关系？最佳逼近元的计算

最佳逼近的Tchebyshev理论：对于定理证明不做要求，但是
会应用特征定理及等价条件。
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数值微分与积分

数值微分的计算方法

数值积分的代数精度，格式构造，复合公式构造

Gauss积分公式：格式确定、性质、误差

Romberg积分与Richardson外推技术
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常微分方程数值解

初值问题解的存在性与唯一性定理

初值问题求解方法(单步法，多步法)，误差分类

二阶Runge-Kutta方法的建立，一般形式

绝对稳定区域的判定

线性多步法的建立，理论分析：精度，稳定性和相容性(收
敛性)

两点边值问题的求解思路
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说明

考试教室: 5503

请携带一卡通或身份证

各种类型的手机、电脑、平板电脑、具有网络传输功能的电
子手表、计算器均不允许携带

考试时参考书、电子产品请关机后放到书包里，书包需放到
教室前部。

考试时间：2024年5月15日14:00-16:00

习题课：2023年5月11日和5月13日正常上课时间。
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