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课程考核

(1) 课后习题(20%)，共5次，需要在布置作业后3周内提交
(2) project (15%)。要求：实现一个算法。
(3) presentation (15%)。要求：给定论文列表（也可自选），挑选你感
兴趣的一篇，以小组（3人以内）形式做presentation。

(4) 期末考试(50%)

我的联系方式：shxchen@ustc.edu.cn。答疑时间：每周三下
午4点-5点，办公室管理学院1307，请通过邮件预约。

助教：王健铭(ustc2017wjm@mail.ustc.edu.cn)、朱峻
添(zjt1229@mail.ustc.edu.cn)

班级群：412201796

Shixiang Chen (USTC) 最优化简介 2 / 38



3/38

提纲

1 机器学习与最优化

2 最优化问题概括

3 实例:投资组合

4 实例:回归分析

5 实例：低秩矩阵恢复

6 实例：子空间恢复

7 实例：深度学习
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机器学习：监督学习简介

▶ 机器学习，人工智能
▶ 计算机视觉，自然语言处理(ChatGPT),视频生成(Sora)
▶ AlphaGo, AlphaGo Zero

▶ 科学发现经常围绕建立函数关系：f : X → Y
▶ 蛋白质结构预测(Alphafold2): X: 蛋白质序列; Y: 三维结构
▶ 深度势能: X: 分子结构; Y: 原子势能

▶ 挑战: f 非常高维、高度非线性，只有它的很少量已知的知识或者计
算非常昂贵

▶ 机遇:我们有很多的数据:

{(xi, yi) | xi ∈ X, yi ∈ Y, 1 ≤ i ≤ N}.

▶ 机器学习是构造 f̂ ≈ f 的强大工具
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监督学习中典型问题形式

机器学习构造f̂ 的典型方式：f̂ = h(x, θ)

min
θ∈W

1
N

N∑
i=1

∥x⊤i θ − yi∥2
2 + µφ(θ) 线性回归

min
θ∈W

1
N

N∑
i=1

log(1 + exp(−yix⊤i θ)) + µφ(θ) 逻辑回归

min
θ∈W

1
N

N∑
i=1

ℓ(h(xi, θ), yi) + µφ(θ) 一般形式-有限求和形式

▶ (xi, yi)是给定的数据对，yi 是数据xi对应的标签

▶ ℓi(·): 度量模型拟合数据点i的程度(避免拟合不足)
▶ φ(θ): 避免过拟合的正则项: 岭回归∥θ∥2

2 或者稀疏正则∥θ∥1等等

▶ h(x, θ): 线性函数、核函数或者由深度神经网络构造的模型
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机器学习:逼近误差、估计误差和优化误差
▶ 模型误差（Approximation/Modeling error）: 造成原因：使用机器学
习模型逼近真实模型。

▶ 估计误差（Estimation Error）: 造成的原因：训练数据是有限的。

▶ 优化误差(Optimization error):寻找最佳模型参数过程中的误差。造
成的原因：问题的非凸性质，计算资源，优化算法的选择。

足球

优化误差

模型误差
真实模型

𝑓

估计误差

模型类 ሚ𝑓

训练模型 መ𝑓
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模型的非凸性质

Figure:神经网络ResNet56的损失函数局部图示。图片来
源：https://github.com/tomgoldstein/loss-landscape
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机器学习与优化

图灵奖得主Yann Le Cun(杨立昆)这样评价优化和梯度算法。
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机器学习与优化

美国三院院士Michael Jordan教授国际数学家大会一小时报
告：Dynamical, symplectic and stochastic perspectives on optimization
– Michael Jordan – ICM2018

▶ 我们时代的一个很大挑战是统计推理和
计算的平衡。大部分数据分析有时间限
制，他们经常被嵌入到某个控制问题
里。

▶ 最优化为这个努力提供了计算模型，给
出了算法和深刻的理解。

▶ 现代大规模统计给优化带来了新的挑
战：百万量级变量/函数项，抽样问
题，非凸，置信区间，并行/分布式平
台等等
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提纲
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最优化分类与应用

最优化问题一般可以描述为

min f (x), ←目标函数
s.t. x ∈ X ←约束

▶ 按照目标函数和约束函数的形式或性质来分：
线性规划/非线性规划、凸优化/非凸优化、非光滑优化、半定规划、
锥规划、整数规划、无导数优化、几何优化、稀疏优化、低秩矩阵
优化、张量优化、鲁棒优化、全局优化、组合优化、网络规划、随
机优化、动态规划、带微分方程约束优化、微分流形约束优化、分
布式优化等

▶ 具体应用涵盖：
运筹学、供应链管理、物流管理、资产管理、统计学习、最优运
输、信号处理、图像处理、机器学习、强化学习金融工程、电力系
统等领域
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全局和局部最优解

x

f(x)

全局极小解

严格局部极小解

非严格局部极小解

Figure:函数的全局极小、严格局部极小和非严格局部极小解

在问题(11)的求解中，我们想要得到的是其全局最优解，但是由于实际
问题的复杂性，往往只能够得到其局部最优解．
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投资组合优化

数学建模很容易给出应用问题不同的模型，可以对应性质很不相同的问
题，其求解难度和需要的算法也将差别很大．在投资组合优化中，人们
希望通过寻求最优的投资组合以降低风险、提高收益．

▶ 这时决策变量xi 表示在第i项资产上的投资比例，向量x ∈ Rn 表示整
体的投资分配．

▶ 约束条件可能为总资金数、每项资产的最大（最小）投资额、最低
收益等．

▶ 目标函数通常是某种风险度量．

▶ 如果是极小化收益的方差，则该问题是典型的二次规划.

▶ 如果极小化风险价值(value at risk)函数，则该问题是混合整数规划

▶ 如果极小化条件风险价值（conditional value at risk)函数，则该问题
是非光滑优化，也可以进一步化成线性规划．
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投资组合优化

▶ ri,随机变量,股票的回报率i
▶ xi,投资于股票的相对金额i
▶ 回报: r = r1x1 + r2x2 + . . .+ rnxn

▶ 期望回报: R = E(r) =
∑

E(ri)xi =
∑

µixi

▶ 风险: V = Var(r) =
∑

i,j σijxixj = x⊤Σx

min
1
2

x⊤Σx,

s.t.
∑

µixi ≥ r0∑
xi = 1,

xi ≥ 0

min risk measure,

s.t.
∑

µixi ≥ r0∑
xi = 1,

xi ≥ 0
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线性回归模型

▶ 考虑线性模型b = Ax + ε

▶ 假设εi是i.i.d高斯白噪声，即εi ∼ N (0, σ2)．那么我们有

p(bi | ai; x) =
1√

2πσ2
exp

(
−(bi − aT

i x)2

2σ2

)
,

则对数似然函数为

ℓ(x) = ln

m∏
i=1

p(bi | ai; x) = −m
2
ln(2π)− m lnσ −

m∑
i=1

(bi − aT
i x)2

2σ2 .

▶ 最大似然估计是极大化对数似然函数得到最小二乘问题：

min
x∈Rn

1
2
∥Ax− b∥2

2.

注意，在构建最大似然估计时不需要知道εi的方差σ2．

▶ 当假设误差是高斯白噪声时，最小二乘解就是线性回归模型的最大
似然解．
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线性回归模型

▶ 当εi不是高斯白噪声时，线性回归模型和最小二乘模型并不等价

▶ 在某些噪声下构造出的模型实际上为最小一乘问题：

min
x∈Rn

∥Ax− b∥1.

▶ 一般形式: minx∈Rn ρ(Ax− b)

Figure: Laplace (red dash-dot), Tukey (green dash), and Student’s t(blue line).
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Tikhonov正则化

▶ 为了平衡模型的拟合性质和解的光滑性，Tikhonov正则化或岭回归
（ridge regression）添加ℓ2范数平方为正则项．

▶ 假设εi 是高斯白噪声，则带ℓ2范数平方正则项的线性回归模型实际
上是在求解如下问题：

min
x∈Rn

1
2
∥Ax− b∥2

2 + µ∥x∥2
2.

由于正则项的存在，该问题的目标函数是强凸函数，解的性质得到
改善．

▶ 另一种常见的变形是给定参数σ > 0，求解：

min
x∈Rn

1
2
∥Ax− b∥2

2, s.t. ∥x∥2 ≤ σ. (1)

▶ 上述两个问题的最优性条件类似，当参数µ和σ满足一定关系时，它
们的解可以是相同的．
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LASSO问题及其变形

▶ 如果希望解x是稀疏的，可以添加ℓ1范数得到LASSO问题：

min
x∈Rn

1
2
∥Ax− b∥2

2 + µ∥x∥1,

其中µ > 0为已知的实数，x是待估计的参数．LASSO问题通过惩
罚参数的ℓ1 范数来控制解的稀疏性

▶ 也可以考虑问题

min
x∈Rn

1
2
∥Ax− b∥2

2, s.t. ∥x∥1 ≤ σ.

▶ 考虑到噪声ε的存在，还可以给定ν > 0考虑模型：

min
x∈Rn

∥x∥1, s.t. ∥Ax− b∥2 ≤ ν.

▶ 后两个优化模型本质思想是相似的，即“在控制误差的条件下使
得x的ℓ1范数尽量小”．但它们所属的优化问题种类不一样
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LASSO问题及其变形

▶ 如果ε不是高斯白噪声，则需要根据具体类型选择损失函数，比如

min
x∈Rn

∥Ax− b∥2 + µ∥x∥1,

min
x∈Rn

∥Ax− b∥1 + µ∥x∥1.

上述两个模型和LASSO问题的差别在于对损失函数选择的范数不
同，它们的性能可能很不一样．

▶ 当然损失函数项还有很多变化形式，如同时考虑ℓ2范数和ℓ1范数的组
合，或选择Student-t分布等

Shixiang Chen (USTC) 最优化简介 21 / 38



22/38

LASSO问题及其变形

▶ 当特征x本身不稀疏但在某种变换下是稀疏的，则需调整正则项

min
x∈Rn

1
2
∥Ax− b∥2

2 + µ∥Fx∥1.

如果要求x相邻点之间的变化是稀疏的，取F为

F =


1 −1

1 −1
. . . . . .

1 −1

 ,

▶ 实际上∥Fx∥1还可以与∥x∥1结合起来，这表示同时对Fx和x提出稀疏
性的要求．例如融合LASSO模型（fused-LASSO）

min
x∈Rn

1
2
∥Ax− b∥2

2 + µ1∥x∥1 + µ2

n∑
i=2

|xi − xi−1|,

其中µ2
∑n

i=2 |xi − xi−1|用来控制相邻系数之间的平稳度．
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逻辑回归: logistic regression

▶ 对于二分类问题，预测变量只有两个取值，即−1, 1．

▶ 给定特征a，逻辑回归假设这个样本属于类别1的概率

p(1|a; x) = P(t = 1 | a; x) = θ(aTx),

其中Sigmoid函数

θ(z) =
1

1 + exp(−z)
,

那么属于类别−1的概率

p(−1|a; x) = 1− p(1 | a; x) = θ(−aTx).

因此对于b ∈ {−1, 1}，上述概率可以简洁地写为

p(b | a; x) = θ(b · aTx).
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逻辑回归

▶ 假设数据对{ai, bi}, i = 1, 2, · · · ,m之间独立同分布，则在给
定a1, a2, · · · , am情况下，b1, b2, · · · , bm的联合概率密度是

p(b1, b2, · · · , bm | a1, a2, · · · , am; x) =
m∏

i=1

p(bi | ai; x)

=
1∏m

i=1(1 + exp(−bi · aT
i x))

.

▶ 最大似然估计是求解如下最优化问题：

min
x∈Rn

m∑
i=1

ln(1 + exp(−bi · aT
i x)).

▶ 加上正则项，如Tikhonov和ℓ1范数正则化模型：

min
x∈Rn

m∑
i=1

ln(1 + exp(−bi · aT
i x)) + λ∥x∥2

2

min
x∈Rn

m∑
i=1

ln(1 + exp(−bi · aT
i x)) + λ∥x∥1.
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低秩矩阵恢复

▶ 某视频网站提供了约48万用户对1万7千多部电影的上亿条评级数
据，希望对用户的电影评级进行预测，从而改进用户电影推荐系
统，为每个用户更有针对性地推荐影片．

▶ 显然每一个用户不可能看过所有的电影，每一部电影也不可能收集
到全部用户的评级．电影评级由用户打分1星到5星表示，记为取
值1~5的整数．我们将电影评级放在一个矩阵M中，矩阵M的每一
行表示不同用户，每一列表示不同电影．由于用户只对看过的电影
给出自己的评价，矩阵M中很多元素是未知的

电影1 电影2 电影3 电影4 ··· 电影n
用户1 4 ? ? 3 · · · ?
用户2 ? 2 4 ? · · · ?
用户3 3 ? ? ? · · · ?
用户4 2 ? 5 ? · · · ?

...
...

...
...

...
...

用户m ? 3 ? 4 · · · ?


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低秩矩阵恢复问题的性质

该问题在推荐系统、图像处理等方面有着广泛的应用。

▶ 由于用户对电影的偏好可进行分类，按年龄可分为：年轻人，中年
人，老年人；且电影也能分为不同的题材：战争片，悬疑片，言情
片等。故这类问题隐含的假设为补全后的矩阵应为低秩的。即矩阵
的行与列会有“合作”的特性，故该问题具有别名“collaborative
filtering”。

▶ 除此之外，由于低秩矩阵可分解为两个低秩矩阵的乘积，所以低秩
限制下的矩阵补全问题是比较实用的，这样利于储存且有更好的诠
释性。

▶ 有些用户的打分可能不为自身真实情况，对评分矩阵有影响，所以
原矩阵是可能有噪声的。
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低秩矩阵恢复

由上述分析可以引出该问题：
▶ 令Ω 是矩阵M 中所有已知评级元素的下标的集合，则该问题可以初
步描述为构造一个矩阵X，使得在给定位置的元素等于已知评级元
素，即满足Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω．

▶ 低秩矩阵恢复（low rank matrix completion）

min
X∈Rm×n

rank(X),

s.t. Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω.
(2)

rank(X)正好是矩阵X所有非零奇异值的个数

▶ 矩阵X的核范数（nuclear norm）为矩阵所有奇异值的和，
即：∥X∥∗ =

∑
i σi(X):

min
X∈Rm×n

∥X∥∗,

s.t. Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω.
(3)
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低秩矩阵恢复

▶ 可以证明问题(3)是一个凸优化问题，称之位问题(2)的凸松
弛(convex relaxation). 并且在一定条件下它与问题(2)等价．

▶ 也可以将问题(3)转换为一个半定规划问题，但是目前半定规划算法
所能有效求解的问题规模限制了这种技术的实际应用．

▶ 考虑到观测可能出现误差，对于给定的参数µ > 0，给出该问题的二
次罚函数形式：

min
X∈Rm×n

µ∥X∥∗ +
1
2

∑
(i,j)∈Ω

(Xij −Mij)
2. (4)
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子空间恢复

在经典的PCA中，数据被分解为几个主成分，这些主成分捕获了数据中
的主要变异性。然而，当数据中存在离群点或异常值时，PCA的性能可
能会大大下降，因为它试图捕获所有数据点的变异性，包括异常值。
鲁棒主成分分析(RPCA)解决了这个问题。它将数据矩阵分解为两部分：
一个低秩矩阵和一个稀疏矩阵。低秩矩阵捕获数据的主要结构，而稀疏
矩阵则包含异常值或离群点。通过这种方式，RPCA能够在保持数据主
要结构的同时，有效地处理异常值。
其数学模型如下：

min
X,S

∥X∥∗ + µ∥S∥1,

s.t. X + S = M,
(5)

其中∥ · ∥1与∥ · ∥∗分别表示矩阵ℓ1范数与核范数．
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例：矩阵分解

通过RPCA，将视频图片分为背景（低秩）和前景（稀疏）两个部分。
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7 实例：深度学习

Shixiang Chen (USTC) 最优化简介 33 / 38



34/38

神经网络

深度神经网络(DNN)是一种前馈结构，通过堆叠多个神经元层来构建，
它通过已有的信息或者知识来对未知事物进行预测。每个神经元都会应
用一个变换，然后再通过一个非线性激活函数进行激活。对于分类任
务，最后一层通常后接一个softmax函数以产生类概率。然后，使用交叉
熵损失来测量DNN的性能。
▶ 在神经网络中，已知的信息通常用数据集来表示．数据集一般分为
训练集和测试集：训练集是用来训练神经网络，从而使得神经网络
能够掌握训练集上的信息;测试集是用来测试训练完的神经网络的预
测准确性．

▶ 一个常见的任务是分类问题．假设我们有一个猫和狗的图片集，将
其划分成训练集和测试集（保证集合中猫和狗图片要有一定的比
例）．神经网络是想逼近一个从图片到{0, 1}的函数，这里0表示
猫，1表示狗．

▶ 因为神经网络本身的结构和大量的训练集信息，训练得到的函数与
真实结果具有非常高的吻合性．
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多层感知机模型介绍

多层感知机是深度神经网络的一种简单形式，主要区别在于深度神经网
络通常具有更复杂的结构。
给定训练集D = {{a1, y1}, {a2, y2}, · · · , {am, ym}}.
▶ 假设数据ai ∈ Rp, yi ∈ Rq．ai1 = 1．图4给出了一种由p个输入单元和q个输
出单元构成的(L + 2)层感知机，其含有一个输入层，一个输出层，和L个
隐藏层．该感知机的第l个隐藏层共有m(l)个神经元，为了方便用l = 0表示
输入层，l = L + 1表示输出层，并定义m(0) = p和m(L+1) = q．
设y(l) ∈ Rm(l)

为第l层的所有神经元，令y(l)
1 = 1, 0 ≤ l ≤ L，

▶ 其余的元素则是通过上一层的神经元的值进行加权求和得到．令参
数W = (W(1),W(2), · · · ,W(L+1))表示网络中所有层之间的权重，其中W(l)

i,k

是第(l− 1)隐藏层的第k个单元连接到第l隐藏层的第i个单元对应的权
重，b(l)表示偏差，则在第l隐藏层中，第i个单元计算输出信息y(l)

i 为

y(l)
i = ϕ(z(l)

i ), z(l)
i =

m(l−1)∑
k=1

W(l)
i,k y(l−1)

k + b(l). (6)

这里函数ϕ(·)称为激活函数.
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多层感知机

上述过程可用下图表示:

y
(0)
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y
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2

...

y
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p

y
(1)
1

y
(1)
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...

y
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y
(L+1)
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...
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输入层
第一隐藏层 第 L 隐藏层

输出层

Figure:带p个输入单元和q个输出单位的(L + 2)层感知机的网络图，第l个隐藏
层包含m(l)个神经元．
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神经网络的损失函数如下：

▶ 第l层,给定前一层的激活值y(l−1) :

y(l) = ϕ(W(l), b(l); y(l−1)) = ϕ(W(l)y(l−1) + b(l)) (7)

▶ ReLU作为激活函数，得到第l层的激活值

y(l) = ReLU(W(l)y(l−1) + b(l)) (8)

▶ 对于最后一层，我们使用softmax函数得到类概率：

softmax(y(L+1)
i ) =

ey(L+1)
i∑q

j=1 ey(L+1)
j

(9)

其中，q是类别的数量。
▶ 测量网络预测与实际标签之间差异的损失函数是交叉熵损失：

CE(y, ŷ) = − 1
m

m∑
i=1

q∑
j=1

yi,j log(softmax(y(L)i,j )) (10)
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神经网络模型具有以下两个特征：（1）参数量非常大；（2）训练样本
数量非常大。表1和表2给出了一些经典的数据集和模型大小。模型规模
和数据集大小制约了训练效率，大模型的训练有可能花费数天甚至数月
时间。优化器的选择直接影响模型的训练效率。本课程中，我们将探讨
常用的模型训练优化器。

Table:大数据集数据量

数据集 数据集大小

Cifar10, Cifar100 60000张图像
ImageNet 约1400万张图像
MS Coco 约33万张图像

GPT-3 45TB

Table:大模型参数量

模型名称 参数量

VGG16 1.4亿
ResNet50 2500万

DenseNet-201 2000万
GPT-3 1750亿
GPT-4 1.8万亿

网络上爆料的GPT-4训练成本：一次的训练的成本为6300万美
元，OpenAI训练GPT-4的FLOPS约为2.15e25，在大约25000个A100上
训练了90到100天，利用率在32%到36%之间。
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回顾：向量范数的定义

定义

令记号∥·∥ : Rn → R+ 是一种非负函数,如果它满足:
▶ 正定性:对于∀v ∈ Rn,有∥v∥ ⩾ 0,且∥v∥ = 0 ⇔ v = 0n×1;
▶ 齐次性: 对于∀v ∈ Rn和α ∈ R,有∥αv∥ = |α| ∥v∥;
▶ 三角不等式: 对于∀v,w ∈ Rn,均成立∥v + w∥ ⩽ ∥v∥+ ∥w∥.
则称∥·∥是定义在向量空间Rn上的向量范数.

最常用的向量范数即我们熟知的ℓp范数(其中p ⩾ 1):

∥v∥p =

(
n∑

i=1

|vi|p
) 1

p

; ∥v∥∞ = max
1⩽j⩽n

|vj|.

柯西不等式: 设a, b ∈ Rn,则|aTb| ⩽ ∥a∥2 ∥b∥2 ,且等号成立的条件
是a与b线性相关.
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向量范数的定义

容易看出, p = ∞时,有关"最大值"的定义要
求向量的分量是有限的.在一般化的空间中,
这一要求很可能不成立,此时我们只需将"最
大值"更换成"上确界"即可.

向量范数度量的是v与零点之间的距离. 在
实际应用时,我们通常使用p = 1, 2,∞的情
形,即分别使用∥v∥1 , ∥v∥2 , ∥v∥∞度量v在不
同意义下的距离,这是因为它们具有鲜明的
度量特征.

左图是它们各自的范数球实例,请想一想不
同范数所度量的距离分别具有怎样的特征?
这些特征分别适用于度量什么情形?
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矩阵范数

矩阵范数可以由向量范数的定义推广得到。常见的矩阵范数有：

▶ ∥A∥1 =
∑

i,j |Aij|

▶ ∥A∥F =
√∑

i,j A2
ij =

√
Tr (AAT)

▶ 算子范数是一类特殊的矩阵范数,它由向量范数诱导得到:

∥A∥(m,n) = max
x∈Rn,∥x∥(n)=1

∥Ax∥(m) .

▶ p = 1时, ∥A∥p=1 = max
∥x∥1=1

∥Ax∥1 = max
1⩽j⩽n

∑m
i=1 |aij|.

▶ p = 2时, ∥A∥p=2 = max
∥x∥2=1

∥Ax∥2 =
√

λmax(ATA),又称为A的谱范数.

▶ p = ∞时, ∥A∥p=∞ = max
∥x∥∞=1

∥Ax∥∞ = max
1⩽i⩽m

∑n
j=1 |aij|.
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矩阵范数

▶ 核范数定义为

∥A∥∗ =
r∑

i=1

σi,

其中σi(i = 1, · · · , r)为A的所有非零奇异值, r = rank (A).

▶ 矩阵A,B的内积定义为

⟨A,B⟩ = Tr
(
ABT) = m∑

i=1

n∑
j=1

aijbij.

▶ 柯西不等式: 设A,B ∈ Rm×n,则

|⟨A,B⟩| ⩽ ∥A∥F ∥B∥F ,

等号成立当且仅当A和B线性相关.
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凸集的几何定义

在Rn空间中,经过不同的两点x1, x2可以确定一条直线,其方程为

y = θx1 + (1 − θ)x2, θ ∈ R.

特别,当0 ⩽ θ ⩽ 1时,直线退化为以x1, x2为端点的线段.

定义

仿射集 如果过集合C中的任意两点的直线都在C内,则称C为仿射集,即

x1, x2 ∈ C ⇒ θx1 + (1 − θ)x2 ∈ C,∀θ ∈ R.

例 线性方程组Ax = b的解集X是仿射集,因为∀x1, x2 ∈ X (x1 ̸= x2)均满
足θAx1 + (1 − θ)Ax2 = b.
反之,任何仿射集均可表示为某一线性方程组的解集.
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凸集的几何定义

定义

凸集 如果连接集合C中的任意两点的线段都在C内,则称C为凸集,即

x1, x2 ∈ C ⇒ θx1 + (1 − θ)x2 ∈ C,∀0 ⩽ θ ⩽ 1.

仿射集当然都是凸集.

(a) (b) (c)

例 在左图中我
们列出了一些凸
集、非凸集的例
子.其中(a)为凸
集, (b)和(c)均为
非凸集.
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凸集的性质

定理

▶ 若S是凸集,则kS = {ks|k ∈ R, s ∈ S}是凸集.
▶ 若S和T均是凸集,则S + T = {s + t|s ∈ S, t ∈ T }是凸集.
▶ 若S和T均是凸集,则S ∩ T是凸集.
▶ 凸集的内部和闭包都是凸集.

上述定理前2点在凸集定义前提下是显然的.我们简述第3点为何成立.
证明: 设x, y ∈ S ∩ T且θ ∈ [0, 1]. 由于S和T均为凸集,则

θx + (1 − θ)y ∈ S ∩ T ,

这证明S ∩ T是凸集.
实际上,任意多凸集的交都是凸集.该结论在证明复杂集合是凸集时非常
有用,因为我们可以考虑将其视为任意个凸集的交.

Shixiang Chen (USTC) 凸集 10 / 46



11/46

凸组合和凸包

从凸集中可以引出凸组合和凸包的概念.

定义

凸组合 形如
x = θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θkxk,

θ1 + · · ·+ θk = 1, θi ⩾ 0, i = 1, · · · , k.

的点称为x1, · · · , xk的凸组合.

定义

凸包 集合S的所有点的凸组合构成的点集为S的凸包,记为convS.

定理

凸集和凸包的关系 若convS ⊆ S,则S是凸集;反之亦然.

上述定理并不显然,请尝试证明. (提示: 用数学归纳法)
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凸包的例子

例 在下图中我们列出了一些离散点集和连续点集的凸包. 其中,左子图
为离散点集的凸包,右子图为扇形连续点集的凸包.

Shixiang Chen (USTC) 凸集 12 / 46



13/46

convS是包含S的最小凸集

定理

convS是包含S的最小凸集.

证明 由凸包的定义可知, S ∈ convS,并且convS是凸集.
若再设X是另一凸集且满足S ⊆ X ⊆ convS,下面我们需要证明只可能
是X = convS. 为证明此结论,我们先证明一个重要的命题,从而直接导出
本定理的成立.

定理

对于任意向量集S, convS是包含S的一切凸集的交集.

证明 令X表示包含S的所有凸集的交集.我们之前证明,凸集的交是凸
集,因此X是凸集.因为convS是一个凸集且包含S,则X ⊆ convS.
另一方面, S ⊆ X ,因此convS ⊆ convX .
再由凸集和凸包的关系得到convX = X ,得到convS ⊆ X .
综上有X = convS.
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仿射包

仿射集和凸集的定义很像,除了θ的范围有所不同. 受此启发,从凸组合和
凸包的定义中可以自然引出仿射组合和仿射包的概念.

定义

仿射组合 形如
x = θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θkxk,

θ1 + · · ·+ θk = 1, θi ∈ R, i = 1, · · · , k.

的点称为x1, · · · , xk的仿射组合.

定义

仿射包 集合S的所有点的仿射组合构成的点集为S的仿射包,记
为affineS.

affineS是包含S的最小仿射集.
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R3中仿射包的例子

例 下图为R3中圆盘S的仿射包示意图,可见仿射包直接将原集合拓展为
了其所在的全平面.
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锥组合和凸锥

定义

锥(Cone) 我们称集合C ⊂ Rn是一个锥，如果对于任意x ∈ C，
有tx ∈ C, ∀t ≥ 0. 如果C是凸集，那么称其是凸锥。

相比于凸组合和仿射组合,锥组合不要求系数的和为1,因此一般而言锥组
合都是开放的.

定义

锥组合 形如

x = θ1x1 + · · ·+ θkxk, θi > 0(i = 1, · · · , k).

的点称为x1, · · · , xk的锥组合.

凸锥也有下面等价的定义。

定义

凸锥 若集合S中任意点的锥组合都在S中,则称S为凸锥.
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凸锥的例

例 下图显示了R2中两点x1, x2的凸锥. 可见R2中若两点不与原点O共线,
则其形成的凸锥为一个半径无穷的圆的扇形部分.
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超平面和半空间

定义

超平面 任取非零向量a ∈ Rn,形如{
x|aTx = b

}
的集合称为超平面.

定义

半空间 任取非零向量a ∈ Rn,形如{
x|aTx ⩽ b

}
的集合称为半空间.

超平面是仿射集和凸集,半空间是凸集但不是仿射集.
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超平面和半空间的例

例 下图是R2中超平面和半空间的例子.其中,左子图为超平面,其为一
条直线;右子图为半空间.
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多面体

我们把满足线性等式和不等式组的点的集合称为多面体,即

{x|Ax ⩽ b,Cx = d} ,

其中A ∈ Rm×n, C ∈ Rp×n, x ⩽ y表示向量x的每个分量都小于等于y的对应
分量.

多面体是有限个半空间和超平面的交,因此由凸集的性质可知,其为凸集.

.
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范数球、椭球

如下定义的球和椭球也是常见的凸集.

定义

球 设空间中到某一定点xc(称为中心)的距离小于等于定值r(称为半径)的
点的集合为(范数)球,即

B (xc, r) = {x| ∥x − xc∥ ⩽ r} = {xc + ru| ∥u∥ ⩽ 1} .

一般而言,我们使用∥·∥2度量距离,即使用2-范数球.

定义

椭球 设形如{
x| (x − xc)

T P−1 (x − xc) ⩽ 1
}
= {xc + Au| ∥u∥2 ⩽ 1}

的集合为椭球,其中xc为椭球中心, P对称正定,且A非奇异.

反例：球面{x | ∥x∥2 = 1}是非凸集。
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范数锥

球和椭球的范围取决于x的范围,而锥的范围则同时取决于x和控制径t的
范围.

定义

范数锥 形如 {
(x, t) ∈ Rn+1| ∥x∥ ⩽ t

}
的集合为范数锥.

锥是凸集.同时,使用∥·∥2度量距离的锥为二次锥，也称冰淇淋锥。

Norm balls and norm cones

norm: a function ‖ · ‖ that satisfies

• ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0 if and only if x = 0

• ‖tx‖ = |t| ‖x‖ for t ∈ R

• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

notation: ‖ · ‖ is general (unspecified) norm; ‖ · ‖symb is particular norm

norm ball with center xc and radius r: {x | ‖x− xc‖ ≤ r}

norm cone: {(x, t) | ‖x‖ ≤ t}
Euclidean norm cone is called second-
order cone

x1
x2

t

−1

0

1

−1

0

1
0

0.5

1

norm balls and cones are convex

Convex sets 2–8
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特殊矩阵集合和(半)正定锥

我们介绍3类矩阵的集合.

定义

对称矩阵集合 记Sn为n × n对称矩阵的集合,即

Sn =
{

X ∈ Rn×n|XT = X
}
.

定义

半正定矩阵集合 记Sn
+为n × n半正定矩阵的集合,即

Sn
+ = {X ∈ Sn|X ⪰ 0} .

定义

正定矩阵集合 记Sn
++为n × n正定矩阵的集合,即

Sn
++ = {X ∈ Sn|X ≻ 0} .
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半正定锥的例子

我们一般称Sn
+为半正定锥. 下图是二维半正定锥边界的几何形状.

0
1

0.2

0.4

0.5 1

z

0.6

0.8

y

0.8

0 0.6

x

1

0.4-0.5
0.2

-1 0

实际上可以由半正定矩阵的性质
得到:

对于矩阵

(
x y
y z

)
,其特征值应全

部大于等于0,由此可推出

x ⩾ 0, z ⩾ 0, xz ⩾ y2.

由此可知,二维半正定锥的实际
范围是{

(x, y, z) |x ⩾ 0, z ⩾ 0, xz ⩾ y2} .
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2 凸集的定义

3 重要的凸集举例

4 保凸的运算

5 广义不等式与对偶锥

6 分离超平面定理
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仿射变换的保凸性

仿射变换(缩放、平移、投影等)也是保凸的.

定理

仿射变换的保凸性 设f : Rn → Rm是仿射变换,即f (x) = Ax + b,
A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,则
▶ 凸集在f下的像是凸集:

S ⊆ Rn是凸集⇒ f (S) = {f (x)|x ∈ S}是凸集.

▶ 凸集在f下的原像是凸集:

C ⊆ Rm是凸集⇒ f−1(C) = {x|f (x) ∈ C}是凸集.
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仿射变换的保凸性

例椭球是凸集。

例线性矩阵不等式的解集

{x|x1A1 + · · ·+ xmAm ⪯ B} (Ai, i = 1, · · · ,m,B ∈ Sp)

是凸集.这由仿射变换f (x) = B − (x1A1 + · · ·+ xmAm)在半正定锥的原像可
以直接得到.

例双曲锥 {
x|xTPx ⩽

(
cTx
)2

, cTx ⩾ 0,P ∈ Sn
+

}
是凸集.
证明: 双曲锥可以转化为二阶锥{

x| ∥Ax∥2 ⩽ cTx, cTx ⩾ 0,ATA = P
}
,

这可以考虑f (x) = (Ax, c⊤x)在二次锥
{
(x, t) |x⊤x ⩽ t2, t ⩾ 0

}
的原像得到,

因此二阶锥、二次锥均为凸集.
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透视变换和分式线性变换的保凸性

▶ 透视变换 P : Rn+1 → R:

P(x, t) = x/t, domP = {(x, t) | t > 0}.

透视变换下凸集的像和原像是凸集。

▶ 分式线性变换 f : Rn → Rm:

f (x) =
Ax + b
cTx + d

, domf = {x | cTx + d > 0}

分式线性变换下凸集的像和原像是凸集。
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适当锥

一个凸锥K ⊆ Rn是适当锥(proper cone),当其还满足
▶ K是闭集;
▶ K是实心的,即intK ̸= ⊘;
▶ K是尖的,即内部不含有直线: 若x ∈ K,−x ∈ K,则一定有x = 0.

例 非负卦限K = Rn
+ = {x ∈ Rn|xi ⩾ 0, i = 1, · · · , n}是适当锥.

例 半正定锥K = Sn
+是适当锥.

例 [0, 1]上的有限非负多项式

K =
{

x ∈ Rn|x1 + x2t + · · ·+ xntn−1 ⩾ 0,∀t ∈ [0, 1]
}

是适当锥.
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广义不等式

广义不等式是一种偏序(不必要保证所有对象都具有可比较性)关系，可以
使用适当锥诱导.

定义

广义不等式 对于适当锥K,定义偏序广义不等式为

x ⪯K y ⇐⇒ y − x ∈ K,

严格偏序广义不等式为

x ≺K y ⇐⇒ y − x ∈ intK.

例 坐标分量不等式(K = Rn
+)

x ⪯Rn
+

y ⇐⇒ yi ⩾ xi.

例 矩阵不等式(K = Sn
+)

X ⪯Sn
+

Y ⇐⇒ Y − X半正定.
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广义不等式的性质

⪯K的诸多性质在R中与⩽类似.

定理

广义不等式的性质 记⪯K是定义于适当锥K上的广义不等式,则
▶ 自反性: x ⪯K x;
▶ 反对称性: 若x ⪯K y且y ⪯K x,则x = y;
▶ 传递性: 若x ⪯K y且y ⪯K z,则x ⪯K z;
▶ 可加性: 若x ⪯K y且u ⪯K v,则x + u ⪯K y + v;
▶ 非负缩放: 若x ⪯K y且α ⩾ 0,则αx ⪯K αy.

利用偏序关系和广义不等式的定义可以轻松证明上述性质.
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对偶锥

设K是一个锥.

定义

对偶锥 令锥K为全空间Ω的子集,则K的对偶锥为

K∗ = {y ∈ Ω| ⟨x, y⟩ ⩾ 0, ∀x ∈ K} .

对偶锥是相对于锥K定义的,因此我们知道锥的同时也可以求出对偶锥.
例 我们在下图中给出了一个R2平面上的一个例子.图中深色区域表示
锥K,根据对偶锥的定义, K∗中的向量和K中所有向量夹角均为锐角或直
角.因此,对偶锥K∗为图中的浅色区域．
注意,在这个例子中, K也为K∗的一部分．
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对偶锥

我们将对偶锥为自身的锥称为自对偶锥

例 K = Rn
+的对偶锥是它本身,因此是自对偶锥.

例(请自证) K = Sn
+的对偶锥是它本身,因此是自对偶锥.

例(请自证) 锥K =
{
(x, t) | ∥x∥p ⩽ t, t > 0, p ⩾ 1

}
的对偶锥是

K∗ =
{
(x, t) | ∥x∥q ⩽ t, t > 0, q ⩾ 1, (p, q)共轭

}
.

例 上例中二次锥的对偶锥是它本身,因此是自对偶锥.
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对偶锥的性质

下面我们简单列举对偶锥满足的性质,这是很重要的.

定理

对偶锥的性质设K是一锥, K∗是其对偶锥,则满足
▶ K∗是锥(哪怕K不是锥也成立);
▶ K∗始终是闭集,且是凸集;
▶ 若intK ̸= ⊘,则K∗是尖的,即内部不含有直线;
▶ 若K的闭包是尖的,则K̊∗ ̸= ⊘;
▶ 若K是适当锥,则K∗是适当锥;
▶ (二次对偶)K∗∗是K的凸包的闭包. 特别,若K是凸且闭的,则K∗∗ = K.
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对偶锥诱导的广义不等式

既然适当锥的对偶锥仍是适当锥,则可以用适当锥K的对偶锥K∗也可以诱
导广义不等式. 我们在下文简称其为"对偶广义不等式".

定义

对偶广义不等式 适当锥的对偶锥K∗可定义广义不等式

x ⪯K∗ y ⇐⇒ y − x ∈ K∗,

其满足性质:
▶ x ⪯K y ⇐⇒ λTx ⩽ λTy, ∀λ ⪰K∗ 0;
▶ y ⪰K∗ 0 ⇐⇒ yTx ⩾ 0, ∀x ⪰K 0.

使用对偶广义不等式的好处是,对偶锥始终是闭且凸的,并可将一个偏序
问题转换为满足一个偏序条件的全序问题.
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分离超平面定理

超平面是空间中一类特殊的凸集(仿射集),可以证明Rn空间中的超平面恰
好是n − 1维的.我们可以用超平面分离不相交的凸集.

定理

分离超平面定理 如果C和D是不相交的凸集,则存在非零向量a和常数b,
使得

aTx ⩽ b,∀x ∈ C,
且

aTx ⩾ b,∀x ∈ D,

即超平面
{

x|aTx = b
}
分离了C和D.

超平面分离定理表明,如果要软划分Rn中的2个凸集,则只需要求得一个
适当的超平面即可. 这在分类问题中属于很容易解决的问题.实际上,如
果有任何一个集合不是凸集,则定理一般不成立,此时我们若要划分不同
的集合,则一般需要使用更加复杂的平面.
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分离超平面的示意

例 下图是R2中的2个凸集,我们使用超平面即可轻松划分.
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分离超平面的示意

例 下图是R2中的两个集合,其中一个不为凸集.我们无法使用超平面对
其划分,而必须使用更加复杂的平面. 这就给划分问题带来了巨大的挑战.
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分离超平面定理证明

这里仅考虑一个特殊情形。假设存在c ∈ C和d ∈ D使得:

∥c − d∥2 = dist(C,D) = inf{∥u − v∥2 | u ∈ C, v ∈ D} > 0.

定义a = d − c, b = (∥d∥2
2 − ∥c∥2

2)/2和

f (x) = aTx − b = (d − c)T(x − (d + c)/2).

以下证: f (x) ≤ 0,∀x ∈ C且f (x) ≥ 0,∀x ∈ D，即给出了分离超平面。

▶ 先证f (x) ≥ 0,∀x ∈ D。其它情形类似。

▶ 假设存在u ∈ D，使得

f (u) = (d − c)T(u − (d + c)/2) < 0.

可以将f (u)写成:

f (u) = (d − c)T(u − d) + ∥d − c∥2
2/2.

Shixiang Chen (USTC) 凸集 42 / 46



43/46

分离超平面定理证明

▶ 因此有：
(d − c)T(u − d) < 0.

▶ 对于t ∈ [0, 1]，构造d与u的凸组合z(t) = d + t(u − d)，因此z(t)也在
集合D里.由于

d
dt
∥z(t)− c∥2

2|t=0 = 2(d − c)T(u − d) < 0,

因此存在充分小的t1 ∈ (0, 1]，使得

∥z(t1)− c∥2 < ∥d − c∥2.

这意味着点z(t1)到c的距离比d近，矛盾。
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严格分离定理

我们在超平面分离时提到了软划分的概念,其表明若集合仅是凸集,则定
理中等号可能成立,即某一凸集与超平面相交(请尝试举一个简单例子).
很多时候进一步要求超平面与任何凸集都不交,为此我们需要加强定理的
条件.

定理

严格分离定理 如果C和D是不相交的凸集,且C是闭集, D是紧集,则存在
非零向量a和常数b,使得

aTx < b,∀x ∈ C,

且
aTx > b,∀x ∈ D,

即超平面
{

x|aTx = b
}
严格分离了C和D.

此定理的退化形式即D退化为单点集{x0}. 此时课本中的定理成立.
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支撑超平面

上述严格分离定理的退化形式要求x0 /∈ C. 当点x0恰好落在C的边界上
时(此时不满足"不相交"的条件),我们可以构造超平面.

定义

支撑超平面 给定集合C以及边界上的点x0,如果a ̸= 0满
足aTx ⩽ aTx0, ∀x ∈ C,那么称集合{

x|aTx = aTx0
}

为C在边界点x0处的支撑超平面.

根据定义,点x0和集合C也被该超平面分开.
从集合上而言,超平面

{
x|aTx = aTx0

}
与集合C在点x0处相切,并且半空

间
{

x|aTx ⩽ aTx0
}
包含C.
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支撑超平面定理

注意根据凸集成立的分离超平面定理,凸集上任何的边界点都满足支撑超
平面存在的条件,则对于凸集成立如下的定理.

定理

支撑超平面定理 若C是凸集,则C的任意边界点处都存在支撑超平面.

支撑超平面定理有非常强的
几何直观:给定一个平面后,
可把凸集边界上的任意一点
当成支撑点,将凸集放在该平
面上.
这也是凸集的特殊性质,一般
的集合甚至无法保证存在平
面上的支撑点.
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梯度

定义 (梯度)
给定函数f : Rn → R，且f在点x的一个邻域内有意义，若存在向量g ∈ Rn

满足

lim
p→0

f (x + p)− f (x)− gTp
∥p∥ = 0,

其中∥ · ∥是任意的向量范数，就称f 在点x处可微（或Fréchet可微）．
此时g称为f 在点x处的梯度，记作∇f (x)．如果对区域D上的每一个点x
都有∇f (x)存在，则称f 在D上可微．

若f 在点x处的梯度存在，在定义式中令p = εei，ei是第i个分量为1的单

位向量，可知∇f (x)的第i个分量为
∂f (x)
∂xi
．因此，

∇f (x) =
[
∂f (x)
∂x1

,
∂f (x)
∂x2

, · · · , ∂f (x)
∂xn

]T

.
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海瑟矩阵

定义 (海瑟矩阵)

如果函数f (x) : Rn → R在点x处的二阶偏导数∂2f (x)
∂xi∂xj

i, j = 1, 2, · · · , n都存
在，则f 在点x处的海瑟矩阵为:

∇2f (x) =




∂2f (x)
∂x2

1

∂2f (x)
∂x1∂x2

∂2f (x)
∂x1∂x3

· · · ∂2f (x)
∂x1∂xn

∂2f (x)
∂x2∂x1

∂2f (x)
∂x2

2

∂2f (x)
∂x2∂x3

· · · ∂2f (x)
∂x2∂xn

...
...

...
...

∂2f (x)
∂xn∂x1

∂2f (x)
∂xn∂x2

∂2f (x)
∂xn∂x3

· · · ∂2f (x)
∂x2

n




当∇2f (x)在区域D上的每个点x处都存在时，称f 在D上二阶可微．
若∇2f (x)在D上还连续，则称f 在D上二阶连续可微，可以证明此时海
瑟矩阵是一个对称矩阵．
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矩阵变量函数的导数

多元函数梯度的定义可以推广到变量是矩阵的情形．对于以m × n矩阵X
为自变量的函数f (X)，若存在矩阵G ∈ Rm×n满足

lim
V→0

f (X + V)− f (X)− ⟨G,V⟩
∥V∥ = 0,

其中∥ · ∥是任意矩阵范数，就称矩阵变量函数f在X处Fréchet可微，
称G为f 在Fréchet可微意义下的梯度．令 ∂f

∂xij
表示f 关于xij 的偏导数．矩

阵变量函数f (X)的梯度为

∇f (x) =




∂f
∂x11

∂f
∂x12

· · · ∂f
∂x1n

∂f
∂x21

∂f
∂x22

· · · ∂f
∂x2n

...
...

...
∂f
∂xm1

∂f
∂xm2

· · · ∂f
∂xmn




.
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矩阵变量函数的导数

在实际应用中，矩阵Fréchet可微的定义和使用往往比较繁琐，为此我们
需要介绍另一种定义——Gâteaux可微．

定义 (Gâteaux可微)
设f (X)为矩阵变量函数，如果对任意方向V ∈ Rm×n，存在矩阵G ∈ Rm×n

满足

lim
t→0

f (X + tV)− f (X)− t ⟨G,V⟩
t

= 0,

则称f 关于X 是Gâteaux可微的．满足上式的G称为f在X处在Gâteaux可
微意义下的梯度．

可以证明，当f是Fréchet可微函数时，f也是Gâteaux可微的，且这两种
意义下的梯度相等．
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矩阵变量函数的导数

▶ 线性函数：f (X) = tr(AXTB)，其中A ∈ Rp×n,B ∈ Rm×p,X ∈ Rm×n

对任意方向V ∈ Rm×n以及t ∈ R，有

lim
t→0

f (X + tV)− f (X)
t

= lim
t→0

tr(A(X + tV)TB)− tr(AXTB)
t

= tr(AVTB) = ⟨BA,V⟩ .
因此，∇f (X) = BA．

▶ 二次函数：f (X,Y) = 1
2∥XY − A∥2

F，其中(X,Y) ∈ Rm×p × Rp×n

对变量Y，取任意方向V以及充分小的t ∈ R，有

f (X,Y + tV)− f (X,Y) =
1
2
∥X(Y + tV)− A∥2

F − 1
2
∥XY − A∥2

F

= ⟨tXV,XY − A⟩+ 1
2

t2∥XV∥2
F

= t
〈
V,XT(XY − A)

〉
+O(t2).

由定义可知 ∂f
∂Y = XT(XY − A)．

对变量X，同理可得 ∂f
∂X = (XY − A)YT．
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矩阵变量函数的导数

▶ ln-det函数：f (X) = ln(det(X)), X ∈ Sn
++，给定X ≻ 0，对任意方

向V ∈ Sn 以及t ∈ R，我们有
f (X + tV)− f (X) = ln(det(X + tV))− ln(det(X))

= ln(det(X1/2(I + tX−1/2VX−1/2)X1/2))− ln(det(X))

= ln(det(I + tX−1/2VX−1/2)).

由于X−1/2VX−1/2是对称矩阵，所以它可以正交对角化，不妨设它的
特征值为λ1, λ2, · · · , λn，则

ln(det(I + tX−1/2VX−1/2)) = ln

n∏

i=1

(1 + tλi)

=

n∑

i=1

ln(1 + tλi) =

n∑

i=1

tλi +O(t2) = t tr(X−1/2VX−1/2) +O(t2)

=t
〈
(X−1)T,V

〉
+O(t2).

因此，我们得到结论∇f (X) = (X−1)T．
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广义实值函数与适当函数

定义 (广义实值函数)

令R def
== R ∪ {±∞}为广义实数空间，则映射f : Rn → R称为广义实值函

数．

和数学分析一样，我们规定

−∞ < a < +∞, ∀ a ∈ R
(+∞) + (+∞) = +∞, +∞+ a = +∞, ∀ a ∈ R.

定义 (适当函数)

给定广义实值函数f 和非空集合X．如果存在x ∈ X 使得f (x) < +∞，并
且对任意的x ∈ X，都有f (x) > −∞，那么称函数f 关于集合X 是适当
的．

概括来说，适当函数f的特点是“至少有一处取值不为正无穷”，以及“处处
取值不为负无穷”．
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下水平集与上方图

定义 (α-下水平集)

对于广义实值函数f : Rn → R，

Cα = {x | f (x) ≤ α }

称为f 的α-下水平集．

定义 (上方图)

对于广义实值函数f : Rn → R，

epi f = { (x, t) ∈ Rn+1 |f (x) ≤ t}

称为f 的上方图．
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闭函数

定义 (闭函数)

设f : Rn → R为广义实值函数，若epi f为闭集，则称f为闭函数．

gg

Figure:函数f和其上方图epi f
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下半连续函数

定义 (下半连续函数)

设广义实值函数f : Rn → R，若对任意的x ∈ Rn，有

lim inf
y→x

f (y) ≥ f (x),

则f (x)为下半连续函数．

Figure:下半连续函数f (x)Shixiang Chen (USTC) 凸函数 12 / 53
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闭函数与下半连续函数

虽然表面上看这两种函数的定义方式截然不同，但闭函数和下半连续函
数是等价的．

定理

设广义适当实值函数f : Rn → R，则以下命题等价：
1 f (x)的任意α-下水平集都是闭集；
2 f (x)是下半连续的；
3 f (x)是闭函数．

适当性在这里保证了下水平集定义有意义。
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闭函数与下半连续函数

闭（下半连续）函数间的简单运算会保持原有性质:
▶ 加法:若f 与g均为适当的闭（下半连续）函数，并
且dom f ∩ dom g ̸= ∅，则f + g也是闭（下半连续）函数．其中适当
函数的条件是为了避免出现未定式(−∞) + (+∞)的情况；

▶ 仿射映射的复合: 若f 为闭（下半连续）函数,则f (Ax + b)也为闭
（下半连续）函数；

▶ 取上确界:若每一个函数fα 均为闭（下半连续）函数，则supα fα(x)
也为闭（下半连续）函数．
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提纲

1 基础知识

2 凸函数的定义与性质

3 保凸的运算

4 凸函数的推广
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凸函数的定义

定义 (凸函数)
f : Rn → R为适当函数，如果dom f 是凸集，且

f (θx + (1 − θ)y) ≤ θf (x) + (1 − θ)f (y)

对所有x, y ∈ dom f , 0 ≤ θ ≤ 1都成立，则称f 是凸函数

Definition

f : Rn → R is convex if dom f is a convex set and

f(θx+ (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y)

for all x, y ∈ dom f , 0 ≤ θ ≤ 1

(x, f(x))

(y, f(y))

• f is concave if −f is convex

• f is strictly convex if dom f is convex and

f(θx+ (1− θ)y) < θf(x) + (1− θ)f(y)

for x, y ∈ dom f , x 6= y, 0 < θ < 1

Convex functions 3–2

▶ 若f 是凸函数，则称−f 是凹函数

▶ 若对所有x, y ∈ dom f , x ̸= y, 0 < θ < 1，有

f (θx + (1 − θ)y) < θf (x) + (1 − θ)f (y)

则称f 是严格凸函数
Shixiang Chen (USTC) 凸函数 16 / 53
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一元凸函数的例子

凸函数:

▶ 仿射函数: 对任意a, b ∈ R，ax + b是R上的凸函数

▶ 指数函数: 对任意a ∈ R，eax 是R上的凸函数

▶ 幂函数: 对α ≥ 1或α ≤ 0，xα 是R++上的凸函数

▶ 绝对值的幂:对p ≥ 1，|x|p 是R上的凸函数

▶ 负熵: x log x是R++上的凸函数

凹函数:

▶ 仿射函数: 对任意a, b ∈ R，ax + b是R上的凹函数

▶ 幂函数: 对0 ≤ α ≤ 1，xα 是R++上的凹函数

▶ 对数函数: log x是R++上的凹函数
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多元凸函数的例子

所有的仿射函数既是凸函数，又是凹函数。所有的范数都是凸函数。

欧氏空间Rn中的例子

▶ 仿射函数: f (x) = aTx + b

▶ 范数: ∥x∥p = (
∑n

i=1 |xi|p)1/p (p ≥ 1)；特别地，∥x∥∞ = maxk |xk|

矩阵空间Rm×n中的例子

▶ 仿射函数:

f (X) = tr(ATX) + b =

m∑

i=1

n∑

j=1

AijXij + b

▶ 谱范数:
f (X) = ∥X∥2 = σmax(X) = (λmax(XTX))1/2
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强凸函数

强凸函数比凸函数具有更好的性质。

▶ 定义1: 若存在常数m > 0，使得

g(x) = f (x)− m
2
∥x∥2

为凸函数，则称f (x)为强凸函数，其中m为强凸参数．为了方便我们
也称f (x)为m-强凸函数．

▶ 定义2: 若存在常数m > 0，使得对任意x, y ∈ domf以及θ ∈ (0, 1)，有

f (θx + (1 − θy)) ≤ θf (x) + (1 − θ)f (y)− m
2
θ(1 − θ)∥x − y∥2,

则称f (x)为强凸函数，其中m为强凸参数．

▶ 设f为强凸函数且存在最小值，则f的最小值点唯一．（想一想为什
么强凸函数不一定有最小值？）

Shixiang Chen (USTC) 凸函数 19 / 53



20/53

凸函数判定定理

将函数限制在任意直线上，然后判断对应的一维函数是否是凸的.

定理

f : Rn → R是凸函数，当且仅当对每个x ∈ dom f , v ∈ Rn，函数g : R → R
是关于t的凸函数

g(t) = f (x + tv), dom g = {t|x + tv ∈ dom f}

Shixiang Chen (USTC) 凸函数 20 / 53



21/53

凸函数判定定理

Proof.
必要性:设f (x)是凸函数，要证g(t) = f (x + tv)是凸函数．先说明domg是凸
集．对任意的t1, t2 ∈ domg以及θ ∈ (0, 1)，

x + t1v ∈ domf , x + t2v ∈ domf

由domf是凸集可知x + (θt1 + (1 − θ)t2)v ∈ domf ,
这说明θt1 + (1 − θ)t2 ∈ domg，即domg是凸集．此外，我们有

g(θt1 + (1 − θ)t2) = f (x + (θt1 + (1 − θ)t2)v)

= f (θ(x + t1v) + (1 − θ)(x + t2v))

≤ θf (x + t1v) + (1 − θ)f (x + t2v)

= θg(t1) + (1 − θ)g(t2).

结合以上两点得到函数g(t)是凸函数．
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凸函数判定定理

Proof.
充分性:先说明domf是凸集，取v = y − x，以及t1 = 0, t2 = 1，由domg是
凸集可知θ · 0 + (1 − θ) · 1 ∈ domg，即θx + (1 − θ)y ∈ domf，这说
明domf是凸集．再根据g(t) = f (x + tv)的凸性，我们有

g(1 − θ) = g(θt1 + (1 − θ)t2)

≤ θg(t1) + (1 − θ)g(t2)

= θg(0) + (1 − θ)g(1)

= θf (x) + (1 − θ)f (y).

而等式左边有

g(1 − θ) = f (x + (1 − θ)(y − x)) = f (θx + (1 − θ)y),

这说明f (x)是凸函数．
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上方图

定理

函数f (x)为凸函数当且仅当其上方图epif是凸集．

Proof.
必要性：若f为凸函数，则对任意(x1, y1), (x2, y2) ∈ epif , t ∈ [0, 1],

ty1 + (1 − t)y2 ≥ tf (x1) + (1 − t)f (x2) ≥ f (tx1 + (1 − t)x2),

故(tx1 + (1 − t)x2, ty1 + (1 − t)y2) ∈ epif , t ∈ [0, 1].
充分性：若epif是凸集，则对任意x1, x2 ∈ dom f , t ∈ [0, 1],

(tx1 + (1 − t)x2, tf (x1) + (1 − t)f (x2)) ∈ epif ⇒
f (tx1 + (1 − t)x2) ≤ tf (x1) + (1 − t)f (x2).
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一阶条件

定理

一阶条件：对于定义在凸集上的可微函数f ，f 是凸函数当且仅当

f (y) ≥ f (x) +∇f (x)T(y − x) ∀x, y ∈ dom f

First-order condition

f is differentiable if dom f is open and the gradient

∇f(x) =

(
∂f(x)

∂x1
,
∂f(x)

∂x2
, . . . ,

∂f(x)

∂xn

)

exists at each x ∈ dom f

1st-order condition: differentiable f with convex domain is convex iff

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x) for all x, y ∈ dom f

(x, f(x))

f(y)

f(x) + ∇f(x)T (y − x)

first-order approximation of f is global underestimator

Convex functions 3–7

几何直观：f的一阶逼近始终在f的图像下方
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一阶条件

Proof.
必要性：设f是凸函数，则对于任意的x, y ∈ domf以及t ∈ (0, 1)，有

tf (y) + (1 − t)f (x) ≥ f (x + t(y − x)).

将上式移项，两边同时除以t，注意t > 0，则

f (y)− f (x) ≥ f (x + t(y − x))− f (x)
t

.

令t → 0，由极限保号性可得

f (y)− f (x) ≥ lim
t→0

f (x + t(y − x))− f (x)
t

= ∇f (x)T(y − x).

这里最后一个等式成立是由于方向导数的性质．

Shixiang Chen (USTC) 凸函数 25 / 53



26/53

一阶条件

Proof.
充分性：对任意的x, y ∈ domf以及任意的t ∈ (0, 1)，定
义z = tx + (1 − t)y，应用两次一阶条件我们有

f (x) ≥ f (z) +∇f (z)T(x − z),

f (y) ≥ f (z) +∇f (z)T(y − z).

将上述第一个不等式两边同时乘t，第二个不等式两边同时乘1 − t，相加
得

tf (x) + (1 − t)f (y) ≥ f (z) + 0.

这正是凸函数的定义，因此充分性成立．

Shixiang Chen (USTC) 凸函数 26 / 53



27/53

梯度单调性

定理

设f为可微函数，则f为凸函数当且仅当domf为凸集且∇f为单调映射，

(∇f (x)−∇f (y))T(x − y) ≥ 0, ∀ x, y ∈ domf .

Proof.
必要性：若f可微且为凸函数，根据一阶条件，我们有

f (y) ≥ f (x) +∇f (x)T(y − x),

f (x) ≥ f (y) +∇f (y)T(x − y).

将两式不等号左右两边相加即可得到结论．
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梯度单调性

Proof.
充分性：若∇f为单调映射，构造一元辅助函数

g(t) = f (x + t(y − x)), g′(t) = ∇f (x + t(y − x))T(y − x)

由∇f的单调性可知t(g′(t)− g′(0)) ≥ 0,∀ t ≥ 0．因此

g′(t) ≥ g′(0)

故

f (y) = g(1) = g(0) +
∫ 1

0
g′(t)dt

≥ g(0) + g′(0) = f (x) +∇f (x)T(y − x).

最后由一阶条件得证。
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二阶条件

定理

二阶条件：设f 为定义在凸集上的二阶连续可微函数

▶ f 是凸函数当且仅当

∇2f (x) ⪰ 0 ∀x ∈ dom f

▶ 如果∇2f (x) ≻ 0 ∀x ∈ dom f ，则f 是严格凸函数

例：二次函数f (x) = (1/2)xTPx + qTx + r (其中P ∈ Sn)

∇f (x) = Px + q, ∇2f (x) = P

f 是凸函数当且仅当P ⪰ 0
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二阶条件

Proof.
必要性：反设f (x)在点x处的海瑟矩阵∇2f (x) ̸⪰ 0，即存在非零向
量v ∈ Rn使得vT∇2f (x)v < 0．根据佩亚诺（Peano）余项的泰勒展开，

f (x + tv) = f (x) + t∇f (x)Tv +
t2

2
vT∇2f (x)v + o(t2).

移项后等式两边同时除以t2，

f (x + tv)− f (x)− t∇f (x)Tv
t2 =

1
2

vT∇2f (x)v + o(1).

当t充分小时，
f (x + tv)− f (x)− t∇f (x)Tv

t2 < 0,

这显然和一阶条件矛盾，因此必有∇2f (x) ⪰ 0成立．
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二阶条件

Proof.
充分性：设f (x)满足二阶条件∇2f (x) ⪰ 0，对任意x, y ∈ domf，根据泰勒
展开，

f (y) = f (x) +∇f (x)T(y − x) +
1
2
(y − x)T∇2f (x + t(y − x))(y − x),

其中t ∈ (0, 1)是和x, y有关的常数．由半正定性可知对任意x, y ∈ domf有

f (y) ≥ f (x) +∇f (x)T(y − x).

由凸函数判定的一阶条件知f为凸函数．进一步，若∇2f (x) ≻ 0，上式中
不等号严格成立（x ̸= y）．利用一阶条件的充分性的证明过程可
得f (x)为严格凸函数．
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二阶条件的应用

最小二乘函数：f (x) = ∥Ax − b∥2
2

∇f (x) = 2AT(Ax − b), ∇2f (x) = 2ATA

对任意A，f都是凸函数

Examples

quadratic function: f(x) = (1/2)xTPx+ qTx+ r (with P ∈ Sn)

∇f(x) = Px+ q, ∇2f(x) = P

convex if P � 0

least-squares objective: f(x) = ‖Ax− b‖22

∇f(x) = 2AT (Ax− b), ∇2f(x) = 2ATA

convex (for any A)

quadratic-over-linear: f(x, y) = x2/y

∇2f(x, y) =
2

y3

[
y
−x

] [
y
−x

]T
� 0

convex for y > 0 xy

f
(x

,
y
)

−2

0

2

0

1

2
0

1

2

Convex functions 3–9

quadratic-over-linear函数: f (x, y) = x2/y

∇2f (x, y) =
2
y3

[
y
−x

] [
y
−x

]T

⪰ 0

是区域{(x, y) | y > 0}上的凸函数
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log-sum-exp函数: f (x) = log
∑n

k=1 exp xk 是凸函数

∇2f (x) =
1

1Tz
diag(z)− 1

(1Tz)2 zzT (zk = exp xk)

要证明∇2f (x) ⪰ 0，我们只需证明对任意v, vT∇2f (x)v ≥ 0，即

vT∇2f (x)v =
(
∑

k zkv2
k)(

∑
k zk)− (

∑
k vkzk)

2

(
∑

k zk)2 ≥ 0

由柯西不等式，得(
∑

k vkzk)
2 ≤ (

∑
k zkv2

k)(
∑

k zk)，因此f是凸函数

几何平均: f (x) = (
∏n

k=1 xk)
1/n(x ∈ Rn

++)是凹函数
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f (X) = − log detX 是凸函数，其中dom f = Sn
++ . 任取X ≻ 0以及方

向V ∈ Sn，将f 限制在直线X + tV（t满足X + tV ≻ 0）上，那么

g(t) = − log det(X + tV) = − log detX − log det(I + tX−1/2VX−1/2)

= − log detX −
n∑

i=1

log(1 + tλi)

其中λi 是X−1/2VX−1/2 第i个特征值. 对每个X ≻ 0以及方向V，g关于t是
凸的,这是因为g′(t) = −∑n

i=1
λi

1+tλi
, g′′(t) = λ2

i
(1+tλi)2，因此f 是凸的.
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Jensen不等式

基础Jensen不等式: 设f 是凸函数，则对于0 ≤ θ ≤ 1,

f (θx + (1 − θ)y) ≤ θf (x) + (1 − θ)f (y)

概率Jensen不等式: 设f 是凸函数，则对任意随机变量z

f (Ez) ≤ Ef (z)

基础Jensen不等式可以视为概率Jensen不等式在两点分布下的特殊情
况

prob(z = x) = θ, prob(z = y) = 1 − θ
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提纲

1 基础知识

2 凸函数的定义与性质

3 保凸的运算

4 凸函数的推广
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保凸的运算

验证一个函数f 是凸函数的方法：

1 直接研究f 的上方图epi f

2 用定义验证（通常将函数限制在一条直线上）

3 利用一阶条件、二阶条件

4 说明f 可由简单的凸函数通过一些保凸的运算得到
▶ 非负加权和
▶ 与仿射函数的复合
▶ 逐点取最大值
▶ 与标量、向量函数的复合
▶ 取下确界
▶ 透视函数
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非负加权和与仿射函数的复合

非负数乘:若f 是凸函数，则αf 是凸函数，其中α ≥ 0.

求和:若f1, f2 是凸函数，则f1 + f2 是凸函数.

与仿射函数的复合: 若f 是凸函数，则f (Ax + b)是凸函数.

例子

▶ 线性不等式的对数障碍函数

f (x) = −
m∑

i=1

log(bi − aT
i x), dom f = {x|aT

i x < bi, i = 1, ...,m}

▶ 仿射函数的（任意）范数：f (x) = ∥Ax + b∥
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逐点取最大值

若f1, ..., fm 是凸函数，则f (x) = max{f1(x), ..., fm(x)}是凸函数

例子

▶ 分段线性函数：f (x) = maxi=1,...,m(aT
i x + bi)是凸函数

▶ x ∈ Rn的前r 个最大分量之和：

f (x) = x[1] + x[2] + · · ·+ x[r]

是凸函数(x[i] 为x的从大到小排列的第i个分量)

事实上，f (x)可以写成如下多个线性函数取最大值的形式：

f (x) = max{xi1 + xi2 + · · ·+ xir |1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n}
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逐点取上界

若对每个y ∈ A，f (x, y)是关于x的凸函数，则

g(x) = sup
y∈A

f (x, y)

是凸函数

例子

▶ 集合C的支撑函数：SC(x) = supy∈C yTx是凸函数

▶ 集合C点到给定点x的最远距离：

f (x) = sup
y∈C

∥x − y∥

▶ 对称矩阵X ∈ Sn的最大特征值

λmax(X) = sup
∥y∥2=1

yTXy
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与标量函数的复合

给定函数g : Rn → R和h : R → R,

f (x) = h(g(x))

若
g是凸函数, h是凸函数, h̃单调不减
g是凹函数, h是凸函数, h̃单调不增

，那么f是凸函数

▶ 对n = 1，g, h均可微的情形，我们给出简证

f ′′(x) = h′′(g(x))g′(x)2 + h′(g(x))g′′(x)

▶ 注意：必须是h̃满足单调不减/不增的条件；如果仅是h满足单调不
减/不增的条件，存在反例

推论

▶ 如果g是凸函数，则exp g(x)是凸函数

▶ 如果g是正值凹函数，则1/g(x)是凸函数
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与向量函数的复合

给定函数g : Rn → Rk和h : Rk → R:

f (x) = h(g(x)) = h(g1(x), g2(x), ..., gk(x))

若
gi 是凸函数, h是凸函数, h̃关于每个分量单调不减
gi 是凹函数, h是凸函数, h̃关于每个分量单调不增

，那么f是凸函数

对n = 1，g, h均可微的情形，我们给出简证

f ′′(x) = g′(x)T∇2h(g(x))g′(x) +∇h(g(x))Tg′′(x)

推论

▶ 如果gi 是正值凹函数，则
∑m

i=1 log gi(x)是凹函数

▶ 如果gi 是凸函数，则log
∑m

i=1 exp gi(x)是凸函数
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取下确界

若f (x, y)关于(x, y)整体是凸函数，C是凸集，则

g(x) = inf
y∈C

f (x, y)

是凸函数.

例子

▶ 考虑函数f (x, y) = xTAx + 2xTBy + yTCy，海瑟矩阵满足
[

A B
BT C

]
⪰ 0, 并且C ≻ 0,

则f (x, y)为凸函数.对y求最小值得

g(x) = inf
y

f (x, y) = xT(A − BC−1BT)x,

因此g是凸函数.进一步地，A的Schur补A − BC−1BT ⪰ 0

▶ 点x到凸集S的距离dist(x, S) = infy∈S ∥x − y∥是凸函数
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透视函数

定义f : Rn → R的透视函数 g : Rn × R → R,

g(x, t) = tf (x/t), dom g = {(x, t)|x/t ∈ dom f , t > 0}

若f 是凸函数，则g是凸函数.

例子

▶ f (x) = xTx是凸函数，因此g(x, t) = xTx/t是区域{(x, t) | t > 0}上的凸
函数

▶ f (x) = − log x是凸函数，因此相对熵函
数g(x, t) = t log t − t log x是R2

++上的凸函数

▶ 若f 是凸函数，那么

g(x) = (cTx + d)f
(
(Ax + b)/(cTx + d)

)

是区域{x|cTx + d > 0, (Ax + b)/(cTx + d) ∈ dom f}上的凸函数
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共轭函数

适当函数f的共轭函数定义为

f ∗(y) = sup
x∈dom f

(yTx − f (x))

▶ 几何意义：如下图所示，给定斜率y,线性函数y⊤x与函数的最大差
值。

▶ f ∗ 恒为凸函数，无论f 是否是凸函数

The conjugate function

the conjugate of a function f is

f∗(y) = sup
x∈dom f

(yTx− f(x))

f(x)

(0,−f∗(y))

xy

x

• f∗ is convex (even if f is not)

• will be useful in chapter 5

Convex functions 3–21
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例子

▶ 负对数f (x) = − log x

f ∗(y) = sup
x>0

(xy + log x)

=

{
−1 − log(−y) y < 0
∞ 其他

▶ 强凸二次函数f (x) = (1/2)xTQx, Q ∈ Sn
++

f ∗(y) = sup
x
(yTx − (1/2)xTQx)

=
1
2

yTQ−1y
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提纲

1 基础知识

2 凸函数的定义与性质

3 保凸的运算

4 凸函数的推广
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拟凸函数

f : Rn → R称为拟凸的，如果dom f 是凸集，并且下水平集

Sα = {x ∈ dom f |f (x) ≤ α}

对任意α都是凸的

Quasiconvex functions

f : Rn → R is quasiconvex if dom f is convex and the sublevel sets

Sα = {x ∈ dom f | f(x) ≤ α}

are convex for all α

α

β

a b c

• f is quasiconcave if −f is quasiconvex

• f is quasilinear if it is quasiconvex and quasiconcave

Convex functions 3–23

▶ 若f 是拟凸的，则称−f是拟凹的

▶ 若f既是拟凸的，又是拟凹的，则称f是拟线性的
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拟凸、凹函数的例子

▶
√
|x|是R上的拟凸函数

▶ ceil(x) = inf{z ∈ Z|z ≥ x}是拟线性的
▶ log x是R++上的拟线性函数

▶ f (x1, x2) = x1x2 是R2
++上的拟凹函数

▶ 分式线性函数

f (x) =
aTx + b
cTx + d

, dom f = {x|cTx + d > 0}

是拟线性的

▶ 距离比值函数

f (x) =
∥x − a∥2

∥x − b∥2
, dom f = {x| ∥x − a∥2 ≤ ∥x − b∥2}

是拟凸的
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拟凸函数的性质

类Jensen不等式: 对拟凸函数f

0 ≤ θ ≤ 1 =⇒ f (θx + (1 − θ)y) ≤ max{f (x), f (y)}

一阶条件: 定义在凸集上的可微函数f 是拟凸的，当且仅当

f (y) ≤ f (x) =⇒ ∇f (x)T(y − x) ≤ 0

Properties

modified Jensen inequality: for quasiconvex f

0 ≤ θ ≤ 1 =⇒ f(θx+ (1− θ)y) ≤ max{f(x), f(y)}

first-order condition: differentiable f with cvx domain is quasiconvex iff

f(y) ≤ f(x) =⇒ ∇f(x)T (y − x) ≤ 0

x
∇f(x)

sums of quasiconvex functions are not necessarily quasiconvex

Convex functions 3–26

注：拟凸函数的和不一定是拟凸函数
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对数凸函数

如果正值函数f满足log f 是凸函数，则f称为对数凸函数，即

f (θx + (1 − θ)y) ≤ f (x)θf (y)1−θ for 0 ≤ θ ≤ 1.

如果log f 是凹函数，则f 称为对数凹函数，

▶ 幂函数：当a ≤ 0时，xa 是R++ 上的对数凸函数；当a ≥ 0，xa

是R++ 上的对数凹函数

▶ 许多常见的概率密度函数是对数凹函数，例如正态分布

f (x) =
1√

(2π)n detΣ
e−

1
2 (x−x̄)TΣ−1(x−x̄)

▶ 高斯分布的累计分布函数Φ是对数凹函数

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du
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对数凸、凹函数的性质

▶ 定义在凸集上的二阶可微函数f是对数凹的，当且仅当

f (x)∇2f (x) ⪯ ∇f (x)∇f (x)T

对任意x ∈ dom f成立

▶ 对数凹函数的乘积仍为对数凹函数

▶ 对数凹函数的和不一定为对数凹函数

▶ 若f : Rn × Rm → R是对数凹函数，那么

g(x) =
∫

f (x, y)dy

是对数凹函数
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广义不等式意义下的凸函数

f : Rn → Rm 称为K-凸函数: 如果dom f 是凸集，并且

f (θx + (1 − θ)y) ⪯K θf (x) + (1 − θ)f (y)

对任意x, y ∈ dom f , 0 ≤ θ ≤ 1成立

例子 f : Sm → Sm, f (X) = X2 是Sm
+-凸函数

证明：对固定的z ∈ Rm, zTX2z = ∥Xz∥2
2 关于X是凸函数，即

zT(θX + (1 − θ)Y)2z ≤ θzTX2z + (1 − θ)zTY2z

对任意X,Y ∈ Sm, 0 ≤ θ ≤ 1成立.

因此(θX + (1 − θ)Y)2 ⪯ θX2 + (1 − θ)Y2
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典型优化问题简介

先回顾一下最优化问题的一般形式:

min f (x)

s.t. ci(x) ≤ 0, i = 1, · · · ,m
ci(x) = 0, i = m + 1, · · · ,m + l.

▶ 按照目标和约束函数的简易程度分，可以分为线性规划和非线性规
划．线性规划是指所有的目标函数和约束函数都是线性的，非线性
规划是指目标函数和约束函数中至少有一个是非线性的

▶ 另外也可按照问题最优解的性质，分为凸优化问题与非凸优化问
题．凸优化问题的任何稳定点都是全局极小点，非凸优化问题的稳
定点则可能是局部极小点，全局极小点甚至是鞍点．
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提纲

1 凸优化

2 线性规划

3 二次锥规划

4 半定规划

5 典型优化算法软件与优化模型语言
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凸优化问题

标准形式的凸优化问题

min f0(x)

s.t. fi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m

aT
i x = bi, i = 1, ..., p

▶ f0, f1, ..., fm 凸函数;线性等式约束

▶ 拟凸问题：如果f0 是拟凸(且f1, ..., fm 为凸函数)
经常写成：

min f0(x)

s.t. fi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m

Ax = b

重要性质：凸问题的可行集为凸集.
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例子

值得注意的是，优化问题性质和其定义的形式有关，例如

min f0(x) = x2
1 + x2

2

s.t. f1(x) = x1/(1 + x2
2) ≤ 0

h1(x) = (x1 + x2)
2 = 0

▶ f0 凸函数;可行集{(x1, x2)|x1 = −x2 ≤ 0}为凸集
▶ 根据我们定义不是凸问题: f1 非凸, h1 不是线性函数

▶ 等价于(但不完全相等)凸优化问题：

min x2
1 + x2

2

s.t. x1 ≤ 0

x1 + x2 = 0
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局部和全局极小

定理

凸优化问题的任意局部极小点都是全局最优

证明 : 假设x是局部极小，y全局最优且f0(y) < f0(x).
x局部最优意味着存在R > 0使得

z可行, ∥z − x∥2 ≤ R =⇒ f0(z) ≥ f0(x).

考虑z = θy + (1 − θ)x且θ = R/(2∥y − x∥2)

▶ ∥y − x∥2 > R,因此0 < θ < 1/2

▶ z是两个可行点的凸组合，因此也可行。

▶ ∥z − x∥2 = R/2，并且

f0(z) ≤ θf0(x) + (1 − θ)f0(y) < f0(x),

这与x是局部极小的假设矛盾.
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提纲

1 凸优化

2 线性规划

3 二次锥规划

4 半定规划

5 典型优化算法软件与优化模型语言
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线性规划基本形式

线性规划问题的一般形式如下：

min
x∈Rn

cTx,

s.t. Ax = b,

Gx ≤ e,

(1)

其中c ∈ Rn,A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,G ∈ Rp×n 和e ∈ Rp 是给定的矩阵和向
量，x ∈ Rn 是决策变量．在实际中，由于其他形式都可进行转化，故考
虑问题(1)的两种特殊形式：标准形式

min
x∈Rn

cTx,

s.t. Ax = b,

x ≥ 0,

(2)

以及不等式形式
max
y∈Rn

bTy,

s.t. ATy ≤ c.
(3)
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线性规划的发展

▶ 线性规划（Linear Programming, LP）是数学优化的一个重要分
支，旨在最大化或最小化线性目标函数，同时受到线性不等式（称
为约束条件）的限制。它是由俄国数学家Leonid Kantorovich和美国
数学家George Dantzig在20世纪40年代独立发展的。

▶ 早期发展：1939年，Kantorovich发表了关于线性规划理论的论文。
他提出了一种用于资源分配的方法，后来这种方法被称为线性规
划。

▶ 单纯形法：1947年，George Dantzig发明了单纯形法，这是解决线
性规划问题的第一个有效的算法，标志着线性规划作为一门学科的
诞生。

▶ 后续发展：随后几十年中，线性规划领域经历了迅速发展，包括理
论的深化、算法的改进，以及与其他数学领域的交叉融合，如对偶
理论和内点法等。
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应用场景：

线性规划广泛应用于各个领域，包括但不限于：

▶ 经济学：资源分配、成本最小化、利润最大化等。

▶ 军事：在第二次世界大战中用于军事物资的分配和后勤计划。

▶ 生产与制造：产品混合选择、生产计划、物流等。

▶ 服务行业：人力资源规划、运输路线设计、网络设计等。

▶ 金融：投资组合优化、风险管理等。
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线性规划的应用：运输问题

▶ 令xij 为从港口Pi 运输到市场Mj 的商品数量，总的运输代价为

I∑
i=1

J∑
j=1

xijbij. (4)

▶ 港口Pi 总输出量为
∑J

j=1 xij，因为港口Pi 存有的商量总量为si，所以

J∑
j=1

xij = si, i = 1, 2, · · · , I. (5)

▶ 市场Mj 总输入量为
∑I

i=1 xij，因为市场Mj 的需求量为rj，所以

I∑
i=1

xij = rj, j = 1, 2, · · · , J. (6)

▶ 因为运输量是非负的，所以

xij ≥ 0, i = 1, 2, · · · , I, j = 1, 2, · · · , J. (7)
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线性规划的应用：运输问题

因此，想要在约束(5)—(7)成立的情况下极小化(4)式．针对决策变量
的I × J 矩阵(xij)，可以得到如下线性规划问题：

min
x

I∑
i=1

J∑
j=1

xijbij,

s.t.
J∑

j=1

xij = si, i = 1, 2, · · · , I,

I∑
i=1

xij = rj, j = 1, 2, · · · , J,

xij ≥ 0, i = 1, 2, · · · , I, j = 1, 2, · · · , J.
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基追踪问题

基追踪问题是压缩感知中的一个基本问题，可以写为

min
x∈Rn

∥x∥1,

s.t. Ax = b.
(8)

对每个|xi|引入一个新的变量zi，可以将问题(8)转化为

min
z∈Rn

n∑
i=1

zi,

s.t. Ax = b,

− zi ≤ xi ≤ zi, i = 1, 2, · · · , n,

(9)

这是一个线性规划问题．
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基追踪问题

▶ 除此之外，也可以引入xi的正部和负部,其中x+i = max{xi, 0},
x−i = max{−xi, 0}..

▶ 利用xi = x+i − x−i , |xi| = x+i + x−i ，则问题(8)转化为的另外一种等价
的线性规划形式可以写成

min
x+,x−∈Rn

n∑
i=1

(x+i + x−i ),

s.t. Ax+ − Ax− = b,

x+, x− ≥ 0.

可以看出这也是一个线性规划问题，且与原问题等价.
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数据拟合

在数据拟合中，除了常用的最小二乘模型外，还有最小ℓ1 范数模型

min
x∈Rn

∥Ax − b∥1, (10)

和最小ℓ∞ 范数模型
min
x∈Rn

∥Ax − b∥∞. (11)

这两个问题都可以转化成线性规划的形式．

▶ 对于问题(10)，通过引入变量y = Ax − b，可以得到如下等价问题：

min
x,y∈Rn

∥y∥1,

s.t. y = Ax − b.

▶ 利用基追踪问题中类似的技巧，可以将上述绝对值优化问题转化成
线性规划问题．
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数据拟合

▶ 对于问题(11)，令t = ∥Ax − b∥∞，则得到等价问题

min
x∈Rn, t∈R

t,

s.t. ∥Ax − b∥∞ ≤ t.

▶ 利用ℓ∞ 范数的定义，可以进一步写为

min
x∈Rn, t∈R

t,

s.t. − t1 ≤ Ax − b ≤ t1,

这是一个线性规划问题．
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多面体的切比雪夫中心

多面体的

P = {x|aT
i x ≤ bi, i = 1, ...,m}

的切比雪夫中心即为其最大半径内
接球的球心

B = {xc + u| ∥u∥2 ≤ r}

20/66

Chebyshev center of a polyhedron

Chebyshev center of

P = {x|aT
i x ≤ bi, i = 1, ...,m}

is center of largest inscribed ball

B = {xc + u| ‖u‖2 ≤ r}

Chebyshev center of a polyhedron

Chebyshev center of

P = {x | aTi x ≤ bi, i = 1, . . . ,m}

is center of largest inscribed ball

B = {xc + u | ‖u‖2 ≤ r}

xchebxcheb

• aTi x ≤ bi for all x ∈ B if and only if

sup{aTi (xc + u) | ‖u‖2 ≤ r} = aTi xc + r‖ai‖2 ≤ bi

• hence, xc, r can be determined by solving the LP

maximize r
subject to aTi xc + r‖ai‖2 ≤ bi, i = 1, . . . ,m

Convex optimization problems 4–19

aT
i x ≤ bi for all x ∈ B if and only if

sup{aT
i (xc + u)| ‖u‖2 ≤ r} = aT

i xc + r‖ai‖2 ≤ bi

hence, xc, r can be determined by solving the LP

max r

s.t. aT
i xc + r‖ai‖2 ≤ bi, i = 1, ...,m

▶ aT
i x ≤ bi 对∀ x ∈ B 当且仅当

sup{aT
i (xc + u)| ∥u∥2 ≤ r} = aT

i xc + r∥ai∥2 ≤ bi

▶ 因此, xc, r 可以用LP方式求解

max
xc,r

r

s.t. aT
i xc + r∥ai∥2 ≤ bi, i = 1, ...,m
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分式线性问题

min f0(x)

s.t. Gx ≤ h,Ax = b
(12)

分式线性函数：

f0 =
cTx + d
eTx + f

, domf0(x) = {x|eTx + f > 0} (13)

则该问题等价于一个线性问题：

min cTy + dz

s.t. Gy ≤ hz

Ay = bz

eTy + fz = 1

z ≥ 0

(14)
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提纲

1 凸优化

2 线性规划

3 二次锥规划

4 半定规划

5 典型优化算法软件与优化模型语言
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二次规划问题

min
1
2

xTPx + qTx + r

s.t. Gx ≤ h

Ax = b

(15)

▶ P ∈ Sn
+,故目标函数是二次的

▶ 在一个多面体内最小化一个二次凸问题

24/66

Quadratic program (QP)

min (1/2)xTPx + qTx + r

s.t. Gx ≤ h

Ax = b

P ∈ Sn
+ , so objective is convex quadratic

minimize a convex quadratic function over a polyhedron

Quadratic program (QP)

minimize (1/2)xTPx+ qTx+ r
subject to Gx � h

Ax = b

• P ∈ Sn
+, so objective is convex quadratic

• minimize a convex quadratic function over a polyhedron

P

x⋆

−∇f0(x
⋆)

Convex optimization problems 4–22
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二次规划的应用

▶ 最小二乘问题：
min ∥Ax − b∥2

2 (16)

▶ 该问题的解析解为x∗ = A†b (其中A†为广义逆)
▶ 随机线性规划

min c̄Tx + γxTΣx = EcTx + γvar(cTx)

s.t. Gx ≤ h, Ax = b

▶ c是随机向量并且均值为c̄，方差为Σ

▶ cTx均值为c̄Tx ,方差为xTΣx

▶ γ > 0为风险参数,控制预期成本与风险.
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带有二次约束的二次规划问题(QCQP)

考虑带有二次约束的二次规划问题：

min (1/2)xTP0x + qT
0 x + r0

s.t. (1/2)xTPix + qT
i x + ri ≤ 0, i = 1, ...,m

Ax = b

▶ Pi ∈ Sn
+ ;即目标函数与约束均为二次凸的

▶ 如果P1, ...,Pm ∈ Sn
++,则可行域为m个椭球与一个仿射集的交集.
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广义不等式约束

▶ 凸问题的广义不等式约束

min f0(x)

s.t. fi(x) ⪯Ki 0, i = 1, ...,m

Ax = b

▶ f0 : Rn → R为凸函数; fi : Rn → Rki 关于适当锥Ki为Ki-凸的.

▶ 与标准凸问题有相同的性质

▶ 锥形式问题(具有仿射目标函数与约束的特殊情况)

min cTx

s.t. Fx + g ⪯K 0

Ax = b

将线性规划问题延伸到了非多面体锥上(K = Rm
+)
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二次锥

▶ 二次锥(SOC: second-order cone):

Q =

{
x ∈ Rn+1 | ∥x̄∥2 ≤ x1, x =

[
x1
x̄

]}
▶ 旋转二次锥

Q =

x ∈ Rn+2 | ∥x̄∥2
2 ≤ x1x2, x1, x2 ≥ 0, x =

x1
x2
x̄


▶ 旋转二次锥∥x̄∥2 ≤ x1x2,其中x1, x2 ≥ 0,等价于∥∥∥∥(x1 − x2

2x̄

)∥∥∥∥ ≤ x1 + x2
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二次锥规划(SOCP)

min f Tx

s.t. ∥Aix + bi∥2 ≤ cT
i x + di, i = 1, ...,m

Fx = g

(Ai ∈ Rni×n, F ∈ Rp×n)

▶ 优化问题中的不等式:

(cT
i x + di,Aix + bi) ∈ 二次锥

被称为二次锥约束。

▶ 对于ni = 0或Ai = 0,问题退化为LP;若ci = 0,问题退化为QCQP

▶ 问题形式比LP与QCQP更常规

▶ 注意：两边平方后得到∥Aix + bi∥2
2 ≤ (cT

i x + di)
2，可能是非凸，故不

等价! 需要加上c⊤i x + di ≥ 0. 例：|x| ≤ y，等价于平方
后x2 − y2 ≤ 0, y ≥ 0.
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线性约束转化为二次锥约束

a⊤i x ≤ bi, i = 1, ...,m.

等价于
∥Cix + di∥ ≤ bi − a⊤i x, i = 1, ...,m,

这里Ci = 0, di = 0.
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二次规划(QP)与SOCP

min q(x) = x⊤Qx + a⊤x + β 假设 Q ≻ 0,Q = Q⊤

s.t. Ax = b

x ≥ 0

▶ q(x) = ∥ū∥2 + β − 1
4 a⊤Q−1a,其中ū = Q1/2x + 1

2 Q−1/2a.

▶ 等价的SOCP问题形式：

min u0

s.t. ū = Q1/2x +
1
2

Q−1/2a

Ax = b

x ≥ 0, (u0, ū) ⪰Q 0
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二次约束

q(x) = x⊤B⊤Bx + a⊤x + β ≤ 0

等价于二次锥约束
(u0, ū) ⪰Q 0,

其中

ū =

(
Bx

a⊤x+β+1
2

)
并且 u0 =

1 − a⊤x − β

2
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例：最小范数问题

令v̄i = Aix + bi ∈ Rni .
▶ minx

∑
i ∥v̄i∥等价于

min
∑

i

vi0

s.t. v̄i = Aix + bi

(vi0, v̄i) ⪰Q 0

▶ minx max1≤i≤r ∥v̄i∥等价于

min t

s.t. v̄i = Aix + bi

(t, v̄i) ⪰Q 0
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旋转二次锥例子

▶ 极小化仿射函数的调和平均值

min
∑

i

1/(a⊤i x + βi), s.t. a⊤i x + βi > 0

该问题等价于
min

∑
i

ui

s.t. v̄i = a⊤i x + βi

1 ≤ uivi

ui ≥ 0
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提纲

1 凸优化
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Shixiang Chen (USTC) 优化问题介绍 31 / 52



32/52

半定规划

半定规划问题的一般形式如下：

min cTx,

s.t. x1A1 + x2A2 + · · ·+ xnAn + B ⪯ 0,

Gx = h,

(17)

其中c ∈ Rn,Ai ∈ Sm, i = 1, 2, · · · ,m,B ∈ Sm,G ∈ Rp×n, h ∈ Rp 为已知的
向量和矩阵，x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn是自变量．
▶ 半定规划（SDP）是线性规划在矩阵空间中的一种推广．它的目标
函数和等式约束均为关于矩阵的线性函数，而它与线性规划不同的
地方是其自变量取值于半正定矩阵空间．

▶ 若A1, ...An,B都是对角矩阵，那么约束即为线性规划约束。
▶ 作为一种特殊的矩阵优化问题，半定规划在某些结构上和线性规划
非常相似，很多研究线性规划的方法都可以作为研究半定规划的基
础．由于半定规划地位的特殊性，我们将在本节中单独讨论半定规
划的形式和应用．

▶ 由于许多非凸问题松弛为半定规划后，得到的近似问题比线性规划
更紧，所以半定规划更普遍。
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半定规划

类似于线性规划问题，我们考虑半定规划的标准形式

min ⟨C,X⟩ ,
s.t. ⟨A1,X⟩ = b1,

· · ·
⟨Am,X⟩ = bm,

X ⪰ 0,

(18)

和对偶形式：

min − bTy,

s.t. y1A1 + y2A2 + · · ·+ ynAn ⪯ C.
(19)

形如(17)式的优化问题都可以转化成(18)式或者(19)式的形式．
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LP,SOCP是SDP的特殊形式

LP改写为SDP

LP: min cTx

s.t. Ax ≤ b

SDP: min cTx

s.t. diag(Ax − b) ⪯ 0

▶ 注意到

diag(Ax − b) =


a⊤1 x − b1

a⊤2 x − b2

. . .
a⊤n − bn

 =
n∑

i=1

xiAi − C,

其中，Ai =


a1i

a2i

. . .
ani

, C =


b1

b2

. . .
bn

. 故LP的一般形式可以转换为SDP的对偶形式。

▶ 与线性规划约束多面体不同的是，半正定锥可能有无穷个极点，如

圆盘{(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} = {(x, y) |
(

1 + x y
y 1 − x

)
⪰ 0}。所以求

解LP的单纯形法无法拓展到求解SDP问题上，而是一般用内点法求
解。内点法可以在多项式时间内找到任意精度的解。
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SOCP改写为SDP

SOCP: min f Tx

s.t. ∥Aix + bi∥2 ≤ cTx + di, i = 1, ...,m

SDP: min f Tx

s.t.
[

(cT
i x + di)I Aix + bi

(Aix + bi)
T cT

i x + di

]
⪰ 0, i = 1, ...,m

这里使用了Schur引理：对于分块矩阵X =

[
A B

B⊤ C

]
,如果A ≻ 0,那

么X ⪰ 0等价于A的Schur补X/A = C − B⊤A−1B ⪰ 0.
考虑c⊤x + di = 0和c⊤x + di > 0情况即可。
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非凸QCQP问题的半定规划松弛

▶ 考虑二次约束二次规划问题

min
x∈Rn

xTA0x + 2bT
0 x + c0,

s.t. xTAix + 2bT
i x + ci ≤ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

(20)

其中Ai 为n × n对称矩阵．当部分Ai为对称不定矩阵时，问题(20)
是NP难的非凸优化问题．

▶ 写出问题(20)的半定规划松弛问题．对任意x ∈ Rn以及A ∈ Sn，有
恒等式

xTAx = Tr(xTAx) = Tr(AxxT) =
〈
A, xxT〉 ,

因此问题(20)中所有的二次项均可用下面的方式进行等价刻画：

xTAix + 2bT
i x + ci =

〈
Ai, xxT〉+ 2bT

i x + ci.
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非凸QCQP问题的半定规划松弛

由上述分析，原始问题等价于

min
x∈Rn

⟨A0,X⟩+ 2bT
0 x + c0

s.t. ⟨Ai,X⟩+ 2bT
i x + ci ≤ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

X = xxT.

(21)

进一步地，

xTAix + 2bT
i x + ci =

〈(
Ai bi

bT
i ci

)
,

(
X x
xT 1

)〉
,

def
==

〈
Ai,X

〉
, i = 0, 1, · · · ,m.
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二次约束二次规划问题的半定规划松弛

接下来将等价问题(21)松弛为半定规划问题．
▶ 在问题(21)中，唯一的非线性部分是约束X = xxT，我们将其松弛成
半正定约束X ⪰ xxT．可以证明，X ⪰ 0与X ⪰ xxT 是等价的．

▶ 因此这个问题的半定规划松弛可以写成

min
〈
A0,X

〉
s.t.

〈
Ai,X

〉
≤ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

X ⪰ 0,

Xn+1,n+1 = 1.

其中“松弛”来源于我们将X = xxT 替换成了X ⪰ xxT．
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最大割问题的半定规划松弛

▶ 令G为一个无向图，其节点集合为V = {1, 2, · · · , n}和边的集合
为E．令wij = wji 为边(i, j) ∈ E 上的权重，并假设wij ≥ 0, (i, j) ∈ E．
最大割问题是找到节点集合V 的一个子集S使得S与它的补集S之间
相连边的权重之和最大化．

▶ 可以将最大割问题写成如下整数规划的形式：令xj = 1, j ∈ S
和xj = −1, j ∈ S，则

max
1
2

∑
i<j

(1 − xixj)wij

s.t. xj ∈ {−1, 1}, j = 1, 2, · · · , n.
(22)

▶ 在问题(22)中，只有当xi与xj不同时，目标函数中wij的系数非零．最
大割问题是一个离散优化问题，很难在多项式时间内找到它的最优
解．
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二次约束二次规划问题的半定规划松弛

接下来介绍如何将问题(22)松弛成一个半定规划问题．
▶ 令W = (wij) ∈ Sn，并定义C = − 1

4(Diag(W1)− W)为图G的拉普拉斯
矩阵的− 1

4倍，则问题(22)可以等价地写为

min xTCx,

s.t. x2
i = 1, i = 1, 2, · · · , n.

由于目标函数是关于x的二次函数，可将其等价替换为
〈
C, xxT

〉
．

▶ 接下来令X = xxT，注意到约束x2
i = 1，这意味着矩阵X对角线元

素Xii = 1．因此利用矩阵形式我们将最大割问题转化为

min ⟨C,X⟩ ,
s.t. Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n,

X ⪰ 0, rank(X) = 1.

(23)

▶ 问题(23)和(22)是等价的，这是因为X = xxT 可以用约
束X ⪰ 0和rank(X) = 1等价刻画．
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极小化最大特征值

▶ 问题的形式可表示为：λmax(A0 +
∑

i xiAi):

min λmax(A0 +
∑

i

xiAi)

SDP形式：

min z

s.t. zI −
∑

i

xiAi ⪰ A0

对偶问题形式：

max ⟨A0,Y⟩
s.t. ⟨Ai,Y⟩ = 0

⟨I,Y⟩ = 1

Y ⪰ 0

▶ 等价形式来源于：

λmax(A) ≤ t ⇐⇒ A ⪯ tI
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极小化二范数问题

▶ 令Ai ∈ Rm×n. 极小化A(x) = A0 +
∑

i xiAi的二范数:

min
x

∥A(x)∥2

该问题的SDP形式：

min
x,t

t

s.t.
(

tI A(x)
A(x)⊤ tI

)
⪰ 0

▶ 约束形式来源于：

∥A(x)∥2 ≤ t ⇐⇒ A(x)⊤A(x) ⪯ t2I, t ≥ 0

⇐⇒
(

tI A(x)
A(x)⊤ tI

)
⪰ 0

Shixiang Chen (USTC) 优化问题介绍 42 / 52



43/52

提纲

1 凸优化

2 线性规划

3 二次锥规划

4 半定规划

5 典型优化算法软件与优化模型语言

Shixiang Chen (USTC) 优化问题介绍 43 / 52



44/52

数学规划求解器：国内外现状

• 1939年，苏联数学家和经济学家Leonid 
Kantorovich发明线性规划

• 1979年芝加哥大学Charge 发布Lingo 

• 1983年英国爱丁堡大学Ashford创建XPRESS

• 1987年美国莱斯大学Bixby创建CPLEX公司

• 2000年COIN-OR成立，开放源代码CLP和CBC 

• 2005年德国ZIB发布了开源整数规划工具SCIP 

• 2008年Cplex创始人Bixby离开创办GUROBI 

• 2017年，上海交大创建一个开源数学规划工具
LEAVES

• 2018年中科院推出CMIP 

• GUROBI

• CPLEX

• XPRESS

• SAS： 最大的商业统计软件（北卡）

• CVX：最著名的求解器建模平台（斯坦福）

• IPOPT：著名的非线性规划开源求解全局（卡耐基梅隆）

• Coin-OR：最好的开源线性规划（多组织维护）

• Baron： 最好的非线性规划（多组织维护）

• NEOS：最大的优化求解免费平台

• SCIP：最好的整数规划

• CBC：美国

• SOPLEX：德国

• MOSEK：丹麦

• GLPK： 俄罗斯

美国与英国三大求解器巨头，累计
三十年研发历史和95%以上市场。
线性、整数、非线性模块功能齐全
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典型优化算法软件

前面介绍了各种各样的优化问题．对于每一类优化问题，我们都有相应
的求解算法以及一些流行的算法软件包．

▶ SDPT3: 这个开源软件包的基本代码是用MATLAB来写的，但是关
键的子程序是用FORTRAN和C语言通过MEX文件来完成的．它可
以求解锥规划问题，其中锥可以是半定矩阵锥、二次锥和非负象限
中的一个或者多个的乘积．这个软件主要实现的算法是一种原始–
对偶内点法．

▶ MOSEK:这个商业软件包可以求解线性规划、二次锥规划、半定规
划、二次规划等凸优化问题，以及混合整数线性规划和混合整数二
次规划等．它的重点是求解大规模稀疏问题，尤其在求解线性规
划、二次锥规划和半定规划的内点法设计上做得非常有效．除了内
点法之外，MOSEK还实现了线性规划问题的单纯形算法，特殊网
络结构问题的网络单纯形算法以及针对混合整数规划问题的算法．
它提供C, C#, Java, Python, MATLAB和R等接口．
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典型优化算法软件

▶ CPLEX:这个商业软件可以求解整数规划问题，非常大规模的线性
规划问题（使用单纯形方法或者内点法），凸和非凸二次规划问
题，二次锥规划问题．它提供C++, C#, Java, Microsoft Excel
和MATLAB接口，并且提供一个独立的交互式优化器可执行文件，
用于调试和其他目的．

▶ Gurobi: 这个商业软件可以求解线性规划（单纯形法和并行的内点
法），二次规划（采用单纯形法和内点法），二次约束规划，混合
整数线性规划，混合整数二次规划，混合整数二次约束规划．它提
供C, C++, Java, .NET, Python, MATLAB和R等接口．

Shixiang Chen (USTC) 优化问题介绍 46 / 52



47/52

典型优化算法软件

▶ IPOPT:这个开源软件可以求解大规模非线性规划问题，主要实现了
原始–对偶内点法，并使用滤波（filter）方法代替线搜索．IPOPT
主要使用C++语言编写，并提供C, C++, FORTRAN, Java, MATLAB
和R等接口．

▶ Knitro: 用来求解大规模非线性优化问题的商业软件．这个软件提供
了四种不同的优化方法，两种内点型方法和两种积极集（active
set）方法，可以用来求解一般非凸非线性规划问题，非线性方程
组，线性规划，二次（线性）约束二次规划问题，线性（非线性）
最小二乘问题，混合整数规划问题以及无导数优化问题，等
等．Knitro支持的编程语言有C, FORTRAN, C++, C#, Java,
MATLAB, R, Python等，以及模型语言AMPL，AIMMS，GAMS
和MPL等．因其具有大量的用户友善的选项以及自动调试器，全局
优化的并行多重启动策略，导数逼近和检查以及内部预分解器，在
实际中被广泛采用．
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优化模型语言

▶ 模型语言的发展开始于19世纪70年代后期，其主要动因是计算机的
出现．在优化模型语言中，优化模型可以写成和数学表达式很类似
的方式，以此给用户带来更便捷的服务．

▶ 模型的表达式形式是与求解器无关的，不同的求解器需要用优化模
型语言将给定的模型和数据转为其求解的标准形式，然后再对其进
行求解．这类工具有三个优点：一是将容易出错的转化步骤交给计
算机完成，降低错误率；二是在模型和算法之间建立了一个清晰的
界限；三是对于困难的问题，可以尝试不用的求解器，得到更好的
结果．
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CVX

▶ CVX是以MATLAB为基础的优化模型语言，用来求解凸优化问题．
它允许将优化问题的目标函数以及约束用MATLAB语法写出．

▶ CVX采用了一种快速构造和识别凸性的准则，服从这个准则的凸问
题都可以很快地被识别出来．之后CVX根据用户的选择调用已有软
件包来求解变形后的凸优化问题，这些软件包括免费软件SDPT3
和SeDuMi以及商业软件Gurobi和MOSEK等．除了一些典型问题
外，CVX还可以识别一些更复杂的凸优化问题，例如带ℓ1范数的优
化问题．目前CVX还有Julia语言版本和Python语言版本CVXPY．

▶ 除CVX外，还有很多发展成熟的优化模型语言可供我们使用，
如AMPL，YALMIP等．
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CVX

考虑如下优化问题：
min ∥Ax − b∥2,

s.t. Cx = d,

∥x∥∞ ≤ e,

(24)

它可以写成:
1 m = 20; n = 10; p = 4;
2 A = randn(m,n); b = randn(m,1);
3 C = randn(p,n); d = randn(p,1); e = rand;
4 cvx_begin
5 variable x(n)
6 minimize( norm( A * x - b, 2 ) )
7 subject to
8 C * x == d
9 norm( x, Inf ) <= e
10 cvx_end
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CVX

▶ 代码中的前三行是关于A, b,C, d, e的构造．在调用CVX求解的时
候，对应的代码需要以cvx_begin开始，并且以cvx_end结尾．
在这两行语句之间，我们需要定义

▶ 要求解的优化问题．在上面的例子中，variable x(n)表示决策
变量x为n维空间中的向量．目标函数∥Ax − b∥2 则用norm( A * x
- b, 2 )来表示，minimize表示求解目标函数的极小值．最后
以subject to开始描述问题的约束，C * x == d和norm( x,
Inf ) <= e分别表示约束Cx = d 和∥x∥∞ ≤ e．

▶ 执行上述代码，CVX会选取默认的凸优化问题算法来返回上面问题
的解．
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AMPL

▶ AMPL（a mathematical programming language）是用来描述高复
杂度的大规模优化问题的模型语言．

▶ 几十个求解器支持AMPL，包含开源软件和商业软件，例如CBC,
CPLEX, FortMP, Gurobi, MINOS, IPOPT, SNOPT, Knitro和LGO
等，因此可以支持一大类问题的求解．它的一个优点是其语法与数
学表达式非常类似，因此可对优化问题进行非常简洁并且可读的定
义．

▶ 对于优化模型语言，常用的还有YALMIP．对于半定规划问题，最
新的一些软件包有SDPNAL，SDPNAL+和SSNSDP．对于流形优
化，软件包有OptM，Manopt和ARNT．
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提纲

1 最优化问题解的存在性

2 无约束可微问题的最优性理论

3 对偶理论

4 带约束凸优化问题的最优性理论

5 一般约束优化问题的最优性理论
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最优化问题解的存在性

考虑优化问题

min
x∈Rn

f (x),

s.t. x ∈ X ,

其中X ⊆ Rn 为可行域.
▶ 首先要考虑的是最优解的存在性,然后考虑如何求出其最优解.

▶ 在数学分析课程中,我们学习过Weierstrass定理,即定义在紧集上的连续函数一定
存在最大(最小)值点.

▶ 而在许多实际问题中,定义域可能不是紧的,目标函数也不一定连续,因此需要将此
定理推广来保证最优化问题解的存在性.

最优化问题解的存在性 无约束可微问题的最优性理论 对偶理论 带约束凸优化问题的最优性理论 一般约束优化问题的最优性理论 总结
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最优化问题解的存在性: 推广的Weierstrass定理

定理 (推广的Weierstrass定理)

若函数f : X → (−∞,+∞]适当且闭,且以下条件中任意一个成立:

1 domf def
== {x ∈ X : f (x) < +∞}是有界的;

2 存在一个常数γ̄ 使得下水平集

Cγ̄
def
== {x ∈ X : f (x) ≤ γ̄}

是非空且有界的;

3 f 是强制的,即对于任一满足∥xk∥ → +∞的点列{xk} ⊂ X ,都有

lim
k→∞

f (xk) = +∞,

则函数f 的最小值点集{x ∈ X | f (x) ≤ f (y), ∀y ∈ X}非空且紧.

最优化问题解的存在性 无约束可微问题的最优性理论 对偶理论 带约束凸优化问题的最优性理论 一般约束优化问题的最优性理论 总结
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条件(2)下的证明

假设条件(2)成立,且t def
== infx∈X f (x) = −∞.

▶ 由下确界的定义,存在点列{xk}∞k=1 ⊂ Cγ̄ ,使得 lim
k→∞

f (xk) = −∞.

▶ 由Cγ̄ 有界知点列{xk}存在聚点x∗.

▶ 由f 是闭函数知epi f 为闭集,因此(x∗, t) ∈ epi f . 根据上方图的定义
知f (x∗) ≤ t = −∞,这与f 适当矛盾,故t def

== infx∈X f (x)有限.

▶ 由f 为闭函数知Cγ̄ 为闭集,由假设知Cγ̄ 有界,故为紧集.

▶ 由f (x∗) = t知最小值点集非空,且为紧集Cγ̄ 的子集,而紧集的子集也是紧集,故最小
值点集为非空紧集.
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条件(1)(3)下的证明

假设条件(1)成立,则domf 是有界的.
▶ 由f 适当知存在x0 ∈ X 使得f (x0) < +∞.

▶ 记γ̄ = f (x0),此时f 的γ̄ 下水平集Cγ̄ 非空有界,条件(2)成立.

假设条件(3)成立,我们证明条件(2)成立.
▶ 用反证法,假设存在一个无界的下水平集Cγ̄ ,那么可以取点列{xk} ⊂ Cγ̄ 使
得 lim

k→∞
∥xk∥ = +∞, lim

k→∞
f (xk) = +∞,这与f (xk) ≤ γ̄ 矛盾,故此时f 的任意下水平集

都有界,条件(2)成立.
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推广的Weierstrass定理:注记

▶ 推广的Weierstrass定理的三个条件在本质上都是保证f (x)的最小值不能在无穷远处
取到.

▶ 因此我们可以仅在一个有界的下水平集中考虑f (x)的最小值.

▶ 定理仅要求f (x)为适当且闭的函数,并不需要f (x)的连续性,因此比数学分析中
的Weierstrass定理应用范围更广.

▶ 当定义域不是有界闭集时,对于强制函数f (x) = x2, x ∈ X = R,其全局最优解一定存
在.

▶ 对于适当且闭的函数f (x) = e−x, x ∈ X = R,它不满足三个条件中任意一个,因此我
们不能断言其全局极小值点存在.事实上,其全局极小值点不存在.
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解的存在唯一性

▶ 推广的Weierstrass定理给出了最优解的存在性条件,但其对应的解可能不止一个.

▶ 当最优解是唯一存在时,我们可以通过比较不同算法收敛至该解的速度来判断算法
好坏.

▶ 但是如果问题有多个最优值点,不同的算法收敛到的最优值点可能不同,那么这些算
法收敛速度的比较就失去了参考价值.

▶ 因此,最优化问题解的唯一性在理论分析和算法比较中扮演着重要角色.
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解的存在唯一性: 拟强凸函数

定义 (拟强凸函数)

给定凸集X 和函数f : X → (−∞,+∞].若任取x ̸= y和λ ∈ (0, 1),有

f (λx + (1 − λ)y) < max{f (x), f (y)},

那么我们称函数f 是强拟凸的.

Figure:一个强拟凸函数
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拟强凸函数

▶ 强拟凸函数不一定是凸函数,但其任意一个下水平集都是凸集,并可以包含一部分性
质较好的非凸函数.

▶ 任意强凸函数均为强拟凸的,但凸函数并不一定是强拟凸的.

▶ 任何定义在闭有界凸集上的强凸函数(如f (x) = x2 ),其最优解都是唯一存在的.

▶ 对于一般的凸函数,其最优解可能不唯一,比如f (x) = max{x, 0},任意x ≤ 0都是f (x)
的最优解.
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唯一性定理

定理 (唯一性定理)

设X 是Rn 的一个非空,紧且凸的子集,如果f : X → (−∞,+∞]是适当,闭且强拟凸函数,
那么存在唯一的x∗ 满足

f (x∗) < f (x), ∀x ∈ X\{x∗}.

证明:由Weierstrass定理知f 至少存在一个全局极小点x∗.若x∗, y∗ 皆为全局极小点,则有:

f (λx∗ + (1 − λ)y∗) < max{f (x∗), f (y∗)} = f (x∗), ∀λ ∈ (0, 1).

这与x∗ 的全局极小性矛盾.
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无约束可微问题的最优性理论:引言

无约束可微优化问题通常表示为如下形式：

min
x∈Rn

f (x),

其中f 是连续可微函数.
▶ 给定一个点x̄,我们想要知道这个点是否是函数f 的一个局部极小解或者全局极小解.

▶ 如果从定义出发,需要对其邻域内的所有点进行判断,这不可行.

▶ 因此,需要一个更简单的方式来验证一个点是否为极小值点.我们称其为最优性条件,
它主要包含一阶最优性条件和二阶最优性条件.
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一阶必要条件:下降方向

定义 (下降方向)

对于可微函数f 和点x ∈ Rn,如果存在向量d 满足

∇f (x)Td < 0,

那么称d 为f 在点x处的一个下降方向.

▶ 一阶最优性条件是利用梯度(一阶)信息来判断给定点的最优性.

▶ 由下降方向的定义,容易验证:如果f 在点x处存在一个下降方向d,那么对于任意
的T > 0,存在t ∈ (0, T],使得

f (x + td) < f (x).

因此,在局部最优点处不能有下降方向.
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一阶必要条件

定理 (一阶必要条件)

假设f 在全空间Rn 可微.如果x∗ 是一个局部极小点,那么
∇f (x∗) = 0.

证明:任取v ∈ Rn,考虑f 在点x = x∗ 处的泰勒展开

f (x∗ + tv) = f (x∗) + tvT∇f (x∗) + o(t),

整理得
f (x∗ + tv)− f (x∗)

t
= vT∇f (x∗) + o(1).

根据x∗ 的最优性,在上式中分别对t取点0处的左,右极限可知

lim
t→0+

f (x∗ + tv)− f (x∗)
t

= vT∇f (x∗) ≥ 0,

lim
t→0−

f (x∗ + tv)− f (x∗)
t

= vT∇f (x∗) ≤ 0,

即对任意的v有vT∇f (x∗) = 0,由v的任意性知∇f (x∗) = 0.
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二阶最优性条件

▶ 在没有额外假设时,如果一阶必要条件满足,我们仍然不能确定当前点是否是一个局
部极小点.

▶ 假设f 在点x的一个开邻域内是二阶连续可微的.类似于一阶必要条件的推导,可以借
助当前点处的二阶泰勒展开来逼近该函数在该点附近的取值情况,从而来判断最优
性.

▶ 在点x附近我们考虑泰勒展开

f (x + d) = f (x) +∇f (x)Td +
1
2

dT∇2f (x)d + o(∥d∥2).

▶ 当一阶必要条件满足时, ∇f (x) = 0,那么上面的展开式简化为

f (x + d) = f (x) +
1
2

dT∇2f (x)d + o(∥d∥2).

由此,我们可以导出二阶最优性条件.
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二阶最优性条件

定理 (二阶最优性条件)

必要条件:若x∗ 是f 的一个局部极小点,则∇f (x∗) = 0,∇2f (x∗) ⪰ 0.

充分条件:若∇f (x∗) = 0,∇2f (x∗) ≻ 0,则x∗ 是f 的一个局部极小点.

▶ 必要性:若∇2f (x∗)有负的特征值λ− < 0,设∇2f (x∗)d = λ−d,则

f (x∗ + d)− f (x∗)
∥d∥2 =

1
2

dT

∥d∥∇
2f (x∗)

d
∥d∥ + o(1) =

1
2
λ− + o(1).

当∥d∥充分小时, f (x∗ + d) < f (x∗),这和点x∗ 的最优性矛盾.

▶ 充分性:由∇f (x∗) = 0时的二阶展开,

f (x∗ + d)− f (x∗)
∥d∥2 =

dT∇2f (x∗)d + o(∥d∥2)

∥d∥2 ≥ 1
2
λmin + o(1).

当∥d∥充分小时有f (x∗ + d) ≥ f (x∗),即二阶充分条件成立.
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二阶最优性条件:注记

▶ 若点x̄满足一阶最优性条件(即∇f (x̄) = 0 ),则称x̄是一个一阶稳定点。若该点处的海
瑟矩阵∇2f (x̄)不是半正定的,那么x̄不是一个局部极小点.

▶ 进一步地,如果海瑟矩阵∇2f (x̄)既有正特征值又有负特征值,我们称稳定点x̄为一
个鞍点.

▶ 鞍点：事实上,记d1, d2 为其正负特征值对应的特征向量,那么对于任意充分小
的t > 0,我们都有f (x̄ + td1) > f (x̄)且f (x̄ + td2) < f (x̄).

Figure:鞍点图示
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无约束可微问题最优性理论

▶ 注意,二阶最优性条件给出的仍然是关于局部最优性的判断.对于给定点的全局最优
性判断,我们还需要借助实际问题的性质,比如目标函数是凸的、非线性最小二乘问
题中目标函数值为0等.

▶ 注意到，凸问题的最优点x∗满足的一阶充分必要条件是∇f (x∗) = 0.这是因为由一阶
判定条件f (y) ≥ f (x∗) +∇f (x∗)⊤(y − x∗).

▶ 例1：线性最小二乘:
min
x∈Rn

f (x) def
==

1
2
∥b − Ax∥2

2,

其中A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.由f 可微且凸知

x∗ 为一个全局最优解⇔ ∇f (x∗) = AT(Ax∗ − b) = 0.

▶ 例2：f (x) = x3 的一阶稳定点x∗ = 0不是局部最优。

▶ 例3：f (x) = x3
1 + x2

2,我们有∇f (x) = (3x2
1, 2x2)

⊤, ∇2f (x) =
(

6x1 0
0 2

)
. x = (0, 0)⊤满

足二阶必要性条件，但并非局部极小。这是因为f (−ϵ, 0) = −3ϵ3 < 0.
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提纲

1 最优化问题解的存在性

2 无约束可微问题的最优性理论

3 对偶理论

4 带约束凸优化问题的最优性理论

5 一般约束优化问题的最优性理论

6 总结
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对偶理论: 一般的约束优化问题

min
x∈Rn

f (x),

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I,
ci(x) = 0, i ∈ E ,

其中ci 为定义在Rn 或其子集上的实值函数, I 和E 分别表示不等式约束(inequality)和等式
约束(equality)对应的下标集合且各下标互不相同.
▶ 这个问题的可行域定义为

X = {x ∈ Rn | ci(x) ≤ 0, i ∈ I 且 ci(x) = 0, i ∈ E}.

▶ 通过将X 的示性函数加到目标函数中可以得到无约束优化问题.但是转化后问题的目
标函数是不连续的、不可微的以及不是有限的,这导致我们难以分析其理论性质以
及设计有效的算法.
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拉格朗日函数

一般的约束优化问题:
min f (x)

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I, |I| = m

ci(x) = 0, i ∈ E , |E| = p

变量x ∈ Rn,最优值为p∗,原问题的定义域为

X = {x ∈ Rn | ci(x) ≤ 0, i ∈ I 且 ci(x) = 0, i ∈ E}

拉格朗日函数L : Rn × Rm
+ × Rp → R

L(x, λ, ν) = f (x) +
∑
i∈I

λici(x) +
∑
i∈E

νici(x)

▶ λi ≥ 0为第i个不等式约束对应的拉格朗日乘子

▶ νi ∈ R为第i个等式约束对应的拉格朗日乘子
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拉格朗日对偶函数

拉格朗日对偶函数g : Rm
+ × Rp → [−∞,+∞)

g(λ, ν) = inf
x∈Rn

L(x, λ, ν)

= inf
x∈Rn

(
f (x) +

∑
i∈I

λici(x) +
∑
i∈E

νici(x)

)

定理 (弱对偶原理)

若λ ≥ 0,则g(λ, ν) ≤ p∗.

证明:若x̃ ∈ X ,则
g(λ, ν) = inf

x
L(x, λ, ν) ≤ L(x̃, λ, ν) ≤ f (x̃),

对右边f (x̃)取下界得
g(λ, ν) ≤ inf

x̃∈X
f (x̃) = p∗.
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拉格朗日对偶问题

拉格朗日对偶问题(Lagrangian dual problem):

max
λ≥0,ν

g(λ, ν) = max
λ≥0,ν

inf
x∈Rn

L(x, λ, ν)

▶ 称λ和ν 为对偶变量,设最优值为q∗

▶ q∗ 为p∗ 的最优下界,称p∗ − q∗ 为对偶间隙(duality gap)

▶ 拉格朗日对偶问题是一个凸优化问题(这是因为对偶问题是一个最大化凹函数问题)

▶ domg = {(λ, ν) | λ ≥ 0, g(λ, ν) > −∞},称其元素为对偶可行解
例:标准形式线性规划及其对偶

min cT x

s.t. Ax = b

x ≥ 0

max − bTν

s.t. ATν + c ≥ 0
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实例:线性方程组具有最小模的解

min xT x

s.t. Ax = b

对偶函数

▶ 拉格朗日函数为L(x, ν) = xT x + νT(Ax − b)

▶ 求L关于x的最小值,由一阶条件:

∇xL(x, ν) = 2x + ATν = 0 =⇒ x = −(1/2)ATν

▶ 将上式代入L得到对偶函数g:

g(ν) = L((−1/2)ATν, ν) = −1
4
νT AATν − bTν

它是关于ν 的凹函数

弱对偶性: p∗ ≥ −(1/4)νT AATν − bTν, ∀ν
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线性规划问题的对偶

min
x

cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

▶ 拉格朗日函数:

L(x, s, ν) = cTx + νT(Ax − b)− sTx = −bTν + (ATν − s + c)Tx

▶ 对偶函数:

g(s, ν) = inf
x

L(x, s, ν) =

{
−bTν, ATν − s + c = 0
−∞, 其他

▶ 对偶问题:
max

s,ν
− bTν,

s.t. ATν − s + c = 0,

s ≥ 0.

y=−ν⇐⇒

max
s,y

bTy,

s.t. ATy + s = c,

s ≥ 0.
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线性规划问题的对偶

▶ 值得注意的是，也可保留约束x ≥ 0定义拉格朗日函数：

L(x, y) = cTx − yT(Ax − b) = bTy + (c − ATy)Tx, x ≥ 0.

▶ 对偶问题需要将x ≥ 0添加到约束里：

max
y

{
inf

x
bTy + (c − ATy)Tx, s.t. x ≥ 0

}
⇒

max
y

bTy,

s.t. ATy ≤ c.

此对偶问题可以通过将上页最后一个问题中的变量s消去得到.
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线性规划问题对偶的对偶

▶ 视max bTy为min −bTy,对偶问题的拉格朗日函数为

L(y, x) = −bTy + xT(ATy − c) = −cTx + (Ax − b)Ty.

▶ 因此得到对偶函数

g(x) = inf
y

L(y, x) =

{
−cTx, Ax = b,
−∞, 其他.

▶ 相应的对偶问题是

max
x

− cTx,

s.t. Ax = b,

x ≥ 0.

该问题与原始问题完全等价,这表明线性规划问题与其对偶问题互为对偶.
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线性规划问题的对偶理论

强对偶性: 若一个线性规划问题有最优解,则其对偶问题有最优解,且最优值相等.
`````````̀对偶问题

原问题 finite unbounded infeasible

finite
√

× ×
unbounded × ×

√

infeasible ×
√ √

▶ 若p∗ = −∞,原问题可行，但是无界，则d∗ ≤ p∗ = −∞,因此对偶问题不适定

▶ 若d∗ = +∞,则+∞ = d∗ ≤ p∗,因此原问题不适定

▶ 若p∗ = +∞,则原问题无可行解，此时对偶问题有可能无界或无可行解。

min x1 + 2x2

s.t. x1 + x2 = 1

2x1 + 2x2 = 3

max p1 + 3p2

s.t. p1 + 2p2 = 1

p1 + 2p2 = 2
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实例:等式约束下的范数最小化

min ∥x∥
s.t. Ax = b

对偶函数

g(ν) = inf
x
(∥x∥ − νT Ax + bTν) =

{
bTν ∥ATν∥∗ ≤ 1

−∞ 其他

其中∥v∥∗ = sup∥u∥≤1 uT v是∥ · ∥的对偶范数

证明: 利用infx(∥x∥ − yT x)在∥y∥∗ ≤ 1时等于0否则等于−∞

▶ 若∥y∥∗ ≤ 1,则x − yT x ≥ 0对任意x都成立,当x = 0时取等

▶ 若∥y∥∗ > 1,取x = tu,其中∥u∥ ≤ 1, uT y = ∥y∥∗ > 1:

∥x∥ − yT x = t(∥u∥ − ∥y∥∗) → −∞当t → ∞

弱对偶性: p∗ ≥ bTν 若∥ATν∥∗ ≤ 1
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拉格朗日对偶与共轭函数

min f0(x)

s.t. Ax ≤ b, Cx = d

对偶函数
g(λ, ν) = inf

x∈dom f0

(
f0(x) + (ATλ+ CTν)T x − bTλ− dTν

)
= −f ∗0 (−ATλ− CTν)− bTλ− dTν

▶ 回顾共轭函数的定义f ∗(y) = supx∈dom f (y
T x − f (x))

▶ 在f0 的共轭函数已知时可以简化对偶函数的推导

例:最大化熵

f0(x) =
n∑

i=1

xi log xi, f ∗0 (y) =
n∑

i=1

eyi−1
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实例:二路划分

min xT Wx

s.t. x2
i = 1, i = 1, ..., n

▶ 非凸问题;可行域由2n 个离散点组成

▶ 含义:将{1, ..., n}划分为两个集合; Wij 是将i, j划入同一集合的代价; −Wij 则是将i, j
划入不同集合的代价

对偶函数

g(ν) = inf
x
(xT Wx +

∑
i

νi(x2
i − 1)) = inf

x
xT(W + diag(ν))x − 1Tν

=

{
−1Tν W + diag(ν) ⪰ 0

−∞ 其他

弱对偶性: p∗ ≥ −1Tν 若W + diag(ν) ⪰ 0
例:取ν = −λmin(W)1即得下界的估计, p∗ ≥ nλmin(W)
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弱对偶性与强对偶性

弱对偶性: d∗ ≤ p∗

▶ 对任何问题都成立：不论是凸问题与非凸问题

▶ 可导出复杂问题的非平凡下界,例如, SDP问题

max − 1Tν

s.t. W + diag(ν) ⪰ 0

给出了二路划分问题的一个下界:

min xT Wx, s.t. x2
i = 1, i = 1, ..., n

强对偶性: d∗ = p∗

▶ 对一般问题而言通常不成立

▶ (通常)对凸问题成立

▶ 称保证凸问题强对偶性成立的条件为约束品性条件(constraint qualification
condition)
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问题形式与对偶性

▶ 一个问题不同等价形式的对偶可能差异巨大

▶ 当对偶问题难以推导或没有价值时,可以尝试改写原问题的形式

常用的改写技巧

▶ 引入新变量与等式约束

▶ 将显式约束隐式化或将隐式约束显式化
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例：引入新变量与等式约束

min f0(Ax + b)

改写原问题及其对偶

min f0(y)

s.t. Ax + b − y = 0

max bTν − f ∗0 (ν)

s.t. ATν = 0

对偶函数为
g(ν) = inf

x,y
(f0(y)− νT y + νT Ax + bTν)

=

{
− f ∗0 (ν) + bTν ATν = 0

−∞ 其他
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范数逼近问题: min ∥Ax − b∥
min ∥y∥
s.t. y = Ax − b

由∥ · ∥的共轭函数知其对偶函数为:

g(ν) = inf
x,y

(∥y∥+ νT y − νT Ax + bTν)

=

{
bTν + infy(∥y∥+ νT y) ATν = 0

−∞ 其他

=

{
bTν ATν = 0, ∥ν∥∗ ≤ 1

−∞ 其他

范数逼近问题的对偶
max bTν

s.t. ATν = 0, ∥ν∥∗ ≤ 1
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ℓ1 正则化问题的对偶

min
x∈Rn

1
2
∥Ax − b∥2 + µ∥x∥1

令r = Ax − b,问题等价于minx∈Rn
1
2∥r∥2 + µ∥x∥1, s.t. r = Ax − b

▶ 拉格朗日函数:

L(x, r, λ) =
1
2
∥r∥2 + µ∥x∥1 − ⟨λ,Ax − b − r⟩

=
1
2
∥r∥2 + λTr + µ∥x∥1 − (ATλ)Tx + bTλ

▶ 对偶函数:

g(λ) = inf
x,r

L(x, r, λ) =

{
bTλ− 1

2∥λ∥
2, ∥ATλ∥∞ ≤ µ

−∞, 其他

▶ 对偶问题:
max bTλ− 1

2
∥λ∥2, s.t. ∥ATλ∥∞ ≤ µ
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例：显示变为隐式约束

带边界约束的线性规划: 原问题与对偶问题

min cT x

s.t. Ax = b

− 1 ≤ x ≤ 1

max − bTν − 1Tλ1 − 1Tλ2

s.t. c + ATν + λ1 − λ2 = 0

λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0

通过隐式化边界约束改写原问题

min f0(x) =

{
cT x − 1 ≤ x ≤ 1
−∞ 其他

s.t. Ax = b

对偶函数为
g(ν) = inf

−1≤x≤1
(cT x + νT(Ax − b))

= −bTν − ∥ATν + c∥1

对偶问题: max −bTν − ∥ATν + c∥1
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带广义不等式约束优化问题

▶ 问题

min
x∈Rn

f (x),

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I,
ci(x) = 0, i ∈ E ,

中的不等式约束ci(x), i ∈ I 都是实值函数的形式.

▶ 在许多实际应用中,我们还会遇到大量带广义不等式约束的优化问题,例如自变量x
可能取值于半正定矩阵空间中. 例如我们刚刚遇到的二路划分的对偶问题。

▶ 对于这类约束我们不易将其化为ci(x) ≤ 0的形式,此时又该如何构造拉格朗日对偶
函数呢？
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适当锥与广义不等式

回顾适当锥与偏序关系：

定义 (适当锥)

称满足如下条件的锥K 为适当锥(proper cone)：
1 K 是凸锥；
2 K 是闭集；
3 K 是实心的(solid),即int K ̸= ∅；
4 K 是尖的(pointed),即对任意非零向量x,若x ∈ K,则−x /∈ K,也即K 中无法容纳直线.

▶ 适当锥K 可以诱导出广义不等式,它定义了全空间上的偏序关系：

x ⪯K y ⇐⇒ y − x ∈ K.

▶ 类似地,可以定义严格广义不等式：

x ≺K y ⇐⇒ y − x ∈ int K.

▶ 当K = Sn
+ 时, X ⪯K Y 表示Y − X ⪰ 0,即Y − X 是半正定矩阵
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对偶锥与拉格朗日乘子

▶ 对广义不等式,该如何构造广义不等式约束所对应的乘子?

定义 (对偶锥)

令K 为全空间Ω 的子集,称集合

K∗ = {y ∈ Ω | ⟨x, y⟩ ≥ 0, ∀x ∈ K}

为其对偶锥.

▶ 如果K = Rn
+, Ω = Rn 并且定义⟨x, y⟩ = xTy,那么易知K∗ = Rn

+. 故一般情况下，我
们有

−ci(x) ∈ K, λi ∈ K∗.

▶ 我们可以将此推广到一般偏序情况. 直观来说,对偶锥K∗ 中向量和原锥K 中向量的
内积恒非负,这一性质可以被用来构造拉格朗日对偶函数.
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广义不等式约束

▶ 凸问题的广义不等式约束

min f0(x)

s.t. fi(x) ⪯Ki 0, i = 1, ...,m

Ax = b

▶ f0 : Rn → R为凸函数; fi : Rn → Rki 关于适当锥Ki为Ki-凸的.

▶ 与标准凸问题有相同的性质

▶ 锥形式问题(具有仿射目标函数与约束的特殊情况)

min cT x

s.t. Fx + g ⪯K 0

Ax = b

将线性规划问题延伸到了非多面体锥上(K = Rm
+)
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广义不等式约束优化问题拉格朗日函数的构造

▶ 广义不等式约束优化问题:

min
x∈Rn

f (x)

s.t. ci(x) ⪯Ki 0, i ∈ I
ci(x) = 0, i ∈ E

其中ci : Rn → Rki , ki ∈ N+, i ∈ I 为向量值函数, f 与ci, i ∈ E 为实值函数, Ki, i ∈ I
为适当锥.

▶ 拉格朗日函数L :

L(x, λ, ν) = f (x) +
∑
i∈I

⟨ci(x), λi⟩+
∑
i∈E

νici(x), λi ∈ K∗
i , νi ∈ R.

▶ 容易验证L(x, λ, ν) ≤ f (x), ∀ x ∈ X , λi ∈ K∗
i , νi ∈ R.

▶ 对偶函数g(λ, ν) = infx∈Rn L(x, λ, ν),对偶问题为

max
λi∈K∗

i , νi∈R
g(λ, ν).
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例：半定规划问题的对偶问题

半正定规划问题具有如下标准形式，是线性规划问题的推广：

min
X∈Sn

⟨C,X⟩

s.t. ⟨Ai,X⟩ = bi, i = 1, 2, · · · ,m

X ⪰ 0

其中Ai ∈ Sn, i = 1, 2, · · · ,m, C ∈ Sn, b ∈ Rm

▶ 拉格朗日函数:

L(X, y, S) = ⟨C,X⟩ −
m∑

i=1

yi(⟨Ai,X⟩ − bi)− ⟨S,X⟩ , S ⪰ 0

▶ 对偶函数: g(y, S) = infX L(X, y, S) =

{
bTy,

∑m
i=1 yiAi − C + S = 0

−∞, 其他

▶ 对偶问题:

min
y∈Rm

−bTy, s.t.
m∑

i=1

yiAi − C + S = 0, S ⪰ 0
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半定规划对偶问题的对偶问题

min
y∈Rm

−bTy, s.t.
m∑

i=1

yiAi ⪯ C

▶ 拉格朗日函数:

L(y,X) = −bTy + ⟨X,
m∑

i=1

yiAi − C⟩

=
m∑

i=1

yi(−bi + ⟨Ai,X⟩)− ⟨C,X⟩, X ⪰ 0

▶ 对偶函数: g(X) = infy L(y,X) =

{
−⟨C,X⟩, ⟨Ai,X⟩ = bi, i = 1, 2, · · · ,m
−∞, 其他

▶ 对偶问题:

min
X∈Sn

⟨C,X⟩, s.t. ⟨Ai,X⟩ = bi, i = 1, 2, · · · ,m, X ⪰ 0
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最大割问题

▶ 令G为一个无向图，其节点集合为V = {1, 2, · · · , n}和边的集合为E．令wij = wji 为
边(i, j) ∈ E 上的权重，并假设wij ≥ 0, (i, j) ∈ E．最大割问题是找到节点集合V 的一
个子集S使得S与它的补集S之间相连边的权重之和最大化．

▶ 可以将最大割问题写成如下整数规划的形式：令xj = 1, j ∈ S和xj = −1, j ∈ S，则

max
1
2

∑
i<j

(1 − xixj)wij

s.t. xj ∈ {−1, 1}, j = 1, 2, · · · , n.

(1)

▶ 在问题(1)中，只有当xi与xj不同时，目标函数中wij的系数非零．最大割问题是一个
离散优化问题，很难在多项式时间内找到它的最优解．
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最大割问题的对偶

max
x∈Rn

xTCx

s.t. x2
i = 1, i = 1, 2, · · · , n

▶ 拉格朗日函数:

L(x, y) = −xTCx +
n∑

i=1

yi(x2
i − 1) = xT(Diag(y)− C)x − 1Ty

▶ 对偶函数:

g(y) = inf
x

L(x, y) =

{
−1Ty, Diag(y)− C ⪰ 0
−∞, 其他

▶ 对偶问题:
min
y∈Rn

1Ty

s.t. Diag(y)− C ⪰ 0
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最大割对偶问题的对偶问题

▶ 拉格朗日函数:

L(y,X) = 1Ty − ⟨Diag(y)− C,X⟩ =
n∑

i=1

(1 − Xii)yi + ⟨C,X⟩

▶ 对偶函数:

g(X) = inf
y

L(y,X) =

{
⟨C,X⟩, Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n
−∞, 其他

▶ 对偶问题:
max ⟨C,X⟩
s.t. Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n

X ⪰ 0

这是最大割问题SDP松弛的另一个理解。
▶ 可以证明，最大割问题的SDP松弛问题的解，至少是原问题最优解的0.87856倍的
近似解。参考文献：Goemans, Michel X., and David P. Williamson. "Improved
approximation algorithms for maximum cut and satisfiability problems using semidefinite
programming." Journal of the ACM (JACM) 42.6 (1995): 1115-1145.
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SOCP/SDP问题对偶

(P) min c⊤x

s.t. Ax = b, xQ ⪰ 0

(D) max b⊤y

s.t. A⊤y + s = c, sQ ⪰ 0

(P) min ⟨C,X⟩
s.t. ⟨A1,X⟩ = b1

. . .

⟨Am,X⟩ = bm

X ⪰ 0

(D) max b⊤y

s.t.
∑

i

yiAi + S = C

S ⪰ 0

强对偶性：

▶ If p∗ > −∞, (P) is strictly feasible, then (D) is feasible and p∗ = d∗

▶ If d∗ < +∞, (D) is strictly feasible, then (P) is feasible and p∗ = d∗

▶ If (P) and (D) has strictly feasible solutions, then both have optimal solutions.

这里的问题(P)是严格可行的，表示存在X ≻ 0.
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SOCP强对偶定理失效

对于x ∈ R3,

inf (1,−1, 0)x

s.t. (0, 0, 1)x = 1

xQ ⪰ 0

sup
y∈R,z∈R3

y

s.t. (0, 0, 1)⊤y + z = (1,−1, 0)⊤

zQ ⪰ 0

▶ primal: min x0 − x1, s.t. x0 ≥
√

x2
1 + 1; It holds x0 − x1 > 0 and x0 − x1 → 0 if

x0 =
√

x2
1 + 1 → ∞. Hence, p∗ = 0, no finite solution

▶ dual: sup y s.t. 1 ≥
√

1 + y2. Hence, y = 0

p∗ = d∗ but primal is not attainable.
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SDP强对偶定理失效

Consider

min

〈0 0 0
0 0 0
0 0 1

 , X

〉

s.t.

〈1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , X

〉
= 0

〈0 1 0
0 0 0
1 0 2

 , X

〉
= 2

X ⪰ 0

max 2y2

s.t.

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 y1 +

0 1 0
0 0 0
1 0 2

 y2 ⪯

0 0 0
0 0 0
0 0 1



▶ primal: X∗ =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

, p∗ = 1

▶ dual: y∗ = (0, 0). Hence, d∗ = 0

Both problems have finite optimal values, but p∗ ̸= d∗
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提纲

1 最优化问题解的存在性

2 无约束可微问题的最优性理论

3 对偶理论

4 带约束凸优化问题的最优性理论

5 一般约束优化问题的最优性理论

6 总结
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带约束凸优化问题

▶ 稀疏优化问题:
min
x∈Rn

∥x∥1, s.t. Ax = b.

▶ 低秩矩阵恢复问题:
min

X∈Rm×n
∥X∥∗, s.t. Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω.

▶ 矩阵分离问题:
min

X,S∈Rm×n
∥X∥∗ + µ∥S∥1, s.t. X + S = M.

▶ 回归分析中的问题:
min
x∈Rn

1
2
∥Ax − b∥2

2, s.t. ∥x∥1 ⩽ σ.

最优化问题解的存在性 无约束可微问题的最优性理论 对偶理论 带约束凸优化问题的最优性理论 一般约束优化问题的最优性理论 总结
Shixiang Chen (USTC) 最优理论 53 / 101



带约束凸优化问题

▶ 前述问题都可以写为

min
x∈D

f (x),

s.t. ci(x) ⩽ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

Ax = b,

其中f (x)为适当的凸函数, ∀i, ci(x)是凸函数且domci = Rn. A ∈ Rp×n, b ∈ Rp 是已知
的.

▶ 集合D 表示自变量x的自然定义域,即

D = domf = {x | f (x) < +∞}.

▶ 若domci ̸= Rn,则
D = domf ∩ (∩m

i=1domci).

▶ 自变量x还受约束的限制,定义可行域

X = {x ∈ D : ci(x) ≤ 0, i = 1, 2, · · · ,m; Ax = b}.

▶ 由于凸优化问题的可行域是凸集,因此等式约束一般只能是线性约束.
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Slater约束品性与强对偶原理

▶ 凸优化问题有很多好的性质.一个自然的问题是:我们能否像研究无约束问题那样找
到该问题最优解的一阶充要条件?如果这样的条件存在,它在什么样的约束品性下成
立?

▶ 在通常情况下,优化问题的对偶间隙大于0,即强对偶原理不满足.

▶ 但对很多凸优化问题,在特定约束品性下可以证明强对偶原理.

▶ 直观的一种约束品性是存在满足所有约束条件的严格可行解.
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Slater约束品性与强对偶原理:相对内点

首先给出集合D 的相对内点集relintD 的定义.给定集合D,记其仿射包为

affineD = {x | x = θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θkxk, x1, x2, · · · , xk ∈ D,

k∑
i=1

θi = 1}.

定义 (相对内点)

集合D 的相对内点集定义为

relintD = {x ∈ D | ∃ r > 0, 使得 B(x, r) ∩ affineD ⊆ D}.

相对内点是内点的推广,若D 本身的“维数”较低,则D 不可能有内点,但如果在它的仿射
包affineD 中考虑,则D 可能有相对内点.
例：
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Slater约束品性

定义 (Slater约束品性)

若对凸优化问题

min
x∈D

f (x), s.t. ci(x) ⩽ 0, i = 1, 2, · · · ,m, Ax = b,

存在x ∈ relintD 满足 ci(x) < 0, i = 1, 2, · · · ,m, Ax = b,
则称对此问题Slater约束品性满足.该约束品性也称为 Slater条件.

▶ Slater约束品性实际上是要求自然定义域D 的相对内点中存在使得不等式约束严格
成立的点, affineD = Rn 时相对内点就是内点.

▶ 不等式约束是仿射函数时, Slater条件可以放宽.设前k个不等式约束是仿射的,此
时Slater约束品性变为:存在x ∈ relintD,满足

ci(x) ≤ 0, i = 1, 2, · · · , k; ci(x) < 0, i = k + 1, k + 2 · · · ,m; Ax = b,

即对线性不等式约束无需要求其存在严格可行点.
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Slater约束品性与强对偶原理

定理

若凸优化问题满足Slater条件,则强对偶原理成立.

该定理表明，Slater条件成立时，当d∗ > −∞时,对偶问题的最优解可以取到,即存在对
偶可行解(λ∗, ν∗),满足g(λ∗, ν∗) = d∗ = p∗.
证明：

▶ 考虑简单情况，假设集合D 内部非空(即relintD = intD ), A行满秩(否则可以去掉多
余的线性等式约束)以及原始问题最优函数值p∗ 有限（p∗ = −∞时，由弱对偶性知
对偶问题无可行解,此时d∗ = ∞）.

▶ 定义集合

A = {(u, v, t) | ∃x ∈ D, ci(x) ≤ ui, i = 1, 2, · · · ,m,

Ax − b = v, f (x) ≤ t}.
B = {(0, 0, s) ∈ Rm × Rp × R | s < p∗}.

▶ 可以证明集合A和B是不相交的.
▶ 假设存在(u, v, t) ∈ A ∩ B.根据(u, v, t) ∈ B,有u = 0, v = 0和t < p∗.
▶ 由(u, v, t) ∈ A,可知f (x) ≤ t < p∗,这与p∗ 是原始问题最优值矛盾.
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Slater约束品性与强对偶原理

Figure:集合A和B在u - t方向投影的示意图
( A一般为有内点的凸集, B是一条射线且不含点(0, 0, p∗) )

因为A和B均为凸集,由超平面分离定理,存在(λ, ν, µ) ̸= 0和α,使得

λTu + νTv + µt ≥ α, ∀ (u, v, t) ∈ A,

λTu + νTv + µt ≤ α, ∀ (u, v, t) ∈ B.
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Slater约束品性与强对偶原理

▶ 我们断言λ ≥ 0和µ ≥ 0 (否则可以取ui 和t为任意大的正实数以及ν = 0,这会导
致λTu + µt在集合A上无下界).

▶ 同时,由于µt ≤ α对于所有t < p∗ 成立,可得µp∗ ≤ α.

▶ 对任意x ∈ D,取(u, v, t) = (ci(x),Ax − b, f (x)) ∈ A,可知

m∑
i=1

λici(x) + νT(Ax − b) + µf (x) ≥ α ≥ µp∗.

▶ 假设µ > 0,则

L(x,
λ

µ
,
ν

µ
) ≥ p∗.

进一步地,我们有g(λ
µ
, ν
µ
) ≥ p∗,根据弱对偶性g(λ

µ
, ν
µ
) ≤ p∗ 自然成立.因此,必

有g(λ
µ
, ν
µ
) = p∗ 成立.说明在此情况下强对偶性满足,且对偶最优解可以达到.
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Slater约束品性与强对偶原理

▶ 考虑µ = 0的情况,可以从上面得到对于所有的x ∈ D,

m∑
i=1

λici(x) + νT(Ax − b) ≥ 0.

▶ 取满足Slater条件的点xS,有
∑m

i=1 λici(xS) ≥ 0.

▶ 又ci(xS) < 0和λi ≥ 0,我们得到λ = 0,上式化为

νT(Ax − b) ≥ 0, ∀ x ∈ D.

根据(λ, ν, µ) ̸= 0可知ν ̸= 0,结合A行满秩可以得到ATν ̸= 0.由于xS 是可行解,我们
有νT(AxS − b) = 0.

▶ 因为xS ∈ intD,则存在点x̃ = xS + e ∈ D,满足ν⊤Ae < 0.这
与ν⊤Ae = ν⊤A(x̃ − xS) = νT(Ax̃ − b) ≥ 0矛盾.

▶ 综上所述, Slater条件能保证强对偶性.

▶ 在定理的证明中, Slater条件保证了µ ̸= 0.
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一阶充要条件

▶ 对于一般的约束优化问题,当问题满足特定约束品性时,我们知道KKT条件是局部最
优解处的必要条件.

▶ 而对于凸优化问题,当Slater条件满足时, KKT条件则变为局部最优解的充要条件(根
据凸性,局部最优解也是全局最优解).

定理 (凸优化问题的一阶充要条件)

对于凸优化问题,用ai 表示矩阵AT 的第i列, ∂f , ∂ci 表示次梯度,如果Slater条件成立,那
么x∗, λ∗ 分别是原始,对偶全局最优解当且仅当

稳定性条件 0 ∈ ∂f (x∗) +
∑
i∈I

λ∗
i ∂ci(x∗) +

∑
i∈E

λ∗
i ai,

原始可行性条件 Ax∗ = b, ∀i ∈ E ,
原始可行性条件 ci(x∗) ≤ 0, ∀i ∈ I,
对偶可行性条件 λ∗

i ≥ 0, ∀i ∈ I,
互补松弛条件 λ∗

i ci(x∗) = 0, ∀i ∈ I.
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一阶充要条件:充分性

▶ 设存在(x̄, λ̄)满足KKT条件,我们考虑凸优化问题的拉格朗日函数

L(x, λ) = f (x) +
∑
i∈I

λici(x) +
∑
i∈E

λi(aT
i x − bi).

▶ 当固定λ = λ̄时,注意到λ̄i ≥ 0, i ∈ I 以及λ̄i(aT
i x), i ∈ E 是线性函数可知L(x, λ̄)是关

于x的凸函数.

▶ 由凸函数全局最优点的一阶充要性可知,此时x̄就是L(x, λ̄)的全局极小点.根据拉格
朗日对偶函数的定义,

L(x̄, λ̄) = inf
x∈D

L(x, λ̄) = g(λ̄).

▶ 根据原始可行性条件Ax̄ = b以及互补松弛条件λ̄ici(x̄) = 0, i ∈ I,

L(x̄, λ̄) = f (x̄) + 0 + 0 = f (x̄).

▶ 根据弱对偶原理,

L(x̄, λ̄) = f (x̄) ≥ p∗ ≥ d∗ ≥ g(λ̄) = L(x̄, λ̄) ⇒ p∗ = d∗,

故x̄, λ̄分别是原始问题和对偶问题的最优解.

最优化问题解的存在性 无约束可微问题的最优性理论 对偶理论 带约束凸优化问题的最优性理论 一般约束优化问题的最优性理论 总结
Shixiang Chen (USTC) 最优理论 63 / 101



关于充分性的评述

▶ 定理的充分性说明,若能直接求解出凸优化问题的KKT对,则其就是对应问题的最优
解.

▶ 在充分性部分的证明中,我们没有使用Slater条件,这是因为在证明的一开始假设
了KKT点是存在的. Slater条件的意义在于当问题最优解存在时,其相应KKT条件也
会得到满足.

▶ 当Slater条件不满足时,即使原始问题存在全局极小值点,也可能不存在(x∗, λ∗)满
足KKT条件.
▶ 例：

min x, s.t. x2 ≤ 0.
该问题是凸问题，但是不满足KKT条件。

▶ 事实上，只要KKT条件成立，那么其便为凸问题的充分必要条件。后面我们看
到LICQ，MFCQ等条件也可也保证局部最优点满足KKT条件。
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对偶理论与拉格朗日函数鞍点理论

为了简化问题，我们仅考虑有不等式约束的情况。利用拉格朗日函数，我们有如下原问
题的表述：

sup
λ≥0

L(x, λ) =
{

f (x), if ci(x) ≤ 0, i ∈ I
+∞, else.

故，原问题极小值有
p∗ = inf

x
sup
λ≥0

L(x, λ).

而
d∗ = sup

λ≥0
inf

x
L(x, λ).

由弱对偶性，我们有
sup
λ≥0

inf
x

L(x, λ) ≤ inf
x
sup
λ≥0

L(x, λ).

事实上，上述不等式有更一般的形式，不依赖于函数L(x, λ)的性质，被称之
为max−min不等式：

sup
y∈Y

inf
x∈X

f (x, y) ≤ inf
x∈X

sup
y∈Y

f (x, y),

对于任意f : Rn × Rm → R, X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn成立。
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强对偶定理成立时，我们有等式成立，从而可以交换supλ≥0, infx L(x, λ)的顺序。

我们称(x∗, λ∗) ∈ Rn × R|I|
+ 是拉格朗日函数的鞍点，如果

L(x∗, λ) ≤ L(x∗, λ∗) ≤ L(x, λ∗), ∀(x, λ) ∈ Rn × R|I|
+

定理

如果(x∗, λ∗) ∈ Rn × R|I|
+ 是拉格朗日函数的鞍点，那么x∗是原问题的解。反之，如果x∗是

原问题的解，并且Slater条件在x∗处成立，那么存在λ∗是对偶问题的解，并
且(x∗, λ∗) ∈ Rn × R|I|

+ 是拉格朗日函数的鞍点.
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光滑凸优化实例:仿射空间的投影问题

min
x∈Rn

1
2
∥x − y∥2

2,

s.t. Ax = b,

其中A ∈ Rm×n, b ∈ Rm 以及y ∈ Rn 为给定的矩阵和向量且A满秩.
▶ 拉格朗日函数: L(x, λ) = 1

2∥x − y∥2 + λT(Ax − b).

▶ Slater条件成立, x∗ 为一个全局最优解当且仅当存在λ∗ ∈ Rm 使得{
x∗ − y + ATλ∗ = 0,

Ax∗ = b.

▶ 由上述KKT条件第一式,等号左右两边同时左乘A可得

Ax∗ − Ay + AATλ = 0 ⇒ λ∗ = (AAT)−1(Ay − b).

▶ 将λ∗ 代回KKT条件第一式可知

x∗ = y − AT(AAT)−1(Ay − b).

因此点y到集合{x | Ax = b}的投影为y − AT(AAT)−1(Ay − b).
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example:water-filling这个问题源自信息论，其中每个变量xi代表分配给第i个通道的发
射功率，而log(αi + xi)则给出了该通道的容量或通信速率。这个问题可以看作是在给各
个通道分配总功率为一的情况下，最大化总通信速率的问题。
(assume αi > 0)

min −
n∑

i=1

log(xi + αi)

s.t. x ≥ 0, 1T x = 1

x is optimal iff x ≥ 0, 1T x = 1, and there exist λ ∈ Rn, ν ∈ R such that

λ ≥ 0, λixi = 0,
1

xi + αi
+ λi = ν

▶ if ν < 1/αi : λi = 0 and xi = 1/ν − αi

▶ if ν ≥ 1/αi : λi = ν − 1/αi and xi = 0

▶ determine ν from 1T x =
∑n

i=1 max{0, 1/ν − αi} = 1

example: water-filling (assume αi > 0)

minimize −∑n
i=1 log(xi + αi)

subject to x � 0, 1Tx = 1

x is optimal iff x � 0, 1Tx = 1, and there exist λ ∈ Rn, ν ∈ R such that

λ � 0, λixi = 0,
1

xi + αi
+ λi = ν

• if ν < 1/αi: λi = 0 and xi = 1/ν − αi

• if ν ≥ 1/αi: λi = ν − 1/αi and xi = 0

• determine ν from 1Tx =
∑n

i=1max{0, 1/ν − αi} = 1

interpretation

• n patches; level of patch i is at height αi

• flood area with unit amount of water

• resulting level is 1/ν⋆
i

1/ν⋆

xi

αi

Duality 5–20

interpretation
▶ n patches; level of patch i is at height αi

▶ flood area with unit amount of water

▶ resulting level is 1/ν∗
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提纲

1 最优化问题解的存在性

2 无约束可微问题的最优性理论

3 对偶理论

4 带约束凸优化问题的最优性理论

5 一般约束优化问题的最优性理论

6 总结
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切锥

定义 (切锥)

给定可行域X 及x ∈ X ,若存在序列{zk}∞k=1 ⊂ X , limk→∞ zk = x以及正标量序
列{tk}∞k=1, tk → 0满足

lim
k→∞

zk − x
tk

= d

则称向量d 为X 在点x处的一个切向量.所有点x处的切向量构成的集合称为切锥,
用TX (x)表示.

Figure:不等式约束 Figure:等式约束
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几何最优性条件

一般优化问题:

min
x∈Rn

f (x)

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I
ci(x) = 0, i ∈ E

定理 (几何最优性条件)

假设可行点x∗ 是上述问题的一个局部极小点.如果f (x)和ci(x), i ∈ I ∪ E 在点x∗ 处是可微
的,那么

dT∇f (x∗) ≥ 0, ∀d ∈ TX (x∗).

等价于
TX (x∗) ∩ {d | ∇f (x∗)Td < 0} = ∅.
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证明

▶ 若TX (x∗) ∩ {d | ∇f (x∗)Td < 0} ̸= ∅,取d ∈ TX (x∗)且f (x∗)Td < 0.

▶ 存在{tk}∞k=1 和{dk}∞k=1 使得x∗ + tkdk ∈ X ,其中tk → 0且dk → d.

▶ 由于∇f (x∗)Td < 0,对于充分大的k,我们有

f (x∗ + tkdk) = f (x∗) + tk∇f (x∗)Tdk + o(tk)

= f (x∗) + tk∇f (x∗)Td + tk∇f (x∗)T(dk − d) + o(tk)

= f (x∗) + tk∇f (x∗)Td + o(tk)

< f (x∗)

这与x∗ 的局部极小性矛盾.
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线性化可行锥

定义 (可行方向)

设x ∈ X , d ∈ Rn是非零向量。若存在δ > 0使得：x + λd ∈ X , ∀λ ∈ (0, δ). 则称d是可行
域X在x处的可行方向。

定义 (线性化可行锥)

对于可行点x ∈ X ,定义该点的积极集A(x) = E ∪ {i ∈ I : ci(x) = 0},点x处的线性化可
行方向锥定义为

F(x) =

{
d

∣∣∣∣∣ dT∇ci(x) = 0, ∀ i ∈ E ,

dT∇ci(x) ≤ 0, ∀ i ∈ A(x) ∩ I

}

Figure: R2 上的不等式约束集合和线性化可行方向锥

非积极约束{i ∈ I : ci(x) < 0}中，对应的可行点为内点，故可行方向为Rn.
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线性化可行锥包含切锥

定理 (线性化可行锥包含切锥)

设ci(x), i ∈ E ∪ I 一阶连续可微,则对任意可行点x有TX (x) ⊆ F(x).

证明:不妨设积极集A(x) = E ∪ I,设d ∈ TX (x),由定义

lim
k→∞

tk = 0, lim
k→∞

zk − x
tk

= d ⇔ zk = x + tkd + ek

其中残量ek 满足∥ek∥ = o(tk).对i ∈ E ,根据泰勒展开,

0 =
1
tk

ci(zk)

=
1
tk
(ci(x) +∇ci(x)T(tkd + ek) + o(tk))

= ∇ci(x)Td +
∇ci(x)Tek

tk
+ o(1).

注意到 ∥ek∥
tk

→ 0,令k → ∞即可得到

∇ci(x)Td = 0, i ∈ E .
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线性化可行锥包含切锥

同理,对i ∈ I,根据泰勒展开,

0 ≥ 1
tk

ci(zk)

=
1
tk
(ci(x) +∇ci(x)T(tkd + ek) + o(tk))

= ∇ci(x)Td +
∇ci(x)Tek

tk
+ o(1).

注意到ci(x) = 0, i ∈ I,因此我们有

∇ci(x)Td ≤ 0, i ∈ I

结合以上两点,最终可得到TX (x) ⊆ F(x)
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反例:切锥未必包含线性化可行锥

min
x∈R

f (x) = x

s.t. c(x) = −x + 3 ≤ 0

▶ 则TX (3) = {d | d ≥ 0},F(3) = {d : d ≥ 0},于是TX (3) = F(3)

▶ 将问题的约束变形为
c(x) = (−x + 3)3 ≤ 0

因为可行域不变,故点x∗ = 3处,切锥TX (x∗) = {d : d ≥ 0}不变.

▶ 由c′(x∗) = −3(x∗ − 3)2 = 0知线性化可行锥F(x∗) = {d | d ∈ R}

▶ 此时, F(x∗) ⊃ TX (x∗) (严格包含).
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约束品性的引入

▶ 线性化可行方向锥F(x)受可行域X 代数表示方式的影响

▶ 切锥TX (x)仅由可行域X 决定

▶ 线性可行化方向锥容易计算,但不能反映可行域X 的本质特征

▶ 切锥能反映可行域X 的本质特征,但不容易计算

▶ 引入约束品性来沟通两者,确保最优点x∗ 处TX (x∗) = F(x∗),从而可以用F(x)取
代TX (x)
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线性无关约束品性

定义 (线性无关约束品性)

给定可行点x及相应的积极集A(x).如果积极集对应的约束函数的梯度,
即∇ci(x), i ∈ A(x),是线性无关的,则称线性无关约束品性( LICQ )在点x处成立.

定理

给定任意可行点x ∈ X ,若在该点LICQ成立,则有TX (x) = F(x).

▶ 证明:不失一般性,我们假设积极集A(x) = E ∪ I.记矩阵

A(x) = [∇ci(x)]Ti∈I∪E .

▶ 假设下标集合A(x)的元素个数为m,那么矩阵A(x) ∈ Rm×n 并且rank(A) = m.

▶ 令矩阵Z ∈ Rn×(n−m) 为A(x)的零空间的基矩阵,则Z 满足

rank(Z) = n − m, A(x)Z = 0.
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线性无关约束品性

▶ 令d ∈ F(x)为任意线性化可行方向,给定limk→∞ tk = 0的正标量{tk}∞k=1,定义映
射R : Rn × R → Rn:

R(z, t) =
[

c(z)− tA(x)d
ZT(z − x − td)

]
,

其中c(z)为向量值函数,其第i个分量为ci(z).

▶ 由A(x) = E ∪ I 知

R(x, 0) =
[

c(x)
ZT(x − x)

]
= 0,

∂R(x, 0)
∂z

=

[
A(x)
ZT

]
.

▶ 根据Z 的构造,雅可比矩阵 ∂R(x,0)
∂z 是非奇异的.因此,由隐函数定理,对任意充分小

的tk,都存在唯一的zk,使得R(zk, tk) = 0.

▶ 由于R(zk, tk) = 0,故ci(zk) = tk∇ci(x)Td, i ∈ I ∪ E .根据线性化可行方向d 的定义,
ci(zk) ≥ 0, i ∈ I, ci(zk) = 0, i ∈ E ,即zk 为可行点.
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线性无关约束品性

▶ 由泰勒展开得

0 = R(zk, tk) =

[
c(zk)− tkA(x)d
ZT(zk − x − tkd)

]
=

[
A(x)(zk − x) + ek − tkA(x)d

ZT(zk − x − tkd)

]
=

[
A(x)
ZT

]
(zk − x − tkd) +

[
ek

0

]
.

其中残量ek 满足∥ek∥ = o(tk).

▶ 两边同时作用
[
A(x)T Z

]−T
并除以tk,则有

zk − x
tk

= d +

[
A(x)
ZT

]−1
[ ek

tk
0

]
⇒ lim

k→∞

zk − x
tk

= d,

即d ∈ TX (x).故F(x) ⊆ TX (x).又TX (x) ⊆ F(x),则两集合相同.
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Mangasarian–Fromovitz约束品性(MFCQ)

定义 (Mangasarian–Fromovitz约束品性)

给定可行点x及相应的积极集A(x).如果存在一个向量w ∈ Rn,使得

∇ci(x)Tw < 0, ∀i ∈ A(x) ∩ I,

∇ci(x)Tw = 0, ∀i ∈ E ,

并且等式约束对应的梯度集{∇ci(x), i ∈ E}是线性无关的,则称点x处MFCQ成立.

▶ Mangasarian–Fromovitz约束品性是LICQ的的一个常用推广,简称为MFCQ.

▶ LICQ可以推出MFCQ,但是反过来不成立.在MFCQ成立的情况下,我们也可以证
明TX (x) = F(x).
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线性约束品性

▶ 另外一个用来保证TX (x) = F(x)的约束品性是线性约束品性.

定义 (线性约束品性)

若所有的约束函数ci(x), i ∈ I ∪ E 都是线性的,则称线性约束品性成立.

▶ 当线性约束品性成立时,也有TX (x) = F(x).

▶ 因此对只含线性约束的优化问题,例如线性规划、二次规划,很自然地
有TX (x) = F(x),∀ x.我们无需再关注约束函数的梯度是否线性无关.

▶ 一般来说,线性约束品性和LICQ之间没有互相包含的关系.
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Karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件:引入

▶ 回顾几何最优性条件:

x∗局部极小⇔ TX (x∗) ∩ {d | ∇f (x∗)Td < 0} = ∅.

▶ TX (x∗) = F(x∗)时(约束品性成立),上述条件变为d

∣∣∣∣∣∣∣∣
dT∇f (x∗) < 0,

dT∇ci(x∗) = 0, i ∈ E ,

dT∇ci(x∗) ≤ 0, i ∈ A(x∗) ∩ I

 = ∅.

▶ 上式依然难以验证,但可使用Farkas引理进行化简.
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Farkas引理

定理 (Farkas引理)

设p和q为两个非负整数,给定Rn 中{ai}p
i=1, {bi}q

i=1 和c.则满足:

dTai = 0, i = 1, 2, · · · , p,

dTbi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , q,

dTc < 0

的d 不存在当且仅当存在的{λi}p
i=1 和µi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , q,使得

c =

p∑
i=1

λiai +

q∑
i=1

µibi.

证明:仅证必要性,若这样的λi 和µi 不存在,定义集合

S = {z | z =
p∑

i=1

λiai +

q∑
i=1

µibi, λi ∈ R, µi ≥ 0}.
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Farkas引理

▶ S是一个闭凸锥.因为c /∈ S,由凸集的严格分离超平面定理可知:存在d ∈ Rn, α ∈ R使
得

dTc < α < dTz, ∀z ∈ S.

▶ 因为0 ∈ S,所以
dTc < α < dT0 = 0.

▶ 任取bi 与t ≥ 0,有tbi ∈ S,故α < tdTbi.由t的任意性知dTbi ≥ 0.

▶ 同理,任取t ∈ R与ai,有tai ∈ S,故tdTai < α.由t的任意性知dTai = 0.

▶ 综上,此时的d 为不等式系统的解.
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从Farkas引理到KKT条件

▶ 由Farkas引理,取ai = ∇ci(x∗), i ∈ E , bi = ∇ci(x∗), i ∈ A(x∗) ∩ I 以及c = −∇f (x∗),
则TX (x∗) = F(x∗)时几何最优性条件等价于:

−∇f (x∗) =
∑
i∈E

λ∗
i ∇ci(x∗) +

∑
i∈A(x∗)∩I

λ∗
i ∇ci(x∗),

其中λ∗
i ∈ R, i ∈ E , λ∗

i ≥ 0, i ∈ A(x∗) ∩ I.

▶ 如果补充定义λ∗
i = 0, i ∈ I\A(x∗),那么

−∇f (x∗) =
∑

i∈I∪E

λ∗
i ∇ci(x∗),

这恰好对应于拉格朗日函数关于x的一阶最优性条件.

▶ 互补松弛条件:对于任意的i ∈ I,我们注意到

λ∗
i ci(x∗) = 0.

这说明i ∈ A(x∗) ∩ I 时乘子λ∗
i = 0或ci(x∗) = 0至少出现一种,当两种情况恰好只有

一种满足时,我们也称严格互补松弛条件.
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KKT条件:总结

假设x∗ 是一般优化问题

min
x∈Rn

f (x)

s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I
ci(x) = 0, i ∈ E

的一个局部最优点.如果
TX (x∗) = F(x∗)

成立,那么存在拉格朗日乘子λ∗
i 使得如下条件成立:

稳定性条件 ∇xL(x∗, λ∗) = ∇f (x∗) +
∑

i∈I∪E

λ∗
i ∇ci(x∗) = 0,

原始可行性条件 ci(x∗) = 0, ∀i ∈ E ,
原始可行性条件 ci(x∗) ≤ 0, ∀i ∈ I,
对偶可行性条件 λ∗

i ≥ 0, ∀i ∈ I,
互补松弛条件 λ∗

i ci(x∗) = 0, ∀i ∈ I.
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KKT条件:注记

▶ 称满足KKT条件的变量对(x∗, λ∗)为KKT对.

▶ 称x∗ 为KKT点.

▶ 如果局部最优点x∗ 处TX (x∗) ̸= F(x∗),那么x∗ 不一定是KKT点.

▶ KKT条件只是必要的, KKT点不一定是局部最优点.
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二阶最优性条件:引入

依旧考虑一般优化问题:

min
x∈Rn

f (x), s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I; ci(x) = 0, i ∈ E .

若x∗ 是满足KKT条件的点,假设TX (x∗) = F(x∗),则∀d ∈ F(x∗),

dT∇f (x∗) = −
∑
i∈E

λ∗
i dT∇ci(x∗)︸ ︷︷ ︸

= 0

−
∑

i∈A(x∗)∩I

λ∗
i dT∇ci(x∗)︸ ︷︷ ︸

≤ 0

≥ 0,

此时一阶条件无法判断x∗ 是否是最优值点.
▶ 若dT∇f (x∗) = 0,则需要利用二阶信息来进一步判断在其可行邻域内的目标函数值.

▶ 拉格朗日函数在这些方向上的曲率即可用来判断x∗ 的最优性.

▶ 首先引入临界锥来精确刻画这些方向.
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临界锥

定义 (临界锥)

设(x∗, λ∗)是满足KKT条件的KKT对,定义临界锥为

C(x∗, λ∗) = {d ∈ F(x∗) | ∇ci(x∗)Td = 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I 且 λ∗
i > 0},

其中F(x∗)为点x∗ 处的线性化可行方向锥.

▶ 临界锥是线性化可行方向锥F(x∗)的子集.

▶ 沿着临界锥中的方向进行优化,所有等式约束和λ∗
i > 0对应的不等式约束(此时这些

不等式均取等)都会尽量保持不变.

▶ 当d ∈ C(x∗, λ∗)时, ∀i ∈ E ∪ I 有λ∗
i ∇ci(x∗)Td = 0,故

dT∇f (x∗) =
∑

i∈E∪I

λ∗
i dT∇ci(x∗) = 0.

▶ 临界锥定义了依据一阶导数不能判断是否为下降或上升方向的线性化可行方向,必
须使用高阶导数信息加以判断.
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二阶最优性条件

考虑一般优化问题:

min
x∈Rn

f (x), s.t. ci(x) ≤ 0, i ∈ I; ci(x) = 0, i ∈ E .

定理 (二阶最优性条件)

必要性:假设x∗ 是问题的一个局部最优解,并且TX (x∗) = F(x∗)成立.令λ∗ 为相应的拉格
朗日乘子,即(x∗, λ∗)满足KKT条件,那么

dT∇2
xxL(x

∗, λ∗)d ≥ 0, ∀d ∈ C(x∗, λ∗).

充分性:假设在可行点x∗ 处,存在一个拉格朗日乘子λ∗,使得(x∗, λ∗)满足KKT条件.如果

dT∇2
xxL(x

∗, λ∗)d > 0, ∀d ∈ C(x∗, λ∗), d ̸= 0,

那么x∗ 为问题的一个严格局部极小解.
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二阶最优性条件:无约束VS有约束

回顾无约束优化问题的二阶最优性条件:
▶ 问题: minx∈Rn f (x).

▶ 必要条件:若x∗ 是f 的一个局部极小点,则∇f (x∗) = 0,∇2f (x∗) ⪰ 0.

▶ 充分条件:若∇f (x∗) = 0,∇2f (x∗) ≻ 0,则x∗ 是f 的一个局部极小点.

约束优化问题的二阶最优性条件也要求某种“正定性”,但只需要考虑临界锥C(x∗, λ∗)中的
向量而无需考虑全空间的向量.

有些教材中将其称为“投影半正定性”.
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约束优化的最优性理论:例子

min x2
1 + x2

2, s.t.
x2

1

4
+ x2

2 − 1 = 0,

其拉格朗日函数为

L(x, λ) = x2
1 + x2

2 + λ(
x2

1

4
+ x2

2 − 1).

该问题可行域在任意一点x = (x1, x2)
T 处的线性化可行方向锥为

F(x) = {(d1, d2) |
x1

4
d1 + x2d2 = 0}.

因为只有一个等式约束且其对应函数的梯度非零,故有LICQ成立,于
是F(x) = TX (x).若(x, λ)为KKT对,由于无不等式约束,故C(x, λ) = F(x).
可以计算出其4个KKT对

(xT, λ) = (2, 0,−4), (−2, 0,−4), (0, 1,−1) 和 (0,−1,−1).
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约束优化的最优性理论:例子

考虑第一个KKT对y = (2, 0,−4)T,计算可得

∇2
xxL(y) =

[
0 0
0 −6

]
, C(y) = {(d1, d2) | d1 = 0}.

取d = (0, 1),则
dT∇2

xxL(y)d = −6 < 0,

因此y不是局部最优点.类似地,对第三个KKT对z = (0, 1,−1),

∇2
xxL(z) =

[ 3
2 0
0 0

]
, C(z) = {(d1, d2) | d2 = 0}.

对于任意的d = (d1, 0)且d1 ̸= 0,

dT∇2
xxL(z)d =

3
2

d2
1 > 0.

因此, z为一个严格局部最优点.
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最大割问题的半定规划松弛

max ⟨C,X⟩
s.t. Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n

X ⪰ 0.

(2)

▶ 拉格朗日函数:

L(X, µ, Λ) = ⟨C,X⟩+
n∑

i=1

µi(Xii − 1)− Tr(XΛ), Λ ∈ Sn
+, µ ∈ Rn.

▶ Slater条件成立,最优性条件:

C + Diag(µ∗)− Λ∗ = 0,

X∗
ii = 1, i = 1, · · · , n,

X∗ ⪰ 0,

Λ∗ ⪰ 0,

Tr(X∗Λ∗) = 0.

由于X∗ 与Λ∗ 的半正定性, Tr(X∗Λ∗) = 0等价于X∗Λ∗ = 0.
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光滑非凸优化:最大割问题半定规划松弛的非凸分解

max
Y∈Rn×p

Tr(CYYT),

s.t. diag(YYT) = 1.
(Burer-Monteiro)

▶ 利用X = YYT, Y ∈ Rp×n 来减小规模,此时YYT ⪰ 0自然满足. 该分解方法可以推广
到SDP的标准形式，问题性质研究见论文Burer, Samuel, and Renato DC Monteiro.
"A nonlinear programming algorithm for solving semidefinite programs via low-rank
factorization." Mathematical programming 95.2 (2003): 329-357.

▶ 可行点Y = [y1, y2, · · · , yn]
T 处约束为ci(Y) = ∥yi∥2 − 1 = 0, ∀i.

∇ci(Y) = 2[0, · · · , 0, yi, 0, · · · 0]T.

因为yi ̸= 0,故{ci(Y)}n
i=1 是线性无关的,即LICQ成立.

▶ 拉格朗日函数: L(Y, λ) = Tr(CYYT) +
∑n

i=1 λici(Y).

▶ KKT条件: {
2CY − 2[λ1y1, λ2y2, · · · , λnyn]

T = 0,

diag(YYT) = 1.

最优化问题解的存在性 无约束可微问题的最优性理论 对偶理论 带约束凸优化问题的最优性理论 一般约束优化问题的最优性理论 总结
Shixiang Chen (USTC) 最优理论 96 / 101



光滑非凸优化:最大割问题半定规划松弛的非凸分解

▶ 令Λ̃ = Diag(λ1, λ2, · · · , λn), KKT条件第一式可以转换为

(C − Λ̃)Y = 0.

▶ 因为该问题只有等式约束,故临界锥就是切锥,即

C(Y, λ) = {D ∈ Rn×p | diag(YTD) = 0}.

▶ 拉格朗日函数的海瑟矩阵算子形式为

∇2
YY L(X, λ)[D] = 2(C − Λ̃)D.

▶ 必要性:假设Y 为一个局部最优解,则存在λi,使得
〈
(C − Λ̃)D,D

〉
≥ 0, ∀diag(YTD) = 0,

diag(YYT) = 1,

(C − Λ̃)Y = 0.
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光滑非凸优化:最大割问题半定规划松弛的非凸分解

▶ 充分性:假设在一点Y 处,存在λi, i = 1, 2, · · · , n,使得
〈
(C − Λ̃)D,D

〉
> 0, ∀diag(YTD) = 0,

diag(YYT) = 1,

(C − Λ̃)Y = 0,

那么Y 为问题的一个严格局部最优解.

▶ 利用关系式(C − Λ̃)Y = 0和约束diag(YYT) = 1可以显式求得λ = diag(CYYT).

▶ 在这个例子中根据约束的特殊结构,我们能显式给出乘子λ的表达式.这个性质在一
般约束优化问题中是没有的.

▶ 满足一定条件下，例如p ≥ m(m+1)
2 ，可以说明C − Λ̃是半正定的。因此若Y∗满足问

题(Burer-Monteiro)的二阶必要条件,那么X = Y∗Y∗⊤是问题(2)的全局最优解。具体
可以参考文献：Boumal, Nicolas, Vladislav Voroninski, and Afonso S. Bandeira.
"Deterministic Guarantees for Burer-Monteiro Factorizations of Smooth
Semidefinite Programs." Communications on Pure and Applied Mathematics 73.3
(2020): 581-608.
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总结:无约束优化问题及其最优性条件

问题 一阶条件 二阶条件

可微问题 ∇f (x∗) = 0 (必要) ∇2f (x∗) ⪰ 0 (必要)
∇2f (x∗) ≻ 0 (充分)

凸问题 0 ∈ ∂f (x∗) (充要) —
复合优化问题 −∇f (x∗) ∈ ∂h(x∗) (必要) —
非凸非光滑 0 ∈ ∂f (x∗) (必要) —
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总结:约束优化问题的最优性条件和相应约束品性

问题 一阶条件 二阶条件 约束品性

一般问题 KKT条件(必要)
dT∇2

xxL(x
∗, λ∗)d ≥ 0, ∀d ∈ C(x∗, λ∗) (必要)

dT∇2
xxL(x

∗, λ∗)d > 0, ∀d ∈ C(x∗, λ∗), d ̸= 0, (充分)1 LICQ2

凸问题 KKT条件(充要) — Slater

1 一般约束优化问题的二阶充分条件不需要LICQ作为前提.

2 或其他可推出TX (x∗) = F(x∗)的约束品性.
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无约束问题的梯度法

陈士祥

中国科学技术大学
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无约束优化问题

本章，我们考虑如下问题:
min
x∈Rn

f (x).

这里，f (x)是连续可微的。
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迭代算法

迭代算法的一般格式：
xk+1 = xk + αkdk,

▶ 其中，dk是xk处的下降方向，即

∇f (xk)
⊤dk < 0.

这也表明，方向导数f ‘(xk; dk) = lim
t→0+

f (xk+tdk)−f (xk)
t = ∇f (xk)

⊤dk < 0.

▶ αk > 0是步长，决定沿着下降方向走多远。

设计算法的目标是，使得迭代点xk越来越接近最优点，

▶ f (xk+1) < f (xk)；

▶ ∥∇f (xk)∥ → 0, as k→∞；
▶ ∥xk+1 − x∗∥ < ∥xk − x∗∥, x∗为最优点；
▶ ...
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梯度下降法

▶ 注意到ϕ(α) = f (xk + αdk)有泰勒展开

ϕ(α) = f (xk) + α∇f (xk)Tdk +O(α2∥dk∥2).

▶ 由柯西不等式,当α足够小时取dk = −∇f (xk)会使函数下降最快.
▶ 因此梯度法就是选取dk = −∇f (xk)的算法,它的迭代格式为

xk+1 = xk − αk∇f (xk).

步长αk 的选取可依赖于线搜索算法,也可直接选取固定的αk.
▶ 另一种理解方式，在局部使用二次函数逼近原函数，求解近似的函数，

xk+1 = argmin
x

f (xk) +∇f (xk)⊤(x− xk) +
1
αk
∥x− xk∥2

2

= argmin
x
∥x− (xk − αk∇f (xk))∥2

2

= xk − αk∇f (xk)
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二次函数的梯度法

设二次函数f (x, y) = x2 + 10y2,初始点(x0, y0)取为(10, 1),取固定步长αk = 0.085. 我们使
用梯度法xk+1 = xk − αk∇f (xk)进行15次迭代.

−10 −5 0 5 10
−4

−2

0

2

4

Figure:梯度法的前15次迭代
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二次函数的收敛定理

为了理解梯度下降（GD）的收敛速率，让我们从二次目标函数开始：

min
x

f (x) :=
1
2
(x− x∗)T Q(x− x∗)

对于某个n× n矩阵Q ≻ 0，其中∇f (x) = Q(x− x∗)。

定理

收敛率：如果αk ≡ η = 2
λ1(Q)+λn(Q)

,则

∥xk − x∗∥2
2 ≤

(
λ1(Q)− λn(Q)

λ1(Q) + λn(Q)

)t

∥x0 − x∗∥2
2

其中λ1(Q)（λn(Q)）分别是Q的最大（最小）特征值。

▶ 正如我们将看到的，η 被选择以使|1− ηλn(Q)| = |1− ηλ1(Q)|。
▶ 收敛率由Q的条件数λ1(Q)

λn(Q)
决定，或等价地maxx λ1(∇2f (x))

minx λn(∇2f (x))。
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Proof: 根据梯度下降（GD）更新规则：

xk+1 − x∗ = xk − x∗ − αk∇f (xk) = (I − αkQ)(xk − x∗)

我们有

∥xk+1 − x∗∥2
2 ≤ ∥I − αkQ∥∥xk − x∗∥2

2,

∥I − αkQ∥为矩阵的谱范数。收敛速率通过如下式子得到：

∥I − αkQ∥ = max{|1− αkλ1(Q)|, |1− αkλn(Q)|} = 1− 2λn(Q)

λ1(Q) + λn(Q)
=

λ1(Q)− λn(Q)

λ1(Q) + λn(Q)

这里第二个等号是因为我们选择了

αk =
2

λ1(Q) + λn(Q)

该选择也是最优选择。
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精确线搜索

步长规则αk ≡ η = 2
λ1(Q)+λn(Q)

依赖于Q的谱范数，这需要通过实验得到。
另一个更实际的策略是精确线搜索规则：

αk = argmin
η≥0

f (xk − η∇f (xk))
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精确线索搜收敛速率

收敛率：如果αk = argminη≥0 f (xk − η∇f (xk))，则

f (xk)− f (x∗) ≤
(
λ1(Q)− λn(Q)

λ1(Q) + λn(Q)

)2t

(f (x0)− f (x∗))

▶ 该收敛速率用目标函数值表示

▶ 收敛率不快于常数步长规则
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证明：为了简化符号，让gk = ∇f (xk) = Q(xk − x∗)。可以验证精确线搜索给出：

αk =
gT

k gk

gT
k Qgk

所以

f (xk+1) =
1
2
∥xk − αkgk − x∗∥2

Q =
1
2
∥xk − x∗∥2

Q − αk∥gk∥2 +
α2

kgT
k Qgk

2

=
1
2
∥xk − x∗∥2

Q −
∥gk∥4

2gT
k Qgk

= (1− ∥gk∥4

2QgkgT
k Q−1gk

)f (xk)

最后一步等式使用了f (xk) =
1
2 gT

k Q−1gk.
使用Kantorovich’s inequality:

∥y∥4

(yT Qy)(yT Q−1y)
≥ 4λ1(Q)λn(Q)

(λ1(Q) + λn(Q))2

我们得出结论：

f (xk+1) ≤
(

1− 4λ1(Q)λn(Q)

(λ1(Q) + λn(Q))2

)
f (xk)

结论得证，因为f (x∗) = minx f (x) = 0.
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线搜索方法

▶ 线搜索: xk+1 = xk + αkdk

1 先确定下降方向: 负梯度、牛顿方向、拟牛顿方向等.

2 按某种准则搜索步长.
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线搜索算法:盲人下山

▶ 求解f (x)的最小值点如同盲人下山,无法一眼望知谷底,而是:
1 首先确定下一步该向哪一方向行走.

2 再确定沿着该方向行走多远后停下以便选取下一个下山方向.

▶ 线搜索类算法的数学表述:
xk+1 = xk + αkdk.

我们称dk 为迭代点xk 处的搜索方向, αk 为相应的步长.这里要求dk 是一个下降方向,
即(dk)T∇f (xk) < 0.

▶ 线搜索类算法的关键是如何选取一个好的方向dk ∈ Rn 以及合适的步长αk.
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αk 的选取:精确线搜索算法

▶ 选取dk 的方法千差万别,但选取αk 的方法却非常相似.

▶ 首先构造一元辅助函数
ϕ(α) = f (xk + αdk),

其中dk 是给定的下降方向, α > 0是该辅助函数的自变量.

▶ 线搜索的目标是选取合适的αk 使得ϕ(αk)尽可能减小. 这要求:
1 αk 应该使得f 充分下降

2 不应在寻找αk 上花费过多的计算量

▶ 一个自然的想法是寻找αk 使得

αk = argmin
α>0

ϕ(α),

即αk 为最佳步长. 这种线搜索算法被称为精确线搜索算法

▶ 选取αk 通常需要很大计算量,在实际应用中较少使用
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例子:不合适的线搜索准则导致无法收敛

考虑一维无约束优化问题
min

x
f (x) = x2,

迭代初始点x0 = 1. 由于问题是一维的,下降方向只有{−1,+1}两种.我们选
取dk = −sign(xk),且只要求选取的步长满足迭代点处函数值单调下降,
即f (xk + αkdk) < f (xk). 考虑选取如下两种步长：

αk,1 =
1

3k+1 , αk,2 = 1 +
2

3k+1 ,

通过简单计算可以得到

xk
1 =

1
2

(
1 +

1
3k

)
, xk

2 =
(−1)k

2

(
1 +

1
3k

)
.

显然,序列{f (xk
1)}和序列{f (xk

2)}均单调下降,但序列{xk
1}收敛的点不是极小值点,序

列{xk
2}则在原点左右振荡,不存在极限

梯度下降法 线搜索准则 光滑和强凸问题 Barzilar-Borwein方法 局部结构性条件 非凸问题的梯度方法
Shixiang Chen (USTC) 梯度下降法 16 / 60



非精确线搜索: Armijo准则

定义 (Armijo准则)

设dk 是点xk 处的下降方向,若

f (xk + αdk) ≤ f (xk) + c1α∇f (xk)Tdk,

则称步长α满足Armijo准则,其中c1 ∈ (0, 1)是一个常数.

α

ϕ(α)

ϕ(0)

l(α) = ϕ(0) + c1α∇f(xk)Tdk

α1

Figure: Armijo准则
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Armijo准则: 评注

▶ 引入Armijo准则的目的是保证每一步迭代充分下降

▶ Armijo准则有直观的几何含义,它指的是点(α, ϕ(α))必须在直线

l(α) = ϕ(0) + c1α∇f (xk)Tdk

的下方,上图中区间[0, α1]中的点均满足Armijo准则

▶ 参数c1 通常选为一个很小的正数,例如c1 = 10−3, Armijo准则非常容易得到满足

▶ Armijo准则需要配合其他准则以保证迭代的收敛性,因为α = 0显然满足Armijo准
则,此时迭代序列中的点固定不变
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回溯(backtracking)法:以Armijo准则为例

▶ 给定初值α̂,回溯法通过不断以指数方式缩小试探步长,找到第一个满足Armijo准则
的点

▶ 回溯法选取
αk = γ j0 α̂,

其中
j0 = min{j = 0, 1, · · · | f (xk + γ jα̂dk) ≤ f (xk) + c1γ

jα̂∇f (xk)Tdk},

参数γ ∈ (0, 1)为一个给定的实数

Algorithm线搜索回溯法

1: 选择初始步长α̂,参数γ, c ∈ (0, 1). 初始化α← α̂.
2: while f (xk + αdk) > f (xk) + cα∇f (xk)Tdk do
3: 令α← γα.
4: end while
5: 输出αk = α.

梯度下降法 线搜索准则 光滑和强凸问题 Barzilar-Borwein方法 局部结构性条件 非凸问题的梯度方法
Shixiang Chen (USTC) 梯度下降法 19 / 60



回溯法:以Armijo准则为例

▶ 该算法被称为回溯法是因为α的试验值是由大至小的,它可以确保输出的αk 能尽量
地大

▶ 算法1不会无限进行下去,因为dk 是一个下降方向,当α充分小时, Armijo准则总是成
立的

▶ 实际应用中我们通常也会给α设置一个下界,防止步长过小
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Wolfe准则

▶ Goldstein准则: 设dk 是点xk 处的下降方向,若

f (xk + αdk) ≤ f (xk) + cα∇f (xk)Tdk, (1a)

f (xk + αdk) ≥ f (xk) + (1− c)α∇f (xk)Tdk, (1b)

则称步长α满足Goldstein准则,其中c ∈
(
0, 1

2

)
.

▶ Wolfe准则: 设dk 是点xk 处的下降方向,若

f (xk + αdk) ≤ f (xk) + c1α∇f (xk)Tdk, (2a)

∇f (xk + αdk)Tdk ≥ c2∇f (xk)Tdk, (2b)

则称步长α满足Wolfe准则,其中c1, c2 ∈ (0, 1)为给定的常数且c1 < c2.
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Wolfe准则

▶ ∇f (xk + αdk)Tdk 恰好就是ϕ(α)的导数, Wolfe准则实际要求ϕ(α)在点α处切线的斜
率不能小于ϕ′(0)的c2 倍

▶ ϕ(α)的极小值点α∗ 处有ϕ′(α∗) = ∇f (xk + α∗dk)Tdk = 0,因此α∗ 永远满足条件二.
而选择较小的c1 可使得α∗ 同时满足条件一,即Wolfe准则在绝大多数情况下会包含
线搜索子问题的精确解

α

ϕ(α)

ϕ(0)

l(α) = ϕ(0) + c1α∇f(xk)Tdk

α2α1

c2∇f(xk)Tdk

Figure: Wolfe准则
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梯度利普希茨连续

定义 (梯度利普希茨（Lipschitz)连续)

给定可微函数f，若存在L > 0，对任意的x, y ∈ domf有

∥∇f (x)−∇f (y)∥ ≤ L∥x− y∥, (3)

则称f是梯度利普希茨连续的，相应利普希茨常数为L．有时也简记为梯度L-利普希茨连
续或L-光滑．

引理 (二次上界)

设可微函数f (x)的定义域domf = Rn，且为梯度L-利普希茨连续的，则函数f (x)有二次上
界：

f (y) ≤ f (x) +∇f (x)T(y− x) +
L
2
∥y− x∥2, ∀ x, y ∈ domf . (4)

注

f (x)二阶可微,那么f是-强凸,L-光滑的,如果

LI ⪰ ∇2f (x) ⪰ mI, ∀x.
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证明

可以证明:
f (y)− f (x)−∇f (x)T(y− x)

=

∫ 1

0
(∇f (x + t(y− x))−∇f (x))T(y− x)dt

≤
∫ 1

0
∥∇f (x + t(y− x))−∇f (x)∥∥y− x∥dt

≤
∫ 1

0
L∥y− x∥2tdt =

L
2
∥y− x∥2,

其中最后一行的不等式利用了梯度利普希茨连续的条件(3)．整理可得(4)式成立．
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梯度法在凸函数上的收敛性

考虑梯度法
xk+1 = xk − αk∇f (xk)

假设：

▶ 设函数f (x)为凸的梯度L -利普希茨连续函数

▶ 极小值f ∗ = f (x∗) = infx f (x)存在且可达.

▶ 如果步长αk 取为常数α且满足0 < α < 1
L

结论：点列{xk}的函数值收敛到最优值,且在函数值的意义下收敛速度为O
( 1

k

)
.

如果函数f 还是m -强凸函数,则梯度法的收敛速度会进一步提升为Q-线性收敛.
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证明

▶ 因为函数f 是利普希茨可微函数,对任意的x,根据二次上界引理,

f (x− α∇f (x)) ≤ f (x)− α

(
1− Lα

2

)
∥∇f (x)∥2.

▶ 记x̃ = x− α∇f (x)并限制0 < α < 1
L ,我们有

f (x̃) ≤ f (x)− α

2
∥∇f (x)∥2

≤ f ∗ +∇f (x)T(x− x∗)− α

2
∥∇f (x)∥2

= f ∗ +
1

2α

(
∥x− x∗∥2 − ∥x− x∗ − α∇f (x)∥2

)
= f ∗ +

1
2α

(∥x− x∗∥2 − ∥x̃− x∗∥2),

其中第一个不等式是因为0 < α < 1
L ,第二个不等式为f 的凸性.
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证明

▶ 在上式中取x = xi−1, x̃ = xi 并将不等式对i = 1, 2, · · · , k求和得到

k∑
i=1

(f (xi)− f ∗) ≤ 1
2α

k∑
i=1

(
∥xi−1 − x∗∥2 − ∥xi − x∗∥2

)
=

1
2α

(
∥x0 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2

)
≤ 1

2α
∥x0 − x∗∥2.

▶ 由于f (xi)是非增的,所以

f (xk)− f ∗ ≤ 1
k

k∑
i=1

(f (xi)− f ∗) ≤ 1
2kα
∥x0 − x∗∥2.
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回溯法

▶ 给定初值α̂,回溯法取步长αk = γ j0 α̂,其中j0是第一个满足Armijo准则的整数:

j0 = min{j = 0, 1, · · · | f (xk − γ jα̂∇f (xk)) ≤ f (xk)− c1γ
jα̂∥∇f (xk)∥2},

参数γ ∈ (0, 1)为一个给定的实数

α

f (x− α∇f (x))

f (x)

f (x)− c1α∥∇f (xk)∥2
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回溯法

▶ 由回溯法的机制，注意到Armijo准则在α = αk/γ不满足，即有:

f (xk − αk

γ
∇f (xk)) > f (xk)− c1

αk

γ
∥∇f (xk)∥2.

▶ 另一方面由二次上界可得

f (xk)− αk

γ

(
1− Lαk

2γ

)
∥∇f (xk)∥2 ≥ f (xk − αk

γ
∇f (xk))

▶ 整理上述两式可得:

−αk

γ

(
1− Lαk

2γ

)
> −c1

αk

γ
.

取c1 = 1/2得αk ≥ γ
L . 综合初始步长得到αk ≥ αmin = min

(
α̂, γ

L

)
.

▶ 实际上，这告诉我们，回溯法可以有效估计Lipschitz常数L.
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回溯法收敛性分析

▶ 由第28页:

f (xi) ≤ f ∗ +
1

2αi

(
∥xi−1 − x∗∥2

2 − ∥xi − x∗∥2
2

)
≤ f ∗ +

1
2αmin

(
∥xi−1 − x∗∥2

2 − ∥xi − x∗∥2
2

)

▶ 将这些式子求和得到:

f (xk)− f ∗ ≤ 1
k

k∑
i=1

(f (xi)− f ∗) ≤ 1
2ktmin

∥x0 − x∗∥2
2

结论: 类似固定步长情形有复杂度O(1/k)
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凸函数性质

引理

设函数f (x)是Rn 上的凸可微函数,则以下结论等价：
1 f 的梯度为L -利普希茨连续的；

2 函数g(x) def
== L

2 xTx− f (x)是凸函数；

3 ∇f (x)有余强制性,即对任意的x, y ∈ Rn,有

(∇f (x)−∇f (y))T(x− y) ≥ 1
L
∥∇f (x)−∇f (y)∥2.

(1) =⇒ (2) 即证g(x)的单调性. 对任意x, y ∈ Rn,

(∇g(x)−∇g(y))T(x− y) = L∥x− y∥2 − (∇f (x)−∇f (y))T(x− y)

≥ L∥x− y∥2 − ∥x− y∥∥∇f (x)−∇f (y)∥ ≥ 0.

因此g(x)为凸函数.
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凸函数性质

引理 (梯度L -利普希茨函数的性质)

设可微函数f (x)的定义域为Rn 且存在一个全局极小点x∗,若f (x)为梯度L -利普希茨连续
的,则对任意的x有 1

2L
∥∇f (x)∥2 ≤ f (x)− f (x∗).

(2) =⇒ (3)
▶ 构造辅助函数

fx(z) = f (z)−∇f (x)Tz,

fy(z) = f (z)−∇f (y)Tz,

容易验证fx 和fy 均为凸函数.

▶ gx(z) = L
2 zTz− fx(z)关于z是凸函数. 根据凸函数的性质,我们有

gx(z2) ≥ gx(z1) +∇gx(z1)
T(z2 − z1), ∀ z1, z2 ∈ Rn.

整理可推出fx(z)有二次上界,且对应的系数也为L.

梯度下降法 线搜索准则 光滑和强凸问题 Barzilar-Borwein方法 局部结构性条件 非凸问题的梯度方法
Shixiang Chen (USTC) 梯度下降法 33 / 60



凸函数性质

▶ 注意到∇fx(x) = 0,这说明x是fx(z)的最小值点. 由上页引理,

fx(y)− fx(x) = f (y)− f (x)−∇f (x)T(y− x)

≥ 1
2L
∥∇fx(y)∥2 =

1
2L
∥∇f (y)−∇f (x)∥2.

▶ 同理,对fy(z)进行类似的分析可得

f (x)− f (y)−∇f (y)T(x− y) ≥ 1
2L
∥∇f (y)−∇f (x)∥2.

将以上两式不等号左右分别相加,可得余强制性.

(3) =⇒ (1) 由余强制性和柯西不等式,
1
L
∥∇f (x)−∇f (y)∥2 ≤ (∇f (x)−∇f (y))T(x− y)

≤ ∥∇f (x)−∇f (y)∥∥x− y∥,
整理后即可得到f (x)是梯度L -利普希茨连续的.
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梯度法在强凸函数上的收敛性

定理 (梯度法在强凸函数上的收敛性)

设函数f (x)为m -强凸的梯度L -利普希茨连续函数, f (x∗) = infx f (x)存在且可达. 如果步
长α满足0 < α < 2

m+L ,那么由梯度下降法迭代得到的点列{xk}收敛到x∗,且为Q-线性收
敛.

▶ 首先根据f 强凸且∇f 利普希茨连续,可得

g(x) = f (x)− m
2

xTx

为凸函数且 L−m
2 xTx− g(x)为凸函数.

▶ 由引理知函数g(x)是梯度(L−m) -利普希茨连续的.再次利用引理可得关于g(x)的余
强制性

(∇g(x)−∇g(y))T(x− y) ≥ 1
L− m

∥∇g(x)−∇g(y)∥2.
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梯度法在强凸函数上的收敛性

▶ 代入g(x)的表达式,可得

(∇f (x)−∇f (y))T(x− y) ≥ mL
m + L

∥x− y∥2 +
1

m + L
∥∇f (x)−∇f (y)∥2.

▶ 再估计固定步长下梯度法的收敛速度. 设步长α ∈
(

0, 2
m+L

)
,对xk, x∗ 应用上式并注意

到∇f (x∗) = 0得

∥xk+1 − x∗∥2
2 = ∥xk − α∇f (xk)− x∗∥2

= ∥xk − x∗∥2 − 2α∇f (xk)T(xk − x∗) + α2∥∇f (xk)∥2

≤
(
1− α

2mL
m + L

)
∥xk − x∗∥2 + α

(
α− 2

m + L
)
∥∇f (xk)∥2

≤
(
1− α

2mL
m + L

)
∥xk − x∗∥2

⇒ ∥xk − x∗∥2 ≤ ck∥x0 − x∗∥2, c = 1− α
2mL

m + L
< 1.
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函数值收敛

强凸函数假设下

▶ 迭代点列{xk}Q-线性收敛

▶ 如果取t = 2
m+L，则有c = (γ−1)

(γ+1)

2
且γ = L/m,即

∥xk − x∗∥2 ≤ (γ − 1)
(γ + 1)

2k

∥x0 − x∗∥2 (5)

如果dom f = Rn且f 有极小点x∗,则

1
2L
∥∇f (x)∥2

2 ≤ f (x)− f (x∗) ≤ L
2
∥x− x∗∥2

2 ∀x

因此：

f (xk)− f ∗ ≤ L
2
∥xk − x∗∥2

2 ≤
ckL
2
∥x0 − x∗∥2

2

函数值的估计：达到f (xk)− f ∗ ≤ ϵ的迭代步数是O(log(1/ϵ))
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Barzilar-Borwein方法

▶ Barzilar-Borwein (BB)方法是一种特殊的梯度法,经常比一般的梯度法有着更好的效
果.

▶ BB方法利用对角阵Bk = 1
αk

I近似海瑟矩阵∇2f (x)，希望尽可能满足类似拟牛顿条
件:

Bksk−1 ≈ yk−1,

其中sk−1 def
== xk − xk−1 以及yk−1 def

== ∇f (xk)−∇f (xk−1).

▶ BB方法选取的αk 是如下两个最优问题之一的解:

min
α

∥αyk−1 − sk−1∥2,

min
α

∥yk−1 − α−1sk−1∥2.

▶ 因此得到梯度下降法的格式:

xk+1 = xk − (Bk)−1∇f (xk)⇐⇒ xk+1 = xk − αk∇f (xk)
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Barzilar-Borwein方法

▶ 容易验证两个子问题的解分别为

αk
BB1

def
==

(sk−1)Tyk−1

(yk−1)Tyk−1 和 αk
BB2

def
==

(sk−1)Tsk−1

(sk−1)Tyk−1 ,

▶ 因此可以得到BB方法的两种迭代格式：

xk+1 = xk − αk
BB1∇f (xk) 和 xk+1 = xk − αk

BB2∇f (xk).

▶ 计算两种BB步长的任何一种仅仅需要函数相邻两步的梯度信息和迭代点信息,不需
要任何线搜索算法即可选取算法步长.

▶ BB方法计算出的步长可能过大或过小,因此我们还需要将步长做上界和下界的截断,
即选取0 < αm < αM 使得

αm ≤ αk ≤ αM.

▶ BB方法本身是非单调方法,有时也配合非单调收敛准则使用以获得更好的实际效果.
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非单调线搜索的BB方法

Algorithm非单调线搜索的BB方法

1: 给定x0,选取初值α > 0,整数M ≥ 0, c1, β, ε ∈ (0, 1), k = 0.
2: while ∥∇f (xk)∥ > ε do
3: while f (xk − α∇f (xk)) ≥ max0≤j≤min(k,M) f (xk−j)− c1α∥∇f (xk)∥2 do
4: 令α← βα.
5: end while
6: 令xk+1 = xk − α∇f (xk).
7: 根据BB步长公式之一计算α,并做截断使得α ∈ [αm, αM].
8: k← k + 1.
9: end while
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二次函数的BB方法

▶ 设二次函数f (x, y) = x2 + 10y2,并使用BB方法进行迭代,初始点为(−10,−1).

▶ BB方法的收敛速度较快,在经历15次迭代后已经接近最优值点. 从等高线也可观察
到BB方法是非单调方法.

▶ 实际上,对于正定二次函数, BB方法有R-线性收敛速度.

−10 −5 0 5 10
−4

−2

0

2

4 梯度下降法

BB 方法

Figure:梯度法与BB方法的前15次迭代
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局部结构性条件

到目前为止，我们在强凸性和光滑性的条件下建立了梯度法的线性收敛。
强凸性要求往往可以放宽，例如有如下几种条件

▶ 局部强凸性

▶ 规则性条件

▶ Polyak-Łojasiewicz条件

这些条件通常不需要假设问题是凸问题。
还有更多的条件，误差界、二次增长条件。这些条件之间的关系，参考文献：Necoara,
Ion, Yu Nesterov, and Francois Glineur. "Linear convergence of first order methods for
non-strongly convex optimization." Mathematical Programming 175 (2019): 69-107.
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例子：逻辑回归

假设我们获得了m个独立的二进制样本

yi =

1, 以概率 1
1+exp(−aT

i x)

−1, 以概率 1
1+exp(aT

i x)

其中{ai}是已知的向量；x ∈ Rn 是未知参数。
最大似然估计（MLE）由以下给出（经过一些操作后）：

min
x∈Rn

f (x) =
1
m

m∑
i=1

log(1 + exp(−yiaT
i x))

∇2f (x) =
1
m

m∑
i=1

1
(1 + exp(yiaT

i x))2 aiaT
i → 0如果x→∞

这意味着f 是0-强凸的。

梯度下降法 线搜索准则 光滑和强凸问题 Barzilar-Borwein方法 局部结构性条件 非凸问题的梯度方法
Shixiang Chen (USTC) 梯度下降法 45 / 60



局部强凸且光滑函数

定理 (局部强凸且光滑函数收敛速度)

设f 是局部µ-强凸且L-光滑的，满足

µI ⪯ ∇2f (x) ⪯ LI, ∀x ∈ B0

其中B0 := {x : ∥x− x∗∥2 ≤ ∥x0 − x∗∥2}且x∗ 是最小值。那么收敛速度(5)继续成立。
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在规则性条件下的收敛

另一种方法是通过以下规则性条件来替代强凸性和光滑性：

⟨∇f (x), x− x∗⟩ ≥ µ

2
∥x− x∗∥2

2 +
1

2L
∥∇f (x)∥2

2, ∀x (6)

定理

假设f 满足上述条件(6)。如果αk ≡ η = 1
L，那么

∥xk − x∗∥2
2 ≤

(
1− µ

L

)k
∥x0 − x∗∥2

2

证明：根据GD，我们有：

∥xk+1 − x∗∥2
2 ≤ ∥xk − x∗∥2

2 −
2
L
⟨xk − x∗,∇f (xk)⟩+

1
L2 ∥∇f (xk)∥2

2

进一步利用定理的条件：

⟨xk − x∗,∇f (xk)⟩ ≥
µ

2
∥xk − x∗∥2

2 +
1

2L
∥∇f (xk)∥2

2

结合以上不等式，我们得到：

∥xk+1 − x∗∥2
2 ≤

(
1− µ

L

)
∥xk − x∗∥2

2
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Polyak-Łojasiewicz条件下的收敛

另一个选择是Polyak-Łojasiewicz (PŁ)条件：

∥∇f (x)∥2
2 ≥ 2µ(f (x)− f (x∗)), ∀x (7)

该条件保证了一阶稳定点是全局最优点。

定理

假设f 满足(7)且是L-光滑的。如果αk ≡ η = 1
L，则

f (xk)− f (x∗) ≤
(

1− µ

L

)k
(f (x0)− f (x∗))

▶ 保证了向最优目标值的线性收敛

▶ 不意味着全局最小值的唯一性

证明：

f (xk+1)− f (x∗) ≤ f (xk)− f (x∗)− 1
2L
∥∇f (xk)∥2

≤ f (xk)− f (x∗)− µ

L
(f (xk)− f (x∗))

≤
(

1− µ

L

)
(f (xk)− f (x∗))
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例子：过参数化线性回归

▶ m个数据样本{ai ∈ Rn, yi ∈ R}m
i=1

▶ 线性回归：找到一个最佳拟合数据的线性模型

min
x∈Rn

f (x) =
1
2

m∑
i=1

(aT
i x− yi)

2

过参数化：模型维度大于样本大小（即n > m）——这在深度学习中特别重要。
尽管这是一个凸问题，但如果n > m，则由于

∇2f (x) =
m∑

i=1

aiaT
i

是秩亏的，所以它不是强凸的。但在大多数“非退化”情况下，我们有f (x∗) = 0（为什
么？），并且满足PŁ条件，因此GD线性收敛。
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过参数化线性回归

假设A = [a1 · · · am]
⊤ ∈ Rm×n 的秩为m，并且

αk ≡ η =
1

λmax(AAT)

那么GD遵循

f (xk)− f (x∗) ≤
(

1− λmin(AAT)

λmax(AAT)

)k

(f (x0)− f (x∗)), ∀t

▶ 仅仅关于{ai}非常温和的假设
▶ 没有关于{yi}的假设
▶ 虽然这个过参数化问题存在许多全局最小值，但梯度下降有一个隐含的偏好——它
倾向于收敛到离初始点x0 最近的全局最小值。
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过参数化线性回归收敛证明

为了证明线性收敛，关键是说明Polyak-Łojasiewicz (PŁ)条件成立。我们需要证明以下
不等式：

∥∇f (x)∥2
2 ≥ 2λmin(AAT)f (x)

如果这成立，那么根据Polyak-Łojasiewicz (PŁ)条件下的收敛定理和f (x∗) = 0的事实，
立即可以得出结论。
为了证明上述不等式，考虑y = [yi]

m
i=1 并观察到

∇f (x) = AT(Ax− y)

进一步有

∥∇f (x)∥2
2 = (Ax− y)T AAT(Ax− y) ≥ λmin(AAT)∥Ax− y∥2

2 = 2λmin(AAT)f (x)

这满足PŁ条件µ = λmin(AAT)。
这个证明基于A的最小特征值和梯度的关系，利用了线性代数的基本性质来确立f 关于x
的梯度的下界。这表明，在特定的假设下，梯度下降算法能够以线性速率收敛到最优
解。
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梯度法的隐式正则

对于过参数化线性回归，若初始点x0 ∈ range(A⊤) ,那么，我们一定有xk收敛到如下问题
的解：

min ∥x∥2, s.t. Ax = y. (8)

▶ 因此，若想要线性回归的解范数较小，有时我们并不需要加上约束∥x∥ ≤ C,这种现
象叫做梯度法的隐式正式(implicit regularization). 参考文献：Gunasekar, Suriya, et
al. "Implicit regularization in matrix factorization." Advances in neural information
processing systems 30 (2017).

▶ 更一般的现象存在于带有统计假设的非凸问题.在没有显式正则化的情况下，梯度
下降在各种统计模型下也隐式地执行了适当的正则化。实际上，梯度下降遵循的轨
迹保持在一个具有良好几何性质的盆地内，由与采样机制不一致的点组成。参考文
献：Ma, Cong, et al. "Implicit regularization in nonconvex statistical estimation:
Gradient descent converges linearly for phase retrieval and matrix completion."
International Conference on Machine Learning. PMLR, 2018.

梯度下降法 线搜索准则 光滑和强凸问题 Barzilar-Borwein方法 局部结构性条件 非凸问题的梯度方法
Shixiang Chen (USTC) 梯度下降法 52 / 60



证明：

▶ 梯度方向∇f (x) = A⊤(Ax− y)总是由m个列向量ai 张成的。

▶ 初始化x0 ∈ range(A⊤)，我们因此将始终梯度法迭代保持在子空
间L = {x = A⊤s|s ∈ Rm}中。

▶ 现在考虑优化问题minx ∥x∥2，满足条件Ax = y。这个问题的KKT最优性条件
是Ax = y且存在ν 使得x = A⊤ν。只要我们处于L中，第二个条件就得到满足，如果
我们收敛到零误差的全局最小值，则第一个条件也满足。

▶ 由于梯度下降保持在此子空间上，这就证明了如果梯度下降收敛到零误差解，它是
最小二范数解。
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非凸问题无处不在

很多机器学习最小化任务都是非凸的：

▶ 低秩矩阵补全
▶ 盲反卷积
▶ 字典学习
▶ 深度学习神经网络
▶ ...
▶ 可能到处都存在局部最小值
▶ 在一般情况下，没有算法可以有效地解决非凸问题

Figure:神经网络ResNet56的损失函数局部图示。图片来
源：https://github.com/tomgoldstein/loss-landscape
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典型的收敛保证

我们不能期望通常有效地全局收敛到全局最小值，但我们可能有：

▶ 收敛到稳定点（即∇f (x) = 0）
▶ 收敛到局部最小值

▶ 在适当初始化时局部收敛到全局最小值

定理 (非凸光滑函数的收敛结果)

若f是L−光滑函数并且f有最小值f ∗，则选取步长αk = 1/L,我们有 lim
k→∞

∥∇f (xk)∥ = 0并且

并且对于任意正整数T，有

min
k=0,1,...,T

∥∇f (xk)∥2 ≤ 2L(f (x0)− f ∗)
T

.

▶ 梯度下降在O( 1
ϵ2 )次迭代中找到一个ϵ-近似稳定点

▶ 这不意味着梯度下降收敛到稳定点；它只表明在梯度下降轨迹中存在近似稳定点

相关文献：Cartis, Coralia, Nick Gould, and Philippe Toint. "How much patience do you
have? A worst-case perspective on smooth nonconvex optimization." Optima 88.1-10
(2012). & ”How to make the gradients small,” Y. Nesterov, Optima, 2012.
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证明：

由李氏光滑性，qxk (y) = f (xk) +∇f (xk)
T(y− xk) +

1
2α∥y− xk∥2为一个上界函数。梯度法

迭代满足
xk+1 = argmin

y
qxk (y) = xk − 1/L∇f (xk).

所以

f (xk+1) ≤ qxk (xk+1) = qxk (xk)−
1

2L
∥∇f (xk)∥2 = f (xk)−

1
2L
∥∇f (xk)∥2. (9)

因此
∞∑

k=0

1
2L
∥∇f (xk)∥2 <∞.

故
lim

k→∞
∥∇f (xk)∥ = 0.

并且对于任意正整数T，有mink=0,1,...,T ∥∇f (xk)∥2 ≤ 2L(f (x0)−f∗)
T .
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逃离鞍点

▶ 鞍点和局部最小值是两种具有消失梯度的点。鞍点看起来像“不稳定”的临界点；
▶ 我们可以避开鞍点吗？

▶ 梯度下降无法总是逃离鞍点。例如，如果x0 恰好是一个鞍点，则梯度下降会陷入其
中（因为∇f (x0) = 0）。幸运的是，在温和的条件下，随机初始化的梯度下降几乎
肯定会收敛到局部（有时甚至是全球）最小值！
相关文献：”Gradient descent converges to minimizers,” J. Lee, M. Simchowitz,M.
Jordan, B. Recht, COLT, 2016
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示例

考虑一个简单的非凸二次最小化问题：

min
x

f (x) =
1
2

xT Ax

其中，A = u1uT
1 − u2uT

2，u2
1 = u2

2 = 1且u1u2 = 0。
这个问题至少有一个鞍点：x = 0（为什么？）。
▶ 如果x0 = 0，那么梯度下降会卡在0（即，xk ≡ 0）。
▶ 如果我们随机初始化梯度下降，我们可以希望避开鞍点吗？
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Fact

如果x0 ∼ N (0, I)，对于步长为αk = η < 1的梯度下降，以概率几乎为1，满足

∥xk∥2 →∞当k→∞

▶ 有趣的是，梯度下降（几乎）从不会被困在鞍点0！

证明：
观察到

I − ηA = I⊥ + (1− η)u1uT
1 + (1 + η)u2uT

2

其中I⊥ := I − u1uT
1 − u2uT

2。可以容易地验证

(I − ηA)k = I⊥ + (1− η)ku1uT
1 + (1 + η)ku2uT

2

因此
xk = (I − ηA)kx0 = I⊥x0 + (1− η)k(uT

1 x0)u1 + (1 + η)k(uT
2 x0)u2

显然，只要β0 = uT
2 x0 ̸= 0，|βk| = (1 + η)k(uT

2 x0)→∞当k→∞，从而∥xk∥2 →∞几乎
肯定发生。

梯度下降法 线搜索准则 光滑和强凸问题 Barzilar-Borwein方法 局部结构性条件 非凸问题的梯度方法
Shixiang Chen (USTC) 梯度下降法 60 / 60



次梯度方法

陈士祥

中国科学技术大学

致谢：本教案部分参考北京大学文再文教授《最优化与建模》



提纲

1 次梯度的定义

2 次梯度的性质

3 凸函数的方向导数

4 次梯度的计算规则

5 对偶和最优性条件

6 非光滑优化

7 次梯度算法

8 收敛性分析

次梯度的定义 次梯度的性质 凸函数的方向导数 次梯度的计算规则 对偶和最优性条件 非光滑优化 次梯度算法 收敛性分析
Shixiang Chen (USTC) 次梯度方法 2 / 68



问题背景

许多优化问题，目标函数都是不可微的，例如前面我们见到的基追踪问题和矩阵补全问
题，目标函数分别是最小化ℓ1范数和矩阵变量的核范数。为了研究不可微时问题的最优
条件，我们可以定义一般非光滑凸函数的次梯度。
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次梯度

回顾可微凸函数f 的一阶等价条件:

f (y) ≥ f (x) +∇f (x)T(y − x).

这表明，f 在点x处的一阶近似是f 的一个全局下界。我们这里的想法是，将上述不等式
拓展到一般不可微的情形。我们先考虑简单的函数f (x) = |x|, x ∈ R. f (x)在x = 0处不可
导，因为其左右导数分别为

lim
t→0−

|t|
t

= −1, lim
t→0+

|t|
t

= 1.

可以验证,对于任意g ∈ [−1, 1],下面的不等式成立

|y| ≥ 0 + g · y,

此即
f (y) ≥ f (0) + g · (y − 0).
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Figure:函数f (x) = |x|次梯度示意图。任意斜率为g ∈ [−1, 1]过原点的直线，均为函数f的一个下
界。
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次梯度定义

Definition (次梯度和次微分)

设f 为适当凸函数，x为定义域dom f中的一点．若向量g ∈ Rn 满足

f (y) ≥ f (x) + gT(y − x), ∀y ∈ dom f ,

则称g为函数f 在点x处的一个次梯度(subgradient)．进一步地，称集合

∂f (x) = {g | g ∈ Rn, f (y) ≥ f (x) + gT(y − x), ∀y ∈ dom f}

为f 在点x处的次微分(subdifferential).

注

▶ 定义中的凸函数，值域可以为广义实数R ∪ {+∞}空间。适当函数是指，存在x使
得f (x) < +∞.

▶ 由定义可知，次微分是一个集合，次梯度是某个次微分的元素。

次梯度的定义 次梯度的性质 凸函数的方向导数 次梯度的计算规则 对偶和最优性条件 非光滑优化 次梯度算法 收敛性分析
Shixiang Chen (USTC) 次梯度方法 6 / 68



次梯度存在性

当f可微时，我们有
f (x) +∇f (x)T(y − x) ≤ f (y) ≤ z.

即 [
∇f (x)
−1

]T ([ y
z

]
−
[

x
f (x)

])
≤ 0 ∀ (y, z) ∈ epi f

这表明，∇f (x)可以诱导出上方图epi f 在点(x, f (x))处的支撑超平面,如下图所示。

Figure:对于凸函数f (x),其上方图epi f是一个凸集。
[

∇f (x)
−1

]
是epi f的支撑向量。
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次梯度

▶ f (x) + gT(y − x)是f (y)的一个全局下界
▶ g可以诱导出上方图epi f 在点(x, f (x))处的一个支撑超平面[

g
−1

]([
y
t

]
−
[

x
f (x)

])
≤ 0 ∀ (y, t) ∈ epi f

▶ 如果f 是可微凸函数,那么∇f (x)是f 在点x处的一个次梯度
▶ 例：g2, g3 是点x2 处的次梯度；g1 是点x1 处的次梯度
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次梯度存在性

设f为凸函数，dom f为其定义域．如果x ∈ int dom f，则∂f (x)是非空的，其
中int dom f的含义是集合dom f的所有内点.

证明：

▶ (x, f (x))是epi f 边界上的点
▶ 因此存在epi f 在点(x, f (x))处的支撑超平面:

∃ (a, b) ̸= 0,
[

a
b

]T([ y
t

]
−
[

x
f (x)

])
= a⊤(y−x)+b(t−f (x)) ≤ 0, ∀ (y, t) ∈ epi f

▶ 令t → +∞,可知b ≤ 0
▶ 取y = x + ϵa ∈ dom f , ϵ > 0,可知b ̸= 0
▶ 因此b < 0并且g = a/|b|是f 在点x处的次梯度
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例

f (x) = max{f1(x), f2(x)} f1, f2 是可微凸函数

▶ 点x0 处的次梯度可取范围[∇f1(x0),∇f2(x0)]

▶ 如果f1(x̂) > f2(x̂), f 在点x̂处的次梯度等于∇f1(x̂)
▶ 如果f1(x̂) < f2(x̂), f 在点x̂处的次梯度等于∇f2(x̂)
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例

▶ 绝对值函数 f (x) = |x|

▶ 欧几里得范数 f (x) = ∥x∥2

如果 x ̸= 0, ∂f (x) =
1

∥x∥2
x, 如果 x = 0, ∂f (x) = {g|∥g∥2 ≤ 1}
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例：非次可微函数

如下函数在点x = 0处不是次可微的:

▶ f : R → R, dom f = R+

x = 0时, f (x) = 1, x > 0时, f (x) = 0

▶ f : R → R, dom f = R+

f (x) = −
√

x, x ≥ 0, 否则 f (x) = +∞.

epi f 在点(0, f (0))处的唯一支撑超平面是垂直的
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次微分是闭凸集

对任何x ∈ dom f，∂f (x)是一个闭凸集（可能为空集）.

证明：

▶ 设g1, g2 ∈ ∂f (x)，并设λ ∈ (0, 1)，由次梯度的定义

f (y) ≥ f (x) + gT
1 (y − x), ∀y ∈ domf ,

f (y) ≥ f (x) + gT
2 (y − x), ∀y ∈ domf .

由上面第一式的λ倍加上第二式的(1 − λ)倍，我们可以得
到λg1 + (1 − λ)g2 ∈ ∂f (x)，从而∂f (x)是凸集．

▶ 令gk ∈ ∂f (x)为次梯度且gk → g，则

f (y) ≥ f (x) + gT
k (y − x), ∀y ∈ domf ,

在上述不等式中取极限，并注意到极限的保号性，最终我们有

f (y) ≥ f (x) + gT(y − x), ∀y ∈ domf .

这说明∂f (x)为闭集．
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内点的次微分非空有界

如果x ∈ int dom f，则∂f (x)非空有界集．

证明：

▶ 非空可由次梯度存在性直接得出

▶ 取充分小的r > 0,使得

B = {x ± rei|i = 1, · · · , n} ⊂ dom f

▶ 对任意非零的g ∈ ∂f (x),存在y ∈ B满足

f (y) ≥ f (x) + gT(y − x) = f (x) + r∥g∥∞

▶ 由此得到∂f (x)有界:

∥g∥∞ ≤ maxy∈B f (y)− f (x)
r

< +∞
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可微函数的次微分

设凸函数f (x)在x0 ∈ int dom f处可微，则∂f (x0) = {∇f (x0)}.

证明：

▶ 根据可微凸函数的一阶条件可知梯度∇f (x0)为次梯度．

▶ 下证f (x)在点x0处不可能有其他次梯度．设g ∈ ∂f (x0)，根据次梯度的定义，对任意
的非零v ∈ Rn且x0 + tv ∈ dom f , t > 0有

f (x0 + tv) ≥ f (x0) + tgTv.

若g ̸= ∇f (x0)，取v = g −∇f (x0) ̸= 0，上式变形为

f (x0 + tv)− f (x0)− t∇f (x0)
Tv

t∥v∥ ≥ (g −∇f (x0))
Tv

∥v∥ = ∥v∥.

▶ 不等式两边令t → 0，根据Fréchet可微的定义，左边趋于0，而右边是非零正数，
可得到矛盾．
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次梯度的单调性

设f : Rn → R为凸函数，x, y ∈ dom f，则(u − v)T(x − y) ≥ 0,其
中u ∈ ∂f (x)，v ∈ ∂f (y)．

证明：

▶ 由次梯度的定义，
f (y) ≥ f (x) + uT(y − x),

f (x) ≥ f (y) + vT(x − y).

▶ 将以上两个不等式相加即得结论．
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次梯度的连续性

设f (x)是闭凸函数且∂f 在点x̄附近存在且非空．若序列xk → x̄，gk ∈ ∂f (xk)为f (x)在点xk

处的次梯度，且gk → ḡ，则ḡ ∈ ∂f (x̄)．

证明：

▶ 对任意y ∈ domf，根据次梯度的定义，

f (y) ≥ f (xk) +
〈

gk, y − xk
〉
.

▶ 对上述不等式两边取下极限，我们有

f (y) ≥ lim inf
k→∞

[f (xk) +
〈

gk, y − xk
〉
]

≥ f (x̄) + ⟨ḡ, y − x̄⟩ ,

其中第二个不等式利用了f (x)的下半连续性以及gk → ḡ，由此可推出ḡ ∈ ∂f (x̄)．
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方向导数

▶ 一般函数：设f为适当函数，给定点x0以及方向d ∈ Rn，方向导数（若存在）定义为

lim
t↓0

ϕ(t) = lim
t↓0

f (x0 + td)− f (x0)

t
,

其中t ↓ 0表示t单调下降趋于0.

▶ 凸函数：易知ϕ(t)在(0,+∞)上是单调不减的，上式中的极限号lim可以替换为下确
界inf．上述此时极限总是存在（可以为无穷），进而凸函数总是可以定义方向导
数．

▶ 方向导数的定义：对于凸函数f，给定点x0 ∈ dom f 以及方向d ∈ Rn，其方向导数定
义为

∂f (x0; d) = inf
t>0

f (x0 + td)− f (x0)

t
.
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方向导数有限

设f (x)为凸函数，x0 ∈ int dom f，则对任意d ∈ Rn，∂f (x0; d)有限．

证明：

▶ 首先∂f (x0; d)不为正无穷是显然的．
▶ 由于x0 ∈ int dom f，根据次梯度的存在性定理可知f (x)在点x0处存在次梯度g．
▶ 根据方向导数的定义，我们有

∂f (x0; d) = inf
t>0

f (x0 + td)− f (x0)

t

≥ inf
t>0

tgTd
t

= gTd.

其中的不等式利用了次梯度的定义．

▶ 这说明∂f (x0; d)不为负无穷．
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方向导数和次梯度

设f : Rn → (−∞,+∞]为凸函数，点x0 ∈ int dom f，d 为Rn 中任一方向，则

∂f (x0; d) = max
g∈∂f (x0)

gTd.

∂f (x; y)是∂f (x)的支撑函数

▶ 对于可微函数, ∂f (x0; d) = ∇f (x0)
Td

▶ 这也说明∂f (x0; d)对所有的x0 ∈ int dom f ,以及所有的d 都存在
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证明：

▶ 记q(v) = ∂f (x0; v). 根据方向导数有限性的证明过程可得，

q(d) = ∂f (x0; d) ≥ gTd, ∀g ∈ ∂f (x0).

这说明∂f (x0; d)是gTd的一个上界，接下来说明该上界为上确界．
▶ 构造函数

h(v, t) = t
(

f
(

x0 +
v
t

)
− f (x0)

)
,

可知h(v, t)为f̃ (v) = f (x0 + v)− f (x0)的透视函数，并且

q(v) = inf
t′>0

f (x0 + t′v)− f (x0)

t′
t=1/t′
= inf

t>0
h(v, t).

由于透视函数h(v, t)为凸函数，取下确界仍为凸函数，因此q(v)关于v是凸函数.
▶ 由方向导数的有限性直接可以得出dom q = Rn，因此q(v)在全空间任意一点次梯度
存在．
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▶ 对方向d，设ĝ ∈ ∂q(d)，则对任意v ∈ Rn以及λ ≥ 0，我们有

λq(v) = q(λv) ≥ q(d) + ĝT(λv − d).

▶ 令λ = 0，我们有q(d) ≤ ĝTd；令λ → +∞，我们有

q(v) ≥ ĝTv,

▶ 由ϕ(t)单调不减，ϕ(1) ≥ lim
t↓0

ϕ(t),即

f (x0 + v) ≥ f (x0) + q(v) ≥ f (x) + ĝTv.

这说明ĝ ∈ ∂f (x)且ĝTd ≥ q(d)．即q(d)为gTd 的上确界，且当g = ĝ时上确界达到.
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更一般的推广

▶ 设f为适当凸函数，且在x0处次微分不为空集，则对任意d ∈ Rn有

∂f (x0; d) = sup
g∈∂f (x0)

gTd,

且当∂f (x0; d)不为无穷时，上确界可以取到．
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次梯度的计算规则

弱次梯度计算:得到一个次梯度
▶ 足以满足大多数不可微凸函数优化算法

▶ 如果可以获得任意一点处f (x)的值，那么总可以计算一个次梯度

强次梯度计算:得到∂f (x)，即所有次梯度
▶ 一些算法、最优性条件等，需要完整的次微分

▶ 计算可能相当复杂

下面我们假设x ∈ int dom f
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基本规则

▶ 可微凸函数：若凸函数f 在点x处可微，则∂f (x) = {∇f (x)}.

▶ 凸函数的非负线性组合：设凸函数f1, f2 满足int dom f1 ∩ dom f2 ̸= ∅，
而x ∈ dom f1 ∩ dom f2．若

f (x) = α1f1(x) + α2f2(x), α1, α2 ≥ 0,

则f (x)的次微分
∂f (x) = α1∂f1(x) + α2∂f2(x).

▶ 线性变量替换：设h为适当凸函数，f 满足f (x) = h(Ax + b). 若存在x♯ ∈ Rm，使
得Ax♯ + b ∈ int dom h，则

∂f (x) = AT∂h(Ax + b), ∀ x ∈ int dom f .
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函数族的上确界

设f1, f2, · · · , fm : Rn → (−∞,+∞]均为凸函数，令

f (x) = max{f1(x), f2(x), · · · , fm(x)}, ∀x ∈ Rn.

对x0 ∈
m⋂

i=1
int dom fi，定义I(x0) = {i | fi(x0) = f (x0)}，则

∂f (x0) = conv
⋃

i∈I(x0)

∂fi(x0).

▶ I(x0)表示点x0 处“有效”函数的指标
▶ ∂f (x0)是点x0 处“有效”函数的次微分并集的凸包
▶ 如果fi 可微, ∂f (x0) = conv{∇fi(x0) | i ∈ I(x0)}
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证明：

▶ 若f (x0) = +∞，则fi(x0) = +∞, i ∈ I(x0)，于是等式两端均为∅．

▶ 下设f (x0) < +∞．∀i ∈ I(x0)，容易验证∂fi(x0) ⊆ ∂f (x0)．再由次微分是闭凸集可知

conv
⋃

i∈I(x0)

∂fi(x0) ⊆ ∂f (x0).

▶ 另一方面，设g ∈ ∂f (x0)．假设g ̸∈ conv
⋃

i∈I(x0)
∂fi(x0)，由严格分离定理（注意

到conv
⋃

i∈I(x0)
∂fi(x0)和{g}均为闭凸集）和方向导数与次梯度的关系，存在a ∈ Rn

和b ∈ R，使得

aTg > b ≥ max
i∈I(x0)

sup
ξ∈∂fi(x0)

aTξ = max
i∈I(x0)

∂fi(x0; a).

次梯度的定义 次梯度的性质 凸函数的方向导数 次梯度的计算规则 对偶和最优性条件 非光滑优化 次梯度算法 收敛性分析
Shixiang Chen (USTC) 次梯度方法 30 / 68



▶ 因为

∂f (x0; a) = lim
t→0+

f (x0 + ta)− f (x0)

t

= max
i∈I(x0)

lim
t→0+

fi(x0 + ta)− fi(x0)

t

= max
i∈I(x0)

∂fi(x0; a).

故aTg > ∂f (x0; a)．

▶ 但由于g ∈ ∂f (x0)，我们有f (x0 + ta) ≥ f (x0) + tgTa，因而∂f (x0; a) ≥ aTg，这就导致
矛盾．故g ∈ conv

⋃
i∈I(x0)

∂fi(x0).
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例：分段线性函数

f (x) = max
i=1,2,··· ,m

{aT
i x + bi}

▶ 点x处的次微分是一个多面体

∂f (x) = conv{ai | i ∈ I(x)}

其中I(x) = {i | aT
i x + bi = f (x)}
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例: ℓ1-范数

f (x) = ∥x∥1 = max
s∈{−1,1}n

sTx

▶ 次微分是区间的乘积

∂f (x) = J1 × · · · × Jn, Jk =


[−1, 1] , xk = 0

{1}, xk > 0

{−1}, xk < 0
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逐点上确界函数

设{fα | Rn → (−∞,+∞]}α∈A 是一族凸函数，令

f (x) = sup
α∈A

fα(x).

▶ 对x0 ∈ ∩α∈Aint dom fα，定义I(x0) = {α ∈ A | fα(x0) = f (x0)}，则

conv
⋃

α∈I(x0)

∂fα(x0) ⊆ ∂f (x0).

▶ 如果还有A是紧集且fα 关于α连续，则

conv
⋃

α∈I(x0)

∂fα(x0) = ∂f (x0).
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例：最大特征值函数

A(x) = A0 + x1A1 + · · ·+ xnAn 并且系数Ai 对称，令

f (x) = λmax(A(x)) = sup
∥y∥2=1

yTA(x)y

计算点x̂处的一个次梯度：
▶ 选择特征值λmax(A(x̂))对应的任一单位特征向量y
▶ yTA(x)y在点x̂处的梯度是f 的一个次梯度:

(yTA1y, · · · , yTAny) ∈ ∂f (x̂)
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固定分量的函数极小值

f (x) = inf
y

h(x, y), h关于 (x, y)联合凸

计算点x̂处的一个次梯度：
▶ 设ŷ ∈ Rm 满足h(x̂, ŷ) = f (x̂)
▶ 存在g ∈ Rn 使得(g, 0) ∈ ∂h(x̂, ŷ)，则g ∈ ∂f (x̂)

证明: 对任意x ∈ Rn, y ∈ Rm

h(x, y) ≥ h(x̂, ŷ) + gT(x − x̂) + 0T(y − ŷ)

= f (x̂) + gT(x − x̂)

于是
f (x) = inf

y
h(x, y) ≥ f (x̂) + gT(x − x̂)
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例:距离函数

设C 是Rn 中一闭凸集，令
f (x) = inf

y∈C
∥x − y∥2

计算点x̂处的一个次梯度：
▶ 若f (x̂) = 0，则容易验证g = 0 ∈ ∂f (x̂)；
▶ 若f (x̂) > 0，取ŷ为x̂在C上的投影，即ŷ = Pc(x̂)，
首先f (x̂) = ∥x̂ − Pc(x̂)∥ = ∥x̂ − ŷ∥,；另外，可以验证

(g, 0) ∈ ∂h(x̂, ŷ),

其中

g =
1

∥x̂ − ŷ∥2
(x̂ − ŷ) =

1
∥x̂ − Pc(x̂)∥2

(x̂ − Pc(x̂))
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复合函数

设f1, f2, · · · , fm : Rn → (−∞,+∞]为m个凸函数，h : Rm → (−∞,+∞]为关于各分量单
调递增的凸函数，令

f (x) = h(f1(x), f2(x), · · · , fm(x)).

计算点x̂处的一个次梯度:
▶ z = (z1, z2, · · · , zm) ∈ ∂h(f1(x̂), f2(x̂), · · · , fm(x̂))以及gi ∈ ∂fi(x̂)

▶ g def
== z1g1 + z2g2 + · · ·+ zmgm ∈ ∂f (x̂)

证明:
f (x) ≥ h

(
f1(x̂) + gT

1 (x − x̂), f2(x̂) + gT
2 (x − x̂), · · · , fm(x̂) + gT

m(x − x̂)
)

≥ h(f1(x̂), f2(x̂), · · · , fm(x̂)) +
m∑

i=1

zigT
i (x − x̂)

= f (x̂) + gT(x − x̂),
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最优值函数:灵敏度分析

设函数fi 是凸函数，定义h(u, v)为如下凸问题的最优值

min
x

f0(x)

s.t. fi(x) ≤ ui, i = 1, · · · ,m

Ax = b + v

计算点(û, v̂)处的一个次梯度:
▶ 假设h(û, v̂)有限,强对偶成立

max inf
x

(
f0(x) +

∑
i

λi(fi(x)− ûi) + wT(Ax − b − v̂)

)
s.t. λ ≥ 0

▶ 如果λ̂, ŵ是最优对偶变量，那么(−λ̂,−ŵ) ∈ ∂h(û, v̂)
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证明:由弱对偶原理可得

h(u, v) ≥ inf
x

(
f0(x) +

∑
i

λ̂i(fi(x)− ui) + ŵT(Ax − b − v)

)

= inf
x

(
f0(x) +

∑
i

λ̂i(fi(x)− ûi) + ŵT(Ax − b − v̂)

)
− λ̂T(u − û)− ŵT(v − v̂)

= h(û, v̂)− λ̂T(u − û)− ŵT(v − v̂)

次梯度的定义 次梯度的性质 凸函数的方向导数 次梯度的计算规则 对偶和最优性条件 非光滑优化 次梯度算法 收敛性分析
Shixiang Chen (USTC) 次梯度方法 40 / 68



期望函数

u是一个随机变量，h是关于x的凸函数，令

f (x) = Eh(x, u)

计算点x̂处的一个次梯度：
▶ 选择一个函数g满足g(u) ∈ ∂xh(x̂, u)
▶ g = Eu g(u) ∈ ∂f (x̂)

证明：由h的凸性和g(u)的定义,

f (x) = Eh(x, u)

≥ E
(
h(x̂, u) + g(u)T(x − x̂)

)
= f (x̂) + gT(x − x̂)
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最优性条件：无约束问题

定理

x∗ 是f (x)的极小点当且仅当

0 ∈ ∂f (x∗)

证明：根据定义

f (y) ≥ f (x∗) + 0T(y − x∗), ∀y ⇔ 0 ∈ ∂f (x∗)
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最优性条件：带约束的凸问题

定理

min f0(x)

s.t. fi(x) ≤ 0, i = 1, · · · ,m

如果强对偶成立,那么x∗, λ∗ 是最优原始、对偶变量当且仅当

1 x∗ 是可行的
2 λ∗ ≥ 0
3 λ∗

i fi(x∗) = 0 , i = 1, · · · ,m
4 x∗ 是下式的一个极小值点

L(x, λ∗) = f0(x) +
m∑

i=1

λ∗
i fi(x)
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▶ 当dom fi = Rn时，Karush-Kuhn-Tucker条件为
条件1, 2, 3以及

0 ∈ ∂Lx(x∗, λ∗) = ∂f0(x∗) +
m∑

i=1

λ∗
i ∂fi(x∗).

▶ 对于可微函数fi,上式成为

0 = ∇f0(x∗) +
m∑

i=1

λ∗
i ∇fi(x∗)
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非光滑优化的例子

▶ 极小极大问题：
min
x∈X

max
1≤i≤m

fi(x)

▶ 求解非线性方程组：
fi(x) = 0, i = 1, · · · ,m

可以把它化为一个极小化问题：

min
x∈X

∥ (f1(x), · · · , fm(x)) ∥

特别地，∥ · ∥ = ∥ · ∥1 对应 L1 极小化问题，∥ · ∥ = ∥ · ∥∞对应切比雪夫近似问题.

▶ LASSO问题：
min

x
∥Ax − b∥2 + µ∥x∥1
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梯度下降法失败的例子

考虑函数 f : R2 → R1, x = (u, v)T，

f (x) = max

[
1
2

u2 + (v − 1)2,
1
2

u2 + (v + 1)2
]
.

▶ 假设迭代点 xk 的形式为

xk =

(
2 (1 + |ϵk|)

ϵk

)
, 其中ϵk ̸= 0.

▶ 可以计算迭代点 xk 处的梯度：

∇f
(

xk
)
=

(
2 (1 + |ϵk|)

2 (1 + |ϵk|) tk

)
= 2 (1 + |ϵk|)

(
1
tk

)
,

其中tk = sign (ϵk).
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梯度下降法失败的例子

下面我们考虑直接用梯度下降法进行迭代.

▶ 在负梯度方向−∇f
(
xk)上做精确线搜索，可得

xk+1 = xk + αk

(
−∇f

(
xk
))

=

[
2 (1 + |ϵk| /3)

−ϵk/3

]
=

[
2 (1 + |ϵk+1|)

ϵk+1

]
其中 ϵk+1 = −ϵk/3 ̸= 0. 所以显然有ϵk → 0.

▶ 给定一个初始点 x0 = (2 + 2|δ|, δ)T，我们有 xk → (2, 0)T.

▶ 然而 (2, 0)T 并不是稳定点.

▶ 这表明对非光滑问题直接使用梯度法可能会收敛到一个非稳定点.
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问题设定

假设f (x)为凸函数，但不一定可微，考虑如下问题：

min
x

f (x)

▶ 一阶充要条件：
x∗是一个全局极小点 ⇔ 0 ∈ ∂f (x∗)

▶ 因此可以通过计算凸函数的次梯度集合中包含0的点来求解其对应的全局极小点．
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次梯度算法结构

为了极小化一个不可微的凸函数f，可类似梯度法构造如下次梯度算法的迭代格式：

xk+1 = xk − αkgk, gk ∈ ∂f (xk),

其中αk > 0为步长．它通常有如下四种选择：

1 固定步长αk = α；

2 固定∥xk+1 − xk∥，即αk∥gk∥为常数；

3 消失步长αk → 0且
∑∞

k=0 αk = +∞；

4 选取αk使其满足某种线搜索准则．

下面我们讨论在不同步长取法下次梯度算法的收敛性质.
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假设条件

(1) f为凸函数；

(2) f至少存在一个有限的极小值点x∗，且f (x∗) > −∞；

(3) f为利普希茨连续的，即

|f (x)− f (y)| ≤ G∥x − y∥, ∀ x, y ∈ Rn,

其中G > 0为利普希茨常数.

我们下面证明这等价于f (x)的次梯度是有界的，即

∥g∥ ≤ G, ∀ g ∈ ∂f (x), x ∈ Rn.
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证明：

▶ 充分性：假设∥g∥2 ≤ G, ∀ g ∈ ∂f (x)；取gy ∈ ∂f (y), gx ∈ ∂f (x):

gT
x (x − y) ≥ f (x)− f (y) ≥ gT

y (x − y)

再由柯西不等式

G∥x − y∥2 ≥ f (x)− f (y) ≥ −G∥x − y∥2

▶ 必要性：反设存在x和g ∈ ∂f (x)，使得∥g∥2 > G；取y = x + g
∥g∥2

f (y) ≥ f (x) + gT(y − x)

= f (x) + ∥g∥2

> f (x) + G

这与f (x)是G-利普希茨连续的矛盾.

次梯度的定义 次梯度的性质 凸函数的方向导数 次梯度的计算规则 对偶和最优性条件 非光滑优化 次梯度算法 收敛性分析
Shixiang Chen (USTC) 次梯度方法 55 / 68



收敛性分析

▶ 次梯度方法不是一个下降方法，即无法保证f (xk+1) < f (xk)；

▶ 收敛性分析的关键是分析f (x)历史迭代的最优点所满足的性质.
▶ 设x∗是f (x)的一个全局极小值点，f ∗ = f (x∗)，根据迭代格式,∥∥∥xi+1 − x∗

∥∥∥2
=
∥∥xi − αigi − x∗

∥∥2

=
∥∥xi − x∗

∥∥2 − 2αi
〈
gi, xi − x∗

〉
+ α2

i

∥∥gi∥∥2

⩽
∥∥xi − x∗

∥∥2 − 2αi
(
f
(
xi)− f ∗

)
+ α2

i G2

▶ 结合i = 0, · · · , k时相应的不等式，并定义f̂ k = min0⩽i⩽k f
(
xi)：

2

(
k∑

i=0

αi

)(
f̂ k − f ∗

)
⩽
∥∥∥x0 − x∗

∥∥∥2
−
∥∥∥xk+1 − x∗

∥∥∥2
+ G2

k∑
i=0

α2
i

⩽
∥∥∥x0 − x∗

∥∥∥2
+ G2

k∑
i=0

α2
i
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不同步长下的收敛性

(1) 取αi = t为固定步长，则

f̂ k − f ∗ ≤ ∥x0 − x∗∥2

2kt
+

G2t
2

;

▶ f̂ k 无法保证收敛性
▶ 当k足够大时, f̂ k 近似为G2t/2-次优的

(2) 取αi使得∥xi+1 − xi∥固定，即αi∥gi∥ = s为常数，则

f̂ k − f ∗ ≤ G∥x0 − x∗∥2

2ks
+

Gs
2
;

▶ f̂ k 无法保证收敛性
▶ 当k足够大时, f̂ k 近似为Gs/2-次优的
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不同步长下的收敛性

(3) 取αi为消失步长，即αi → 0且
∑∞

i=0 αi = +∞，则

f̂ k − f ∗ ≤
∥x0 − x∗∥2 + G2

k∑
i=0

α2
i

2
k∑

i=0

αi

;

进一步可得f̂ k收敛到f ∗．

▶ 和梯度法不同，只有当αk取消失步长时f̂ k才具有收敛性．

▶ 一个常用的步长取法是αk =
1
k．
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例：ℓ1-范数极小化问题

min ∥Ax − b∥1 (A ∈ R500×100, b ∈ R500)

次梯度取为ATsign(Ax − b)

▶ 第二类步长策略：tk = s/∥g(k−1)∥2，s = 0.1, 0.01, 0.001
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▶ 第三类步长策略：tk = 0.01/
√

k, tk = 0.01/k
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固定迭代步数下的最优步长

▶ 假设
∥∥x0 − x∗

∥∥ ⩽ R，并且总迭代步数k是给定的，在固定步长下，

f̂ k − f ∗ ≤ ∥x0 − x∗∥2

2kt
+

G2t
2

≤ R2

2kt
+

G2t
2

.

▶ 由平均值不等式知当t满足 R2

2kt =
G2t

2 ,即 t = R
G
√

k
时，右端达到最小.

▶ k步后得到的上界是

f̂ k − f ∗ ⩽
GR√

k

▶ 这表明在k = O(1/ϵ2)步迭代后可以得到f̂ k − f ∗ ≤ ϵ的精度

▶ 类似地可证明第二类步长选取策略下，取s = R√
k
，可得到估计

f̂ k − f ∗ ≤ GR√
k
.
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f ∗ 已知时的最优步长：Polyak’s步长

▶ 第56页第一个不等式右端在

αi =
f (xi)− f ∗

∥gi∥2

时取到极小.
▶ 这等价于

(f (xi)− f ∗)2

∥gi∥2 ≤ ∥xi − x∗∥2 − ∥xi+1 − x∗∥2.

▶ 递归地利用上式并结合∥x0 − x∗∥ ≤ R和∥gi∥ ≤ G，可以得到

f̂ k − f ∗ ≤ GR√
k
.
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练习：计算交集中的一点

为了寻找一个落在m个闭凸集C1, ...,Cm 的交集中的点：

min f (x) = max{d1(x), · · · , dm(x)}

其中dj(x) = infy∈Cj ∥x − y∥2 表示点x到集合Cj 的欧几里得距离

▶ 如果交集非空，f ∗ = 0
▶ 如果g ∈ ∂dj(x̂)并且Cj 是距离x̂最远的集合，那么g ∈ ∂f (x̂)
▶ 次梯度g ∈ ∂dj(x̂)：

g = 0 (如果 x̂ ∈ Cj), g =
1

d(x̂,Cj)
(x̂ − Pj(x̂)) (如果 x̂ /∈ Cj)

其中Pj(x̂)是到Cj 的投影；注意当x̂ /∈ Cj时，∥g∥2 = 1
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最优步长选取下的次梯度法：

▶ 当f ∗ = 0且∥gi−1∥2 = 1时，最优步长是αi = f (xi−1).

▶ 在第k步迭代,找到距离最远的集合Cj (此时f (xk−1) = dj(xk−1))；取

xk = xk−1 − f (xk−1)

dj(xk−1)
(xk−1 − Pj(xk−1))

= Pj(xk−1)

▶ 是一种交替投影算法

▶ 每步迭代都将当前迭代点投影到最远的集合上

▶ 当m = 2时,交替投影到两个集合上
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次梯度法的最优性

第62页得出的上界f̂ k − f ∗ ⩽ GR√
k
可以进一步改进吗？

问题设定：

▶ f 是凸函数,有一个极小点x∗

▶ 已知初始点x0 满足∥x0 − x∗∥2 ≤ R
▶ 已知f 在{x|∥x − x0∥2 ≤ R}上的利普希茨常数G
▶ f 的定义方式: 给定x,返回f (x)及一个次梯度

算法设定：每步迭代点xi 都可用任一方法在如下集合中进行选择，迭代k步

x0 + span{g0, g1, · · · , gi−1}
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测试问题

f (x) = max
i=1,··· ,k

xi +
1
2
∥x∥2

2, x0 = 0

▶ 测试问题的解：x∗ = − 1
k (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

)以及f ∗ = − 1
2k

▶ R = ∥x0 − x∗∥2 = 1√
k
且G = 1 + 1√

k

▶ 返回的次梯度是eȷ̂ + x其中ȷ̂ = min{j|xj = maxi=1,...,k xi}

迭代：当i = 0, · · · , k − 1,分量xi
i+1, · · · , xi

k 等于零

f̂ k − f ∗ = min
i<k

f (xi)− f ∗ ≥ −f ∗ =
GR

2(1 +
√

k)

结论：上界O(1/
√

k)无法再改进
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锐度条件下的线性收敛速度

我们称函数f (x)关于最优值f (x∗)满足锐度增长条件，如果存在c > 0,使得

f (x)− f (x∗) ≥ c∥x − x∗∥, ∀x.

在该条件下，使用Polyak步长

αi =
f (xi)− f ∗

∥gi∥2

有如下结果 ∥∥∥xi+1 − x∗
∥∥∥2

=
∥∥xi − αigi − x∗

∥∥2

=
∥∥xi − x∗

∥∥2 − 2αi
〈
gi, xi − x∗

〉
+ α2

i

∥∥gi∥∥2

≤
∥∥xi − x∗

∥∥2 − 2αi
(
f
(
xi)− f ∗

)
+

(f (xi)− f ∗)2

∥gi∥2

=
∥∥xi − x∗

∥∥2 − (f (xi)− f ∗)2

∥gi∥2

≤ (1 − c2

∥gi∥2 )
∥∥xi − x∗

∥∥2
.

最后一行使用了锐度增长条件。
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▶ 注意，此条件下∥gi∥ ≥ c. 所以有线性收敛速度。
▶ 实际中，若不知道f ∗,可以证明存在α0 > 0, γ0 ∈ (0, 1),采用αi = α0γ

i得到线性收
敛。

▶ 参考文献：Davis, Damek, et al. "Subgradient methods for sharp weakly convex
functions." Journal of Optimization Theory and Applications 179 (2018): 962-982.
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总结：次梯度法

▶ 能够处理一般的不可微凸函数

▶ 常能推导出非常简单的算法

▶ 收敛速度可能非常缓慢

▶ 没有很好的停机准则

▶ 理论复杂度：迭代O(1/ϵ2)步，得到ϵ-次优的点

▶ 一种“最优”的一阶方法：O(1/ϵ2)无法再改进
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投影梯度法和条件梯度法

陈士祥

中国科学技术大学
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收敛性分析
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例子
收敛分析
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约束优化问题

在优化和应用数学中，约束优化的梯度方法对于解决广泛的问题至关重要。这些方法将
梯度下降——一种用于无约束优化的基本技术——有效地改进到处理约束的情况。

我们将约束问题写为如下一般形式：

min f (x) s.t. x ∈ C,

其中，约束C是一个闭凸集。

定理 (约束问题最优条件)

考虑上述约束问题，若x∗ ∈ C是最优点，当且仅当

⟨∇f (x∗), x∗ − y⟩ ≤ 0, ∀y ∈ C.

证明：必要性：记

IC(x) =
{

0, if x ∈ C,
+∞, else.

为指示函数。则问题转化为min f (x) + IC(x). 由最优条件得−∇f (x∗) ∈ ∂IC(x∗). 根据次梯
度定义，∀y ∈ C,

0 ≥ −∇f (x∗)T(y − x∗),

得证。充分性：将上述证明反述。
投影梯度法 条件梯度法
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投影梯度法

投影梯度下降方法是梯度下降在约束问题上的直接扩展。给定一个约束集合C，点x到C
的投影，表示为ProjC(x)，定义为：

ProjC(x) = argmin
z∈C

∥x − z∥2.

投影梯度下降的更新规则是：

xk+1 = ProjC (xk − αk∇f (xk)) ,

其中αk 是第k次迭代的步长。

投影梯度法 条件梯度法
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投影的非扩张性

投影的一个关键属性是其非扩张性：

定理

若集合C是一个闭凸集，那么

∥ProjC(x)− ProjC(y)∥ ≤ ∥x − y∥,

对所有x, y ∈ Rn 成立。

证明：由投影问题的最优条件可知，

0 ∈ ProjC(x)− x + ∂IC(ProjC(x)),
即x − ProjC(x)是指示函数IC在ProjC(x)点的次梯度。根据次梯度定义可知，∀z ∈ C,我们有

0 ≥ (x − ProjC(x))
⊤(z − ProjC(x)), ∀z ∈ C.

带入z = ProjC(y)可知
0 ≥ (x − ProjC(x))

⊤(ProjC(y)− ProjC(x)). (1)
类似地，我们有

0 ≥ (y − ProjC(y))
⊤(ProjC(x)− ProjC(y)). (2)

将(1)和(2)相加可得

0 ≥ [(y − ProjC(y))− (x − ProjC(x))]
⊤(ProjC(x)− ProjC(y)).

故，
∥ProjC(x)− ProjC(y)∥

2 ≤ (x − y)⊤(ProjC(x)− ProjC(y)).
最后由柯西不等式得证。
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投影到仿射集

超平面 C = {x|aT x = b} ( a ̸= 0 )

PC(x) = x +
b − aT x
∥a∥2

2
a

仿射集 C = {x|Ax = b} (A ∈ Rp×n，且rank(A) = p)

PC(x) = x + AT(AAT)−1(b − Ax)

当p ≪ n, 或AAT = I, . . . 时，计算成本较低
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投影到多面体集

半平面 C = {x|aT x ≤ b} (a ̸= 0)

PC(x) = x +
b − aT x
∥a∥2

2
a if aT x > b,

PC(x) = x if aT x ≤ b

矩形：C = [l, u] = {x | l ≤ x ≤ u}

PC(x)i =


li xi ≤ li

xi li ≤ xi ≤ ui

ui xi ≥ ui

非负象限：C = Rn
+

PC(x) = x+ (x+表示各分量取max{0, x})
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概率单纯形：C = {x|1T x = 1, x ≥ 0}

PC(x) = (x − λ1)+

其中，λ是下面方程的解：

1T(x − λ1)+ =

n∑
i=1

max{0, xk − λ} = 1

（一般的）概率单纯形：C = {x|aT x = b, l ≤ x ≤ u}

Pc(x) = P[l,u](x − λa)

其中, λ是下面方程的解：
aT P[l,u](x − λa) = b
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投影到范数球

Euclid球：C = {x|∥x∥2 ≤ 1}

PC(x) =
1

∥x∥2
x if ∥x∥2 > 1,

PC(x) = x if ∥x∥2 ≤ 1

ℓ1范数球：C = {x|∥x∥1 ≤ 1}

Pc(x)k =


xk − λ xk > λ

0 −λ ≤ xk ≤ λ

xk + λ xk < −λ

若∥x∥1 ≤ 1，则λ = 0;其他情形，λ是下面方程的解

n∑
k=1

max{|xk| − λ, 0} = 1
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投影到简单锥

二阶锥：C = {(x, t) ∈ Rn×1|∥x∥2 ≤ t}

PC(x, t) = (x, t) if ∥x∥2 ≤ t,

PC(x, t) = (0, 0) if ∥x∥2 ≤ −t

且

PC(x, t) =
t + ∥x∥2

2∥x∥2

[ x

∥x∥2

]
if ∥x∥2 ≥ |t|, x ̸= 0

半正定锥：C = Sn
+

PC(X) =
n∑

i=1

max{0, λi}qiqT
i

其中，X =
∑n

i=1 λiqiqT
i 是X 的特征值分解
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强凸且光滑问题

对于目标函数f 是µ-强凸和L-光滑的问题，投影梯度下降享有与无约束情况相似的收敛性
质。

Fact (强凸问题的收敛性)

假设f 是µ-强凸且L-光滑的，并且最优解x∗ 是在C的内部。如果步长αk =
2

L+µ
，则投影

梯度下降生成的序列{xk}满足：

∥xk − x∗∥2 ≤
(

L/µ− 1
L/µ+ 1

)k

∥x0 − x∗∥2.

该结论需要最优解x∗ 是在C的内部，一般不能成立！
证明：

∥xk+1 − x∗∥2 = ∥PC(xk − αk∇f (xk))− PC(x∗)∥2 ≤ ∥xk − αk∇f (xk)− x∗∥2

由于x∗在内部，故无约束问题的分析可以直接套用。
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一般强凸问题收敛性

定理 (强凸问题的收敛性)

假设f 是µ-强凸且L-光滑的。如果步长αk =
1
L ，则投影梯度下降生成的序列{xk}满足：

∥xk − x∗∥2 ≤ (1 − µ

L
)k∥x0 − x∗∥2.
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定理的证明

证明：
令x+ := PC(x − 1

L∇f (x)) and gC(x) := L(x − x+). 该定理主要基于如下不等式：

gC(x)⊤(x − x∗) ≥ µ

2
∥x − x∗∥2 +

1
2L

∥gC(x)∥2 (3)

有了这个基础，投影梯度下降收敛如下：

∥xk+1 − x∗∥2 ≤
(

1 − µ

L

)
∥xk − x∗∥2

故，我们下面只需要证明(3).
因为

0 ≤ f (x+)− f (x∗) = f (x+)− f (x) + f (x)− f (x∗)

≤ ∇f (x) · (x+ − x) +
L
2
∥x+ − x∥2 +∇f (x) · (x − x∗)− µ

2
∥x − x∗∥2

= ∇f (x) · (x+ − x∗) +
1

2L
∥gC(x)∥2 − µ

2
∥x − x∗∥2.

因此，如果有下述不等式，那么(3)成立：

∇f (x) · (x+ − x∗) ≤ gC(x) · (x+ − x∗) (projection only makes it better)

= gC(x) · (x − x∗)− 1
L
∥gC(x)∥2

因为我们有(1),所以上述不等式成立。
投影梯度法 条件梯度法
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一般L−光滑凸问题收敛

若f (x)是凸函数，且∇f (x)是L−Lipschitz连续的。那么投影梯度法的收敛结论如下：

f (xk)− f ∗ ≤ 3L∥x0 − x∗∥2 + f (x0)− f (x∗))
k + 1

▶ 该收敛速度和无约束情况类似。

▶ 我们将在后面学习近似点梯度法再做证明。
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提纲

1 投影梯度法
投影的性质
简单集合的投影计算
收敛性分析

2 条件梯度法
例子
收敛分析
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条件梯度法:动机

设 C 为凸紧集，考虑优化问题
min
x∈C

f (x)

▶ 如果使用投影梯度法：
xk+1 = PC (xk − αk∇f (xk))

这等价于每一步求解如下问题：

xk+1 = argmin
x∈C

{
f (xk) + ⟨∇f (xk) , x − xk⟩+

1
2αk

∥x − xk∥2
}
.

▶ 困难：PC(·)可能具有昂贵的计算代价
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条件梯度法 (CndG or Frank-Wolfe Method)

▶ 给定 y0 = x0，以及 αk ∈ (0, 1].条件梯度法的迭代格式为：

xk = argminx∈C ⟨∇f (yk−1) , x⟩ ,
yk = (1 − αk) yk−1 + αkxk

▶ xk的迭代其等价于在yk−1附近最小化线性近似函数：

xk = argminx∈C f (yk−1) + ⟨∇f (yk−1) , x − yk−1⟩

该子问题在一些情况下很容易求解！
▶ 步长参数 αk 的选取

▶ 消失步长：

αk =
2

k + 1
▶ 或通过精确线搜索：

αk = argmin
α∈[0,1]

f ((1 − α)yk−1 + αxk)
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Shixiang Chen (USTC) 约束梯度类算法 17 / 28



求解子问题：例子

考虑带某一范数∥ · ∥约束的凸优化问题，

min
x

f (x) s.t. ∥x∥ ≤ t.

用条件梯度法求解该问题时，需要计算子问题，

xk ∈ argmin
∥x∥≤t

⟨∇f (yk−1), x⟩

= −t ·
(
arg max

∥x∥≤1
⟨∇f (yk−1), x⟩

)
= −t · ∂∥∇f (yk−1)∥∗. (4)

其中∥z∥∗ = sup{zT x, ∥x∥ ≤ 1}是∥ · ∥的对偶范数。注意到(4)条件梯度法的子问题相当
于计算一个对偶范数的次梯度。如果计算∥ · ∥范数的次梯度比计算在约束集
合C = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ t}上的投影要简单，条件梯度法比投影梯度法效率更高。
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例子: ℓ1 范数约束问题

由于 ℓ1 范数的对偶范数是 ℓ∞ 范数，因此用条件梯度法求解该问题时子问题为:

xk ∈ −t · ∂∥∇f (yk−1)∥∞.

考虑到 ℓ∞ 范数的次梯度为∂∥x∥∞ = {v : ⟨v, x⟩ = ∥x∥∞, ∥v∥1 ≤ 1}，子问题等价于，

ik ∈ argmax
i=1,...,n

|∇if (yk−1)|

xk = −t · sgn [∇ik f (yk−1)] · eik .

其中∇if (yk−1)表示向量∇f (yk−1)的第i个元素，ei 表示第i个元素为1的单位向量。可以
看到计算∥ · ∥∞ 的次梯度和计算集合C := {x ∈ Rn : ∥x∥1 ≤ t}上的投影都需要O(n)的计
算复杂度，但是条件梯度法子问题计算明显要更简单直接。
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例子: ℓp 范数约束问题, 1 ≤ p ≤ ∞

由于ℓp 范数的对偶范数是ℓq 范数，其中1/p + 1/q = 1，因此用条件梯度法求解该问题时
子问题为，

xk ∈ −t · ∂∥∇f (yk−1)∥q.

注意到ℓq 范数的次梯度为∂∥x∥q = {v : ⟨v, x⟩ = ∥x∥q, ∥v∥p ≤ 1}，子问题等价于，

xi
k = −β · sgn [∇if (yk−1)] · |∇if (yk−1)|p/q.

其中β 是使得∥xk∥q = t的归一化常数。可以看到，除过p = 1, 2,∞这些特殊情形，条件
梯度法的子问题计算复杂度比直接计算点在集合C = {x ∈ Rn : ∥x∥p ≤ t}上的投影要简
单，后者投影计算需要单独解一个优化问题。
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例子:矩阵核范数约束优化问题

矩阵核范数∥ · ∥∗ 的对偶范数是其谱范数∥ · ∥2:

∥X∥∗ =

min{m,n}∑
i=1

σi(X), ∥X∥2 = max
i=1,...,min{m,n}

σi(X).

因此条件梯度法的子问题为Xk ∈ −t · ∂∥∇f (Yk−1)∥2. 对矩阵范数的次梯度:
∂∥X∥ = {Y : ⟨Y,X⟩ = ∥X∥, ∥Y∥∗ ≤ 1}，设u, v分别是矩阵∇f (Yk−1)最大奇异值对应的
左、右奇异向量，注意到，

⟨uvT ,∇f (Yk−1)⟩ = uT∇f (Yk−1)v = σmax(∇f (Yk−1)) = ∥∇f (Yk−1)∥2.

且∥uvT∥∗ = 1，因此矩阵uvT ∈ ∂∥∇f (Yk−1)∥2。则条件梯度法子问题等价于，

Xk ∈ −t · uvT . (5)

可以看到，条件梯度法计算子问题时只需要计算矩阵最大的奇异值对应的左、右奇异向
量。如果采用投影梯度法，其子问题是计算X 到集合{X ∈ Rm×n : ∥X∥∗ ≤ t}的投影，需
要对矩阵做全奇异值分解，计算量比条件梯度法复杂很多。

注

上面几个例中，可以看出，子问题的解xk要么是稀疏的，要么是低秩的，这便保证了迭
代点非常好的性质。这在许多机器学习应用中非常重要。
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收敛性分析

结论：令 f (x)是凸函数, ∇f (x)是L-利普希茨的, DC = supx,y∈C ∥x − y∥. 则

f (yk)− f (x∗) ≤ 2L
k(k + 1)

k∑
i=1

∥xi − yi−1∥2 ≤ 2L
k + 1

D2
C.

证明： 令γk =
2

k+1，记ȳk = (1 − γk)yk−1 + γkxk，则不管

αk =
2

k + 1
或 αk = argmin

α∈[0,1]
f ((1 − α)yk−1 + αxk).

对yk = (1 − αk)yk−1 + αkxk，我们都有f (yk) ≤ f (ȳk)。注意到ȳk − yk−1 = γk(xk − yk−1)，

由f (x) ∈ C1,1
L (C)有

f (yk) ≤ f (̄yk) ≤ f (yk−1) + ⟨∇f (yk−1), ȳk − yk−1⟩ +
L

2
∥ȳk − yk−1∥

2 (6)

≤ (1 − γk)[f (yk−1) + γk[f (yk−1) + ⟨∇f (yk−1), x − yk−1⟩] +
Lγ2

k

2
∥xk − yk−1∥

2 (7)

≤ (1 − γk)f (yk−1) + γk f (x) +
Lγ2

k

2
∥xk − yk−1∥

2
, 对任意 x ∈ C. (8)

其中不等式(7)是因为xk ∈ minx∈C⟨∇f (yk−1), x⟩，由最优性条件我们可以得到对任
意x ∈ C 有⟨x − xk,∇f (yk−1)⟩ ≥ 0。
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条件梯度法收敛性分析:引理

令γt ∈ (0, 1]，t = 1, 2, ...，构造序列

Γt =

{
1 t = 1
(1 − γt)Γt−1 t ≥ 2 .

如果序列{∆t}t≥0 满足

∆t ≤ (1 − γt)∆t−1 + Bt t = 1, 2, ....

则对任意的k我们对∆k 有估计（数学归纳法）

∆k ≤ Γk(1 − γ1)∆0 + Γk

k∑
t=1

Bt

Γt
.
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收敛性分析

将不等式(8)稍做变换，对任意x ∈ C，

f (yk)− f (x) ≤ (1 − γk)[f (yk−1)− f (x)] +
L
2
γ2

k∥xk − yk−1∥2. (9)

由引理可知，

f (yk)− f (x) ≤ Γk(1 − γ1)[f (y0)− f (x)] +
ΓkL

2

k∑
i=1

γ2
i

Γi
∥xi − yi−1∥2.

由γk =
2

k+1，γ1 = 1得到Γk =
2

k(k+1)，我们可以得到收敛性不等式，

f (yk)− f ∗ ≤ 2L
k(k + 1)

k∑
i=1

∥xi − yi−1∥2 ≤ 2L
k + 1

D2
C.

令 2L
k+1 D2

C ≤ ϵ，可以得到分析复杂度结论。
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另一种分析：原始-对偶角度

▶ 由于f是凸函数，对于任意两点x, y ∈ D，我们有：

f (y) ≥ f (x) + (y − x)T∇f (x)

▶ 这同样适用于最优解x∗。即f (x∗) ≥ f (x) + (x∗ − x)T∇f (x)。相对于给定点x的最佳下
界由下式给出

f (x∗) ≥ f (x)+(x∗−x)T∇f (x) ≥ min
y∈D

{f (x)+(y−x)T∇f (x)} = f (x)−xT∇f (x)+min
y∈D

yT∇f (x)

▶ 根据条件梯度法每次迭代，因此第k次迭代的方向寻找子问题的解xk可用于通过设
置l0 = −∞来确定每次迭代中更大（更好）的下界lk

lk := max(lk−1, f (yk−1) +∇f (yk−1)
T(xk − yk−1))

▶ 这样对未知最优值的下界在实践中是重要的，因为它们可以被用作停止准则，并且
在每次迭代中给出一个有效的最优准则，因为总是有lk ≤ f (x∗) ≤ f (yk)。

▶ 已经证明，这个对应于对偶间隙，即f (yk)与下界lk之间的差值，以相同的收敛速率
减少，即f (yk)− lk = O(1/k)。

▶ 参考文献：Jaggi, Martin. "Revisiting Frank-Wolfe: Projection-free sparse convex
optimization." International conference on machine learning. PMLR, 2013. 讨论了
非精确求解子问题时的收敛速度。
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关于强凸问题

问题：在存在强凸性的情况下，我们能期望改进Frank-Wolfe算法的收敛保证吗？
▶ 一般情况下，不可以。

▶ 在附加条件下，可能可以改进。
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一个负面结果

min
x∈Rn

1
2

xT Qx + bT x (Q ⪰ 0)

s.t. x = [a1, . . . , ak]v, v ≥ 0, 1T v = 1, 即x ∈ conv{a1, . . . , ak}

记约束为X ,假设：
▶ int(X ) = ∅
▶ 最优点x∗位于Ω的边界上并且不是一个极点

定理(Canon & Cullum ’68)：设{xt}为解决上述问题的Frank-Wolfe迭代，步长通过精确
线搜索得到。存在一个初始点x0，使得对于任意ϵ > 0，存在无穷多个t，

f (xt)− f (x∗) ≥ 1
t1+ϵ

▶ 示例：选择x0 ∈ int(X )，使得f (x0) < mini f (ai)

▶ 一般情况下，不能改进O(1/t)的收敛保证
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正面结果

为了实现更快的收敛，需要额外的假设：

▶ 示例：强凸可行集C设集合C是µ-强凸的，如果对于所有λ ∈ [0, 1]和所有x, z ∈ C，

B
(
λx + (1 − λ)z,

µ

2
λ(1 − λ)∥x − z∥2

)
⊆ C

其中B(a, r) := {y | ∥y − a∥2 ≤ r}，
定理(Levitin & Polyak ’66)：假设f是凸的且L-平滑的，且C是µ-强凸的。假设对于
所有x ∈ C，∥∇f (x)∥2 ≥ c > 0。那么在温和的条件下，精确线搜索的Frank-Wolfe线
性收敛。

▶ 无需条件∥∇f (x)∥2 ≥ c > 0，O(1/t2)收敛。Garber, Dan, and Elad Hazan. "Faster
rates for the Frank-Wolfe method over strongly-convex sets." International
Conference on Machine Learning. PMLR, 2015.

▶ 更改迭代，利用away step:Lacoste-Julien, Simon, and Martin Jaggi. "On the global
linear convergence of Frank-Wolfe optimization variants." Advances in neural
information processing systems 28 (2015).

▶ 具体约束，{X : ∥X∥∗ ≤ 1},线性收敛：Allen-Zhu, Zeyuan, et al. "Linear
convergence of a frank-wolfe type algorithm over trace-norm balls." Advances in
neural information processing systems 30 (2017).
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闭集

一个包含其边界的集合 C 被称为闭集：

xk ∈ C, xk → x̄ =⇒ x̄ ∈ C

保持闭性的操作：

▶ （有限或无限个）闭集的交集仍是闭集

▶ 有限个闭集的并集仍是闭集

▶ 线性映射的原象集:在 C闭的情形下，{x | Ax ∈ C}是闭集，
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线性映射的像

一个闭集在线性映射下的像不一定是闭的

例: (C 闭, AC = {Ax | x ∈ C}开)

C = {(x1, x2) ∈ R2
+ | x1x2 ≥ 1}, A =

[
1 0

]
, AC = R++

（充分条件）以下条件成立时，AC 为闭集：
▶ C是闭凸集
▶ A的零空间中不包含 C的衰退方向 (recession direction)，即

Ay = 0, x̂ ∈ C, x̂ + αy ∈ C ∀α ≥ 0 =⇒ y = 0

特别地，若 C有界，则 AC 为闭集
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闭函数

定义

一个函数被称为闭函数，如果它的上方图是闭集

闭函数的例子：

▶ f (x) = − log(1 − x2) , dom f = {x | |x| < 1}

▶ f (x) = x log x , dom f = R+ 且f (0) = 0

▶ 闭集 C的示性函数

不是闭函数的例子：

▶ f (x) = x log x , dom f = R++ 或 dom f = R+ , f (0) = 1

▶ 不是闭集的集合 C的示性函数
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性质

下水平集: f 是闭函数当且仅当 f 的所有 α-下水平集都是闭集

最小值: 如果 f 是闭函数且存在有界的下水平集，则 f 有最小值点

常见的保闭性的操作（凸函数）

▶ 加法: f + g是闭函数，如果 f 和 g都是闭的 (dom f ∩ dom g ̸= ∅ )

▶ 复合线性映射: f (Ax + b)是闭函数，如果 f 是闭的

▶ 取上确界: supα fα(x)是闭函数，如果任意函数 fα是闭的

闭函数 共轭函数 邻近算子 性质和推广
Shixiang Chen (USTC) 近似点映射 6 / 37



提纲

1 闭函数

2 共轭函数

3 邻近算子

4 性质和推广

闭函数 共轭函数 邻近算子 性质和推广
Shixiang Chen (USTC) 近似点映射 7 / 37



共轭函数

函数 f 的共轭函数定义为：

f ∗(y) = sup
x∈dom f

(yT x − f (x))

f ∗ 恒为闭凸函数

Fenchel不等式：

f (x) + f ∗(y) ≥ xT y ∀x, y

Proof.

f ∗(y) = sup
x∈dom f

{yTx − f (x)} ≥ yTx − f (x), ∀x ∈ dom f
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二次函数

考察二次函数 f 的共轭函数：

f (x) =
1
2

xT Ax + bT x + c

▶ 强凸情形（A ≻ 0）
f ∗(y) =

1
2
(y − b)T A−1(y − b)− c

▶ 一般凸情形（A ⪰ 0）

f ∗(y) =
1
2
(y − b)T A†(y − b)− c, dom f ∗ = R(A) + b

这里R(A)为A的像空间.
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负熵与负对数

▶ 负熵

f (x) =
n∑

i=1

xi log xi f ∗(y) =
n∑

i=1

eyi−1

▶ 负对数

f (x) = −
n∑

i=1

log xi f ∗(y) = −
n∑

i=1

log(−yi)− n

▶ 矩阵对数

f (X) = − log detX (dom f = Sn
++) f ∗(Y) = − log det(−Y)− n
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示性函数与范数

凸集 C 的示性函数：共轭为 C 的支撑函数

f (x) =
{

0, x ∈ C
+∞, x ̸∈ C

f ∗(y) = sup
x∈C

yT x

范数：共轭为单位对偶范数球的示性函数

f (x) = ||x|| f ∗(y) =
{

0, ||y||∗ ≤ 1
+∞, ||y||∗ > 1

Proof.

回忆对偶范数的定义：||y||∗ = sup||x||≤1 xT y

分两类讨论计算f ∗(y) = supx(y
T x − ||x||)

▶ 若||y||∗ ≤ 1，则 yT x ≤ ||x|| ∀x (对偶范数的定义)
x = 0时等式成立，因此 supx(y

T x − ||x||) = 0
▶ 若||y||∗ > 1，则存在一个 x，满足||x|| ≤ 1, xT y > 1，因此有

f ∗(y) ≥ yT(tx)− ||tx|| = t(yT x − ||x||) → ∞ (t → ∞)
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二次共轭函数

任一函数f的二次共轭函数定义为

f ∗∗(x) = sup
y∈dom f∗

(xT y − f ∗(y))

▶ f ∗∗(x)为闭凸函数

▶ 由Fenchel不等式，xT y − f ∗(y) ≤ f (x)对所有x, y都成立，推出：

f ∗∗(x) ≤ f (x) ∀x

等价地，epi f ⊆ epi f ∗∗ (对任意函数f 成立)

▶ 若f 是闭凸函数，则
f ∗∗(x) = f (x) ∀x

等价地，epi f = epi f ∗∗ (若f 是闭凸函数);证明在下一面
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Proof.

假设(x, f ∗∗(x)) ̸∈ epi f，则存在严格的分割超平面[
a
b

]T [ z − x
s − f ∗∗(x)

]
≤ c ≤ 0 ∀(z, s) ∈ epi f

其中a ∈ Rn, b, c ∈ R且b ⩽ 0 (若b > 0,则取 s → +∞可推出矛盾).
▶ 若b < 0,取s = f (z),有aTz + bf (z)− aTx − bf ∗∗(x) ⩽ c

记y = a/(−b),两边除以−b，并将上式左边关于 z极大化得到

f ∗(y)− yTx + f ∗∗(x) ⩽ − c
b
< 0

与Fenchel不等式矛盾.
▶ 若b = 0,取ŷ ∈ dom f ∗ 并给

[
a
b

]
加上一个

[
ŷ
−1

]
的ε倍，则[

a + εŷ
−ε

]T [ z − x
s − f ∗∗(x)

]
⩽ c + ε

(
f ∗(ŷ)− xTŷ + f ∗∗(x)

)
< 0

即化为b < 0的情况，矛盾.
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共轭函数与次梯度

定理

如果 f 是闭凸函数，则
y ∈ ∂f (x) ⇔ x ∈ ∂f ∗(y) ⇔ xT y = f (x) + f ∗(y)
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计算规则

▶ 可分解的和：

f (x1, x2) = g(x1) + h(x2) f ∗(y1, y2) = g∗(y1) + h∗(y2)

▶ 数乘：( α > 0 )
f (x) = αg(x) f ∗(y) = αg∗(y/α)

▶ 添加线性函数：

f (x) = g(x) + aT x + b f ∗(y) = g∗(y − a)− b

▶ 卷积下确界：

f (x) = inf
u+v=x

(g(u) + h(v)) f ∗(y) = g∗(y) + h∗(y)
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邻近算子

定义邻近算子：

proxh(x) = argmin
u

(
h(u) +

1
2
∥u − x∥2

2

)
直观理解：求解一个距x不算太远的点u，并使函数值h(u)也相对较小

定理（邻近算子是良定义的）

如果 h为闭凸函数，则对任意 x，proxh(x)存在且唯一

Proof.

首先注意到h(u) + 1
2∥u − x∥2

2 是强凸函数，则

▶ 存在性：强凸函数的所有α-下水平集有界，故由Weierstrass定理知最小值存在

▶ 唯一性：强凸函数最小值唯一
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邻近算子与次梯度的关系

定理

若h是适当的闭凸函数,则 u = proxh(x) ⇐⇒ x − u ∈ ∂h(u)

Proof.

若u = proxh(x),则由最优性条件得0 ∈ ∂h(u) + (u − x),因此有x − u ∈ ∂h(u).反之，
若x − u ∈ ∂h(u)则由次梯度的定义可得到

h(v) ⩾ h(u) + (x − u)T(v − u), ∀v ∈ dom h

两边同时加 1
2∥v − x∥2,即有

h(v) +
1
2
∥v − x∥2 ⩾ h(u) + (x − u)T(v − u) +

1
2
∥(v − u)− (x − u)∥2

⩾ h(u) +
1
2
∥u − x∥2, ∀v ∈ dom h

根据定义可得u = proxh(x).
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邻近算子的例子

在近似点梯度法中，我们关心那些邻近算子proxth容易计算的函数 h

例：ℓ1 范数

h(x) = ∥x∥1, proxth(x) = sign(x)max{|x| − t, 0}

Proof.

邻近算子u = proxth(x)的最优性条件为

x − u ∈ t∂∥u∥1 =


{t}, u > 0
[−t, t], u = 0
{−t}, u < 0

当x > t时, u = x − t;当x < −t时, u = x + t;当x ∈ [−t, t]时, u = 0,
即有u = sign(x)max{|x| − t, 0}.
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邻近算子的例子

例：ℓ2 范数

h(x) = ∥x∥2, proxth(x) =

{ (
1 − t

∥x∥2

)
x, ∥x∥2 ⩾ t,

0, 其他.

Proof.

邻近算子u = proxth(x)的最优性条件为

x − u ∈ t∂∥u∥2 =

{{
tu

∥u∥2

}
, u ̸= 0,

{w : ∥w∥2 ⩽ t} , u = 0,

因此,当∥x∥2 > t时, u = x − tx
∥x∥2

;当∥x∥2 ⩽ t时, u = 0.
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邻近算子的例子

▶ 二次函数(其中 A对称正定)

h(x) =
1
2

xTAx + bTx + c, proxth(x) = (I + tA)−1(x − tb)

▶ 负自然对数的和

h(x) = −
n∑

i=1

ln xi, proxth(x)i =
xi +

√
x2

i + 4t
2

, i = 1, 2, · · · , n
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邻近算子的计算规则

▶ 变量的常数倍放缩以及平移 (λ ̸= 0) :

h(x) = g(λx + a), proxh(x) =
1
λ

(
proxλ2g(λx + a)− a

)
▶ 函数（及变量）的常数倍放缩 (λ > 0) :

h(x) = λg
( x
λ

)
, proxh(x) = λproxλ−1g

( x
λ

)
▶ 加上线性函数：

h(x) = g(x) + aTx, proxh(x) = proxg(x − a)
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计算规则（续）

▶ 加上二次项 (u > 0)

h(x) = g(x) +
u
2
∥x − a∥2

2, proxh(x) = proxθg(θx + (1 − θ)a)

其中θ = 1
1+u

▶ 向量函数：

h
([

x
y

])
= φ1(x) + φ2(y), proxh

([
x
y

])
=

[
proxφ1

(x)
proxφ2

(y)

]
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复合仿射映射

▶ 已知函数g(x)和矩阵A，设h(x) = g(Ax + b)．在通常情况下，我们不能使用g的邻近
算子直接计算关于h的邻近算子．

▶ 然而，如果有AAT = 1
α

I（其中α为任意正常数），则

proxh(x) = (I − αATA)x + αAT(proxα−1g(Ax + b)− b).

▶ 例如，h(x1, x2, · · · , xm) = g(x1 + x2 + · · ·+ xm)的邻近算子为

proxh(x1, x2, · · · , xm)i = xi −
1
m

 m∑
j=1

xj − proxmg

 m∑
j=1

xj

 .
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Proof.

考虑如下优化问题：

min
u,y

g(y) +
1
2
∥u − x∥2,

s.t. Au + b = y,

则其解中的u = proxh(x)．固定y对于u求极小值，这是一个到仿射集的投影问题，其解
为

u = x + AT(AAT)−1(y − b − Ax)

= (I − αATA)x + αAT(y − b).

将其代入优化问题，将目标函数化为

g(y) +
α2

2
∥AT(y − b − Ax)∥2 = g(y) +

α

2
∥y − b − Ax∥2.

由此得到y = proxα−1g(Ax + b)，再代入u的表达式中即可得到结果.
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Moreau分解

Moreau分解描述了邻近算子与共轭函数之间的关系：

x = proxh(x) + proxh∗(x)

▶ 这来自于共轭函数和次梯度的性质:

u = proxh(x) ⇐⇒ x − u ∈ ∂h(u)

⇐⇒ u ∈ ∂h∗(x − u)

⇐⇒ x − u = proxh∗(x)

▶ 可以由此推出，子空间的正交投影的广义分解式:

x = PL(x) + PL⊥(x)

L为一个子空间，L⊥是它的正交补
（在Moreau分解中有h = IL, h∗ = IL⊥ ,其中I表示示性函数）
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广义Moreau分解

定理

对任意的λ > 0，我们有广义的Moreau分解式：

x = proxλf (x) + λproxλ−1f∗(x/λ)

Proof.

对 λf 应用Moreau分解
x = proxλf (x) + prox(λf )∗(x)

= proxλf (x) + λproxλ−1f∗(x/λ)

第二行运用了共轭函数的性质：(λf )∗(y) = λf ∗(y/λ)
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支撑函数

支撑函数的共轭（在闭凸集上）是示性函数：

f (x) = SC(x) = sup
y∈C

xT y, f ∗(y) = IC(y)

支撑函数的邻近算子：（应用Moreau分解）

proxt f (x) = x − tproxt−1f∗(x/t)

= x − tPC(x/t)

可以发现，支撑函数的邻近算子可以通过投影计算得到例子： f (x)是 x最大的 r 个分量
的和，则

f (x) = x[1] + · · ·+ x[r] = SC(x), C = {y|0 ≤ y ≤ 1, 1T y = r}
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范数

范数的共轭是对偶范数球的共轭函数：

f (x) = ∥c∥, f ∗(x) = IB(y) (B = {y|∥y∥∗ ≤ 1})

范数的邻近算子：（应用Moreau分解）

proxt f (x) = x − tproxt−1f∗(x/t)

= x − tPB(x/t)

= x − PtB(x)

当tB = {x|∥x∥ ≤ t}容易计算时，可以用这个公式高效地计算proxt∥·∥
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单点距离

距离（一般范数意义下）
f (x) = ∥x − a∥

邻近算子: 令g(x) = ∥x∥

proxt f (x) = a + proxt g(x − a)

= a + x − a − tPB(
x − a

t
)

= x − PtB(x − a)

B定义同上一页
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集合的 Euclid距离

Euclid距离（对于闭凸集C）
d(x) = inf

y∈C
∥x − y∥2

距离的邻近算子

proxtd(x) = θPC(x) + (1 − θ)x, θ =

{
t/d(x) d(x) ≥ t
1 otherwise

平方距离的邻近算子: f (x) = d(x)2/2

proxt f (x) =
1

1 + t
x +

t
1 + t

PC(x)
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证明（关于proxtd(x)的表达式）
▶ 若 u = proxtd(x) /∈ C,则有

x − u =
t

d(u)
(u − PC(u))

由此可推出PC(u) = PC(x), d(x) ≥ t,且 u是 x和 PC(x)的加权平均

▶ 若 u ∈ C最小化 d(u) + 1
2t∥u − x∥2

2,等价于最小化 1
2t∥u − x∥2

2，即得 u = PC(x)
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证明（关于proxtf (x)的表达式，当f (x) = d(x)2/2时）

proxt f (x) = argmin
u

(1
2

d(u)2 +
1
2t
∥u − x∥2

2

)
=argmin

u
inf
v∈C

(1
2
∥u − v∥2

2 +
1
2t
∥u − x∥2

2

)
最优的 u可以看成 v的函数：

u =
t

t + 1
v +

1
t + 1

x

最优的 v在集合 C上极小化

1
2

∥∥∥∥ t
t + 1

v +
1

t + 1
x − v

∥∥∥∥2

2

+
1
2t

∥∥∥∥ t
t + 1

v +
1

t + 1
x − x

∥∥∥∥2

2

=
1

2(1 + t)
∥v − x∥2

2

由此即得，v = PC(x)
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非凸函数的邻近算子

(适当闭函数的邻近算子)设 h是适当闭函数(可以非凸)，且具有有限的下界，即满
足infx∈domh h(x) > −∞,定义 h的邻近算子为

proxh(x) = argmin
u∈dom h

{
h(u) +

1
2
∥u − x∥2

}
.

定理

设h是适当闭函数且infx∈domh h(x) > −∞,则∀x ∈ dom h, proxh(x)是Rn 上的非空紧集.

Proof.

定义 g(u) = h(u) + 1
2∥u − x∥2,设 infx∈domh h(x) = l.

取u0 ∈ dom h,由于 1
2∥u − x∥2 无上界，故∃R > 0,对∀满足∥u − x∥ > R的u,成

立 1
2∥u − x∥2 > g (u0)− l，即g(u) > g (u0).

这说明下水平集{u | g(u) ⩽ g (u0)}含于球∥u − x∥ ⩽ R内,即g有一个非空有界下水平集.
显然g(u)是闭函数,由Weierstrass定理可知, g(u)的最小值点集合proxh(x)是非空紧
集.
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非光滑非凸问题函数的次微分

前面介绍了闭凸函数的邻近算子与次梯度的关系，而对于非凸函数有类似的结论。首先
回顾一下非光滑非凸函数的次微分。

次微分

设f : Rn → (−∞,+∞]是适当下半连续函数.
▶ 对给定的x ∈ dom f ,满足如下条件的所有向量u ∈ Rn 的集合定义为f 在点x处
的Fréchet次微分:

lim inf
y→x,y̸=x

f (y)− f (x)− ⟨u, y − x⟩
∥y − x∥ ≥ 0,

记为∂̂f (x).当x /∈ dom f 时,将∂̂f (x)定义为空集∅.

▶ f 在点x ∈ Rn 处的极限次微分(或简称为次微分)定义为
∂f (x) = {u ∈ Rn : ∃ xk → x, f (xk) → f (x), uk ∈ ∂̂f (xk) → u}.

极限次微分通过对x附近的点处的Fréchet次微分取极限得到.
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▶ ∂̂f (x) ⊆ ∂f (x),前者是闭凸集,后者是闭集.并非在所有的x ∈ dom f 处都存在Fréchet
次微分.

▶ 凸函数的次梯度要求不等式

f (y) ≥ f (x) + ⟨g, y − x⟩ , g ∈ ∂f (x)
在定义域内全局成立,而非凸函数只要求在极限意义下成立.

▶ 当f 是可微函数时, Fréchet次微分和次微分都退化成梯度.

如图，f (x)在 x3 处不存在Fréchet次微分,但存在次
微分

定理

设h是适当闭函数(可非凸)且有下界, u ∈ proxh(x),则x − u ∈ ∂h(u)
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复合优化问题

我们将考虑如下复合优化问题：

min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(x)

I 函数f为可微函数，其定义域dom f = Rn

I 函数h为凸函数，可以是非光滑的，并且邻近算子容易计算

I LASSO问题：f (x) = 1
2‖Ax− b‖2，h(x) = µ‖x‖1

I 次梯度法计算的复杂度：O(1/
√

k)

是否可以设计复杂度为O(1/k)的算法？
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邻近算子：回顾

定义

对于一个凸函数h，定义它的邻近算子为

proxh(x) = argmin
u

(
h(u) +

1
2
‖u− x‖2

2

)

例子

I `1 范数: h(x) = ‖x‖1, proxth(x) = sign(x) max{|x| − t, 0}

I `2 范数:h(x) = ‖x‖2, proxth(x) =

{ (
1− t

‖x‖2

)
x, ‖x‖2 > t,

0, 其他.

I 二次函数(其中 A对称正定):
h(x) = 1

2 xTAx + bTx + c, proxth(x) = (I + tA)−1(x− tb)

I 负自然对数的和: h(x) = −
∑n

i=1 ln xi, proxth(x)i =
xi+
√

x2
i +4t

2 , i = 1, 2, · · · , n
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近似点梯度法

对于光滑部分f做梯度下降，对于非光滑部分h使用邻近算子，则近似点梯度法的迭代格
式为

xk+1 = proxtkh

(
xk − tk∇f

(
xk
))

(1)

其中 tk > 0为每次迭代的步长，它可以是一个常数或者由线搜索得出.

Algorithm 1近似点梯度法

1: 输入：函数 f (x), h(x),初始点 x0.
2: while未达到收敛准则 do
3: xk+1 = proxtkh

(
xk − tk∇f

(
xk)).

4: end while
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对近似点梯度法的理解

根据定义，(1)式等价于

xk+1 = arg min
u

{
h(u) +

1
2tk

∥∥∥u− xk + tk∇f
(

xk
)∥∥∥2
}

= arg min
u

{
h(u) + f

(
xk
)

+∇f
(

xk
)T (

u− xk
)

+
1

2tk

∥∥∥u− xk
∥∥∥2
}

根据邻近算子与次梯度的关系,又可以形式地写成

xk+1 = xk − tk∇f
(

xk
)
− tkgk, gk ∈ ∂h

(
xk+1

)
.

即对光滑部分做显式的梯度下降，关于非光滑部分做隐式的梯度下降.
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步长选取

I 当 f 为梯度L -利普希茨连续函数时，可取固定步长 tk = t 6 1
L .当L未知时可使用线

搜索准则

f
(

xk+1
)
6 f

(
xk
)

+∇f
(

xk
)T (

xk+1 − xk
)

+
1

2tk

∥∥∥xk+1 − xk
∥∥∥2

I 利用BB步长作为 tk 的初始估计并用非单调线搜索进行校正：

αk
BB1

def
=

(
sk−1)T

yk−1

(yk−1)T yk−1
或 αk

BB2
def
=

(
sk−1)T

sk−1

(sk−1)T yk−1
,

其中sk−1 = xk − xk−1 以及 yk−1 = ∇f
(
xk)−∇f

(
xk−1).

I 可构造如下适用于近似点梯度法的非单调线搜索准则：

ψ(xk+1) ≤ Ck − c1

2tk
‖xk+1 − xk‖2,

c1 ∈ (0, 1)为正常数. 注意，定义Ck时需要使用整体函数值ψ(xk)．
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LASSO问题

考虑用近似点梯度法求解 LASSO问题

min
x

µ‖x‖1 +
1
2
‖Ax− b‖2.

令 f (x) = 1
2‖Ax− b‖2, h(x) = µ‖x‖1,则

∇f (x) = AT(Ax− b),

proxtkh(x) = sign(x) max {|x| − tkµ, 0} .

故相应的迭代格式为：

yk = xk − tkAT
(

Axk − b
)
,

xk+1 = sign
(

yk
)

max
{∣∣∣yk

∣∣∣− tkµ, 0
}
,

即第一步做梯度下降，第二步做收缩
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LASSO问题

我们还可以使用BB步长加速收敛
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低秩矩阵恢复

考虑低秩矩阵恢复模型:

min
X∈Rm×n

µ‖X‖∗ +
1
2

∑
(i,j)∈Ω

(Xij −Mij)
2 ,

其中 M 是想要恢复的低秩矩阵，但是只知道其在下标集 Ω上的值. 令

f (X) =
1
2

∑
(i,j)∈Ω

(Xij −Mij)
2 , h(X) = µ‖X‖∗.

定义矩阵P ∈ Rm×n :

Pij =

{
1, (i, j) ∈ Ω,
0, 其他,

则

f (X) =
1
2
‖P� (X −M)‖2

F
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低秩矩阵恢复

进一步可以得到
∇f (X) = P� (X −M),

proxtkh(X) = UDiag (max{|d| − tkµ, 0}) VT,

其中 X = U Diag(d)VT 为矩阵 X 的约化的奇异值分解.

由此可以得到近似点梯度法的迭代格式：

Yk = Xk − tkP�
(

Xk −M
)

Xk+1 = proxtkh

(
Yk
)
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收敛性分析

基本假设：

I f 在Rn 上是凸的; ∇f 为 L-利普希茨连续，即

‖∇f (x)−∇f (y)‖ 6 L‖x− y‖, ∀x, y

I h是适当的闭凸函数 (因此 proxth 的定义是合理的);

I 函数 ψ(x) = f (x) + h(x)的最小值 ψ∗ 是有限的，并且在点x∗ 处可取到(并不要求唯
一).
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梯度映射

在基本假设的基础上，我们定义梯度映射：

Gt(x) =
1
t

(x− proxth(x− t∇f (x))) (t > 0) (2)

不难推出梯度映射具有以下的性质：

I “负搜索方向”：xk+1 = proxth

(
xk − t∇f

(
xk)) = xk − tGt

(
xk)

I 根据邻近算子和次梯度的关系，我们有

Gt(x)−∇f (x) ∈ ∂h (x− tGt(x)) (3)

I 与算法的收敛性的关系：

Gt(x) = 0 ⇐⇒ x为 ψ(x) = f (x) + h(x)的最小值点
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收敛性分析

Gt(x) = 0 ⇐⇒ x为 ψ(x) = f (x) + h(x)的最小值点

证明：

0 ∈ ∇f (x) + ∂h(x) ⇐⇒ x− t∇f (x) ∈ x + t∂h(x)

⇐⇒ x− (x− t∇f (x)) ∈ t∂h(x)

⇐⇒ x = proxth(x− t∇f (x))

⇐⇒ Gt(x) = 0.

定理 1(固定步长近似点梯度法的收敛性)

取定步长为 tk = t ∈
(
0, 1

L

]
,设

{
xk}由迭代格式(1)产生，则

ψ
(

xk
)
− ψ∗ 6 1

2kt

∥∥∥x0 − x∗
∥∥∥2
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定理证明

证明 根据利普希茨连续“二次上界”的性质，得到

f (y) 6 f (x) +∇f (x)T(y− x) +
L
2
‖y− x‖2, ∀x, y ∈ Rn

令 y = x− tGt(x),有

f (x− tGt(x)) 6 f (x)− t∇f (x)TGt(x) +
t2L
2
‖Gt(x)‖2

6 f (x)− t∇f (x)TGt(x) +
t
2
‖Gt(x)‖2

(4)

此外，由 f (x), h(x)为凸函数，结合(4)式我们有

h (x− tGt(x)) 6 h(z)− (Gt(x)−∇f (x))T (z− x + tGt(x)) (5)

f (x) 6 f (z)−∇f (x)T(z− x) (6)

将(4)(5)(6)式相加可得对任意 z ∈ dom ψ 有

ψ (x− tGt(x)) 6 ψ(z) + Gt(x)T(x− z)− t
2
‖Gt(x)‖2 (7)

近似点梯度法 应用 收敛性分析 拓展∗ 声明(5.4)的证明
Shixiang Chen (USTC) 近似点梯度法 17 / 44



定理证明

由xi = xi−1 − tGt(xi−1)，在不等式(7)中，取 z = x∗, x = xi−1 得到

ψ(xi)− ψ∗ 6 Gt(xi−1)T
(

xi−1 − x∗
)
− t

2

∥∥∥Gt(xi−1)
∥∥∥2

=
1
2t

(∥∥∥xi−1 − x∗
∥∥∥2
−
∥∥∥xi−1 − x∗ − tGt(xi−1)

∥∥∥2
)

=
1
2t

(∥∥∥xi−1 − x∗
∥∥∥2
−
∥∥xi − x∗

∥∥2
) (8)

取 i = 1, 2, · · · , k并累加，得

k∑
i=1

(
ψ
(
xi)− ψ∗) 6 1

2t

k∑
i=1

(∥∥∥xi−1 − x∗
∥∥∥2
−
∥∥xi − x∗

∥∥2
)

=
1
2t

(∥∥∥x0 − x∗
∥∥∥2
−
∥∥∥xk − x∗

∥∥∥2
)

6
1
2t

∥∥∥x0 − x∗
∥∥∥2
.

近似点梯度法 应用 收敛性分析 拓展∗ 声明(5.4)的证明
Shixiang Chen (USTC) 近似点梯度法 18 / 44



定理证明

注意到在不等式(7)中，取 z = xi−1 即得：

ψ(xi) 6 ψ(xi−1)− t
2

∥∥∥Gt(xi−1)
∥∥∥2

即 ψ
(
xi)不增，因此

ψ
(

xk
)
− ψ∗ 6 1

k

k∑
i=1

(
ψ
(
xi)− ψ∗) 6 1

2kt

∥∥∥x0 − x∗
∥∥∥2
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步长选取

定理1中要求 t ≤ 1
L，而根据定理证明的过程，也可以用线搜索准则：

I 从某个 t = t̂ > 0开始进行回溯(t← βt),直到满足不等式

f (x− tGt(x)) 6 f (x)− t∇f (x)TGt(x) +
t
2
‖Gt(x)‖2 (9)

I 这等价于算法部分提到的线搜索准则：

f
(

xk+1
)
6 f

(
xk
)

+∇f
(

xk
)T (

xk+1 − xk
)

+
1

2tk

∥∥∥xk+1 − xk
∥∥∥2

至此我们解释了该线搜索准则的合理性
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收敛性分析

定理 2 (非固定步长的近似点梯度法的收敛性)

从某个 t = t̂ > 0开始进行回溯(t← βt)直到满足不等式(9),设
{

xk}是由迭代格式(1)产
生的序列，则

ψ
(

xk
)
− ψ∗ 6 1

2k min{̂t, β/L}

∥∥∥x0 − x∗
∥∥∥2

Proof.

由定理1的证明,当0 < t 6 1
L 时,不等式(9)成立,故由线搜索所得的步长 t应满

足 t > tmin = min
{̂

t, βL
}
.同理,我们有ψ

(
xi)单调不增,且

ψ
(
xi)− ψ∗ 6 1

2tmin

(∥∥∥xi−1 − x∗
∥∥∥2
−
∥∥xi − x∗

∥∥2
)

取i = 1, 2, · · · , k并累加，并利用ψ
(
xi)不增，可得

ψ
(

xk
)
− ψ∗ 6 1

2ktmin

∥∥∥x0 − x∗
∥∥∥2
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近似点映射的非扩张性

定理4.1. 考虑一个适当的、闭凸函数h : Rn → R。集合proxh(x)在每个点x ∈ E 是唯一
的。此外，对任意的点x, y ∈ E，估计如下成立：

‖proxh(x)− proxh(y)‖2 ≤ 〈proxh(x)− proxh(y), x− y〉.

特别地，近端映射x 7→ proxh(x)是1-Lipschitz连续的。
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证明

证明: 注意到对于每个点x，函数z 7→ h(z) + 1
2‖z− x‖2 是适当的、封闭的并且1-强凸的，

因此有一个唯一的极小值点。因此近端集合proxh 在Rn 上是唯一的。接着，考虑Rn 中的
任意两点x, y并定义x+ = proxh(x)和y+ = proxh(y)。根据定义，x+ 是函数h + 1

2‖ · −x‖2

的极小值点，y+ 是h + 1
2‖ · −y‖2 的极小值点。

我们有关系
x− x+ ∈ ∂h(x+), y− y+ ∈ ∂h(y+).

根据次梯度的单调性，我们有

〈x+ − y+, g1 − g2〉 ≥ 0,∀g1 ∈ ∂h(x+), g2 ∈ ∂h(y+)

带入上面的关系，
〈x+ − y+, x− x+ − (y− y+)〉 ≥ 0,

化简即
‖proxh(x)− proxh(y)‖2 ≤ 〈proxh(x)− proxh(y), x− y〉.

使用Cauchy不等式，得到

‖proxh(x)− proxh(y)‖ ≤ ‖x− y‖.

故近端映射x 7→ proxh(x)是1-Lipschitz连续的。
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Moreau envelope

我们定义Moreau包络函数如下：

hα(x) := min
y

h(y) +
1

2α
‖x− y‖2.

Figure:函数f (x) = |x|和其Moreau包络函数。Moreau包络函数可以看成是对非光滑函数的逼近。

定理：对于任何适当的、闭的、凸函数h : Rn → R，Moreau包络hα 在Rn 上连续可微，
其梯度为

∇hα(x) = α−1(x− proxαh(x)).
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定理证明：

首先假设α = 1，给定任意点x ∈ Rn。我们的目标是说明fα 的次梯度在每一个点处都是
单点集。为此，我们依次推导出等价关系

z ∈ ∂fα(x)

⇔ x ∈ ∂(f 1
2‖ · ‖

2)(z) (4.1)

⇔ x ∈ ∂(f ∗ + 1
2‖ · ‖

2)(z) (4.2)

⇔ x ∈ ∂f ∗(z) + z

⇔ 0 ∈ ∂(f ∗ + 1
2‖ · −x‖2)(z)

⇔ z = proxf∗(x)

⇔ z = x− proxαf (x), (4.3)

其中(4.1)的符号f 1
2‖ · ‖

2表示卷积。第二个等价关系(4.2)使用了共轭公式（lecture
9-第15页）。最后一个等价关系(4.3)来自于Moreau分解定理（lecture 9-第28页）。因
此我们推出fα 的次梯度是一个单射。因此，fα 的包络是可微的，并
且∇fα(x) = x− proxf (x)。因此从定理4.1推出∇fα 是1-Lipschitz连续的。回到一般设
置α 6= 1，观察α · f 是Moreau-Yosida包络用参数1。应用我们已经对α = 1证明的情况
来完成证明。
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该定理说明，近似点梯度法求解非光滑优化问题min h(x)时，可以看成是hα(x)的梯度
法。因为

xk+1 = proxαh(xk) = xk − α∇hα(xk)
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非凸函数的近似点梯度法

(适当闭函数的邻近算子)设 h是适当闭函数(可以非凸)，且具有有限的下界，即满
足infx∈domh h(x) > −∞,定义 h的邻近算子为

proxh(x) = arg min
u∈dom h

{
h(u) +

1
2
‖u− x‖2

}
.

I proxh(x)良定义，且是Rn 上的非空紧集

I 对u ∈ proxh(x),有x− u ∈ ∂h(u). ∂h表示h(包括非凸情形)的次微分

对于复合优化问题min ψ(x) = f (x) + h(x), f 可微, h为适当闭函数(可非凸)。与一般的
近似点梯度法类似，有迭代格式：

xk+1 = proxtkh

(
xk − tk∇f

(
xk
))

迭代时往往选取 proxtkh 中的一个元素，此时算法也具有收敛性。
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近似梯度法的缺点

一般梯度法的缺点：L2距离作为逼近不够精确，其并没有反应函数曲率的变化。
例如，二次函数，f (x, y) = 1

2 xT Qx, Q是正定矩阵

−10 −5 0 5 10
−4

−2

0

2

4

梯度法的收敛速度与条件数κ = λmax(Q)
λmin(Q)

相关。
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Bregman散度

定义：设r : C→ R在C 上是严格凸的且可微的，则

Dr(x, z) := r(x)− r(z)−∇r(z) · (x− z)

为Bregman散度。

Bregman散度与平方欧几里得距离有一些相似性：如果r(x) = 1
2‖x‖

2，那
么Dr(x, z) = 1

2‖x− z‖2。
Bregman散度是一种局部二次度量，可以将其视为

Dr(x, z) =
1
2

(x− z)T∇2r(ξ)(x− z)

对于某些依赖于x和z的ξ。
r 的严格凸性确保了当x = z时，Dr(x, z) = 0。
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例子：KL散度

设Dr(x, z) = KL(x, z) :=
∑

i xi log xi
zi
，它由下面的函数r : C→ R生成：

r(x) =
∑

i

xi log xi（负熵）

如果C = ∆ := {x ∈ Rn
+ |
∑

i xi = 1}是概率单纯形。
证明:

Dr(x, z) = r(x)− r(z)−∇r(z) · (x− z)

=
∑

i

xi log xi −
∑

i

zi log zi −

(∑
i

log zi + 1

)
(xi − zi)

= −
∑

i

xi +
∑

i

zi +
∑

i

xi log
xi

zi
= KL(x, z)
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例子：平方马氏（Mahalanobis）距离

设Dr(x, z) = 1
2 (x− z)T Q(x− z)对于某个矩阵Q，由生成函数

r(x) =
1
2

xT Qx

得到。
证明:

Dr(x, z) = r(x)− r(z)−∇r(z) · (x− z)

=
1
2

xT Qx− 1
2

zT Qz− zT Q(x− z)

=
1
2

(x− z)T Q(x− z).
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例子：冯·诺伊曼（von Neumann）散度

如果C = Sn
+（正定锥），则由特征值的广义负熵

r(X) =

n∑
i=1

λi(X) log(λi(X))− λi(X) := Tr(X log X − X)

生成的是冯·诺伊曼散度（在量子力学中常用）。
Dr(X, Z)定义为

Dr(X, Z) = Tr(X log X − X)− Tr(Z log Z − Z)− Tr((X − Z) log Z)

= Tr(X log X − log Z)− X + Z).

使用了∇r(X) = log X 的事实。
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Bregman散度的常见族
这个表列出了常见的Bregman散度函数及其名称。

Figure:常见散度，from I. Dhillon & J. Tropp, 2007。

、
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镜像下降算法

考虑如下的凸优化问题：
min f (x), s.t. x ∈ C,

f 为凸函数，C是 dom f 的凸子集，且 f 在 C 上存在次梯度.

Bregman距离: 令r为可微凸函数，由r产生的 Bregman距离为：

Dr(y, x) = r(y)− r(x)−∇r(x)T(y− x)

镜像(非线性)次梯度方法：
1 取次梯度gk ∈ ∂f (xk)

2 更新迭代格式：

xk+1 = argmin
x∈C

{
(gk)T(x− xk) +

1
αk

Dr(x, xk)

}
.

取r(x) = 1
2 ||x||

2
2时，这就是投影次梯度法。
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例：KL散度，子问题

当Dr(x, z) = KL(x||z)，C = ∆，且f 可微分时，镜像下降（MD）具有闭合形式：
如果C = ∆ := {x ∈ Rn

+ |
∑

i xi = 1}是概率单纯形，且f 是可微分的，那么镜像下降更
新可以写为

xk+1
i =

xk
i exp(−αk∇f (xk)i)∑n

j=1 xk
j exp(−αk∇f (xk)j)

其中1 ≤ i ≤ n，并且αk 是步长。
这个更新规则通常被称为指数梯度下降、熵下降或者乘法权重更新（MWU）。
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镜像梯度法另一种理解

使用Bregman散度，也可以这样描述MD：

∇r(yk+1) = ∇r(xk)− ηkgk 其中gk ∈ ∂f (xk) (5.1)

xk+1 ∈ PC,r(yk+1) = arg min
z∈C

Dr(z, yk+1) (5.2)

PC,r表示“广义”距离下的投影算子。
I 在某个“对偶”空间执行梯度下降
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通过查看最优条件可以看出等价性

I (5.2)的最优条件给出

0 ∈ ∇r(xk+1)−∇r(yk+1) + NC(xk+1) (参见Bertsekas ’16)

= ∇r(xk+1)−∇r(xk) + ηkgk + NC(xk+1),
(10)

其中，NC(xk+1)表示约束C的正则法锥，其等于指示函数IC的次微分集合。

I 原始的MD迭代中，子问题的最优条件是

0 ∈ gk +
1
ηk

(∇r(xk+1)−∇r(xk) + NC(xk+1)) (参见Bertsekas ’16) (11)

I 这两个条件显然是相同的
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C = Rn的情形

为了简化，假设C = Rn，则镜像梯度法的另一种形式是

xk+1 = ∇r∗(∇r(xk)− ηgk) (5.3)

其中r∗(x) := supz{zT x− r(z)}是r 的Fenchel共轭
I 这是Nemirovski和Yudin在1983年最初提出的版本
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当C = Rn时，(5.1)-(5.2)简化为

xk+1 = yk+1 = (∇r)−1(∇r(xk)− ηgk)

因此，只需证明

(∇r)−1 = ∇r∗ (5.4)

假设y = ∇r(xk)。根据共轭子梯度定理，这等价于（作业2.5），

xk = ∇r∗(y) (12)

这意味着

xk = ∇r∗(y) = ∇r∗∇r(xk) (13)

因此，∇r∗ = (∇r)−1。
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收敛性分析

函数 r 需要满足的性质: 在范数|| · ||的意义下强凸，即

r(y) ≥ r(x) +∇r(x)T(y− x) +
1
2
||x− y||2.

考虑计算与任意点(包括最优点)处函数值的距离：对于任意的 x∗ ∈ C,

f (xk)− f (x∗) ≤ (gk)T(xk − x∗)

= (gk)T(xk+1 − x∗) + (gk)T(xk − xk+1)

根据 xk+1 点处最优性的必要条件:

(αkgk +∇r(xk+1)−∇r(xk))T(y− xk+1) ≥ 0, ∀y ∈ C

因此，我们取 y = x∗，得

(gk)T(xk+1 − x∗) ≤ 1
αk

(∇r(xk+1)−∇r(xk))T(x∗ − xk+1)
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收敛性分析(续)

进一步，
(∇r(xk+1)−∇r(xk))T(x∗ − xk+1)

= Dr(x∗, xk)− Dr(x∗, xk+1)− Dr(xk, xk+1)

综合以上各式，对任意 x∗ ∈ C,

f (xk)− f (x∗) ≤ (gk)T(xk+1 − x∗) + (gk)T(xk − xk+1)

≤ 1
αk

[
Dr(x∗, xk)− Dr(x∗, xk+1)

]
− 1
αk

Dr(xk, xk+1)

+ (gk)T(xk − xk+1).

应用Fenchel-Young不等式 (xT y ≤ 1
2α ||x||

2 + α
2 ||y||

2
∗)

≤ 1
αk

[
Dr(x∗, xk)− Dr(x∗, xk+1)

]
− 1
αk

Dr(xk, xk+1)

+
αk

2
||gk||2∗ +

1
2αk
||xk − xk+1||2

≤ 1
αk

[
Dr(x∗, xk)− Dr(x∗, xk+1)

]
+
αk

2
||gk||2∗
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保证收敛的条件

取固定步长 αk = α,并在上面的不等式中对1, . . . , k求和，得

1
k

k∑
i=1

f (xi)− f (x∗) ≤ 1
αk

Dh(x∗, x1) +
α

2
max

i
||gi||2∗

一般而言，

f best ,k − f ∗ ≤
Dh
(
x∗, x1)+ 1

2

∑k
i=1 α

2
i maxi ||gi||2∗∑k

i=1 αi

当以下条件满足时，算法可以保证收敛

I Dh(x∗, x1) <∞

I
∑

k αk =∞且αk → 0 (消失步长)

I 对于任意g ∈ ∂f (x)和x ∈ C,有||g||∗ ≤ G恒成立，其中G <∞
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镜像下降算法的例子

I 通常的(投影)次梯度法:取 r(x) = 1
2 ||x||

2
2

I 使用单纯形约束，C = {x ∈ Rn
+|1T x = 1}，并使用负熵函数

h(x) =
n∑

i=1

xi log xi

1 `1范数意义下为强凸函数

2 对于初始点x1 = 1/n,有Dr(x∗, x1) ≤ log n对任意x∗ ∈ C成立
3 若G∞ ≥ ||g||∞ 对任意g ∈ ∂f (x)，x ∈ C成立,即存在有限上界，则

f k
best − f ∗ ≤

log n
αk

+
α

2k
G∞

4 比通常的次梯度算法表现好很多
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加速梯度算法
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提纲

1 重球方法

2 Nesterov的加速算法

3 FISTA算法

4 其他加速算法

5 应用举例
LASSO问题求解

6 收敛性分析
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（近端）梯度方法的迭代复杂度

复杂度：要求某种收敛准则小于ϵ所需要的迭代步数.
▶ 强凸且光滑问题：O

(
κ log 1

ϵ

)
▶ 凸且光滑问题：O

( 1
ϵ

)
是否还有希望进一步加速收敛？
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问题及可能的解决方案

问题：

▶ 梯度下降（GD）关注于改进每次迭代的成本，这有时可能太“短视”。
▶ GD有时可能会出现锯齿状或经历突然变化。

解决方案：

▶ 利用历史信息（即过去的迭代）。

▶ 添加缓冲（如动量）以产生更平滑的轨迹。
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重球法（heavy ball method）

求解无约束光滑问题
min
x∈Rn

f (x)

Heavy ball算法：
xk+1 = xk − ηk∇f (xk) + θk(xk − xk−1)

其中θk(xk − xk−1)是动量项。x−1 = x0.
▶ Polyak ’64提出重球方法，也被称为Polyak动量法（momentum method）。
▶ 参考文献：B. Polyak. Some methods of speeding up the convergence of iteration

methods. USSR Computational Mathematics and Mathematical Physics,
4(5):1–17, 1964.

▶ 为“球”添加惯性（即包含一个动量项）以减轻锯齿状变化。
▶ 利用差分ẍ(t) ≈ xk+1−2xk+xk−1

h1
, ẋ(t) ≈ xk−xk−1

h2
,重球法可以理解为二阶微分方程：

βẍ(t) + ẋ(t) = −∇f (x(t)),利用ηk = h1/β, θk =
h1

βh2
− 1.

β可以理解为物体的质量，ẍ(t)为物体加速度，ẋ(t)为速度。二阶项βẍ(t)可以理解为
物体的“惯性”，因此系统更加平滑。
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图1(b)展示的是动量梯度法求解函数x2
1 + 10x2

2最小值的迭代轨迹。与图1(a)中的梯度法相
对比，动量梯度法轨迹在x2更加缓和，因为动量随机梯度法在历史相同的梯度方向累积
起来形成动量，而梯度变化快的方向相互抵消，缓解了振荡现象。总体上来说，动量梯
度法只需添加一个参数θk,其余参数设定方式可与SGD相似。

0 2 4 6 8 10 12
x1

3

2

1

0

1

2

3

x2

(a) 梯度法迭代轨迹示意图

0 2 4 6 8 10 12
x1

3

2

1

0

1

2

3

x2

(b) 动量梯度法迭代轨迹示意图

Figure:梯度法和重球法在函数x2
1 + 10x2

2迭代轨迹
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二次问题的直观理解

考虑如下二次正定问题

min
x∈Rn

1
2
(x− x∗)T Q(x− x∗)

其中Q ≻ 0有条件数κ
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重球法可以写为如下的系统：[
xk+1

xk

]
=

[
(1 + θk)I −θkI

I 0

] [
xk

xk−1

]
−
[
ηk∇f (xk)

0

]
或等价地， [

xk+1 − x∗

xk − x∗

]
=

[
(1 + θk)I −θkI

I 0

] [
xk − x∗

xk−1 − x∗

]
−
[
ηk∇f (xk)

0

]
=

[
(1 + θk)I − ηkQ −θkI

I 0

] [
xk − x∗

xk−1 − x∗

]
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系统矩阵

定义系统矩阵Hk 为

Hk :=

[
(1 + θk)I − ηkQ −θkI

I 0

]
则 [

xk+1 − x∗

xk − x∗

]
= Hk

[
xk − x∗

xk−1 − x∗

]
意义：重球方法的收敛依赖于系统矩阵Hk 的谱范数。
关键思想：找到适当的步长ηk 和动量系数θk 来控制Hk 的谱范数。
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对于二次问题的收敛性

定理11.1（二次函数的重球方法的收敛性）.
假设f 是一个L-光滑且µ-强凸的二次函数。令ηk ≡ 4

(
√

L+
√

µ)2 ,

θk ≡ max
{∣∣1−√ηkL

∣∣ , ∣∣1−√ηkµ
∣∣}2
，且κ = L/µ。那么∥∥∥∥[xk+1 − x∗

xk − x∗

]∥∥∥∥
2

≤
(√

κ− 1√
κ+ 1

)k ∥∥∥∥[x1 − x∗

x0 − x∗

]∥∥∥∥
2

▶ 迭代复杂度：O
(√
κ log 1

ϵ

)
▶ 相比GD有显著改善：O

(√
κ log 1

ϵ

)
vs. O

(
κ log 1

ϵ

)
▶ 参数设置需要预先知道L和µ
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证明

定理11.1的证明考虑系统矩阵Hk 的谱来控制收敛。让λi 是Q的第i个特征值，设

Λ := Diag(

λ1

...
λn

),
则Hk 的谱半径（用ρ(·)表示）满足

ρ(Hk) = ρ

([
(1 + θk)I − ηkΛ −θkI

I 0

])
≤ max

1≤i≤n
ρ

([
1 + θk − ηkλi −θk

1 0

])
要完成证明，只需说明

max
i
ρ

([
1 + θk − ηkλi −θk

1 0

])
≤
√
κ− 1√
κ+ 1
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证明(续)

为了证明上述不等式，注意到 [
1 + θk − ηkλi −θk

1 0

]
的两个特征值是方程z2 − (1 + θk − ηkλi)z + θk = 0的根。
如果(1 + θk − ηkλi)

2 ≤ 4θk，则这个方程的根具有相同的模长
√
θk（不管它们是共轭的还

是只有一个根）。
此外，可以说明，如果

θk ∈
[(

1−
√
ηkλi

)2
,
(

1 +
√
ηkλi

)2
]
,

则满足(1 + θk − ηkλi)
2 ≤ 4θk，此时只需要令θk = max

{(
1−
√
ηkL
)2
,
(
1−√ηkµ

)2
}
。
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证明（续）

使用这样的θk，我们有（从上述和两个特征值具有相同幅度的事实）

ρ(Hk) ≤
√
θk

最终，设置ηk =
4

(
√

L+
√
µ)2 确保1−

√
ηkL = −(1−√ηkµ)，从而得到

θk = max


(

1− 2
√

L√
L +
√
µ

)2

,

(
1−

2
√
µ

√
L +
√
µ

)2
 =

(√
κ− 1√
κ+ 1

)2

这进一步证明了

ρ(Hk) ≤
√
κ− 1√
κ+ 1
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一般情况下的收敛结果

▶ 二阶可微时，若f (x)是L-光滑，µ−强凸，那么局部可以证明复杂度：O
(√
κ log 1

ϵ

)
-

Polyak 1964.
▶ 一阶可微，算法复杂度和梯度法类似。参考文献：Ghadimi, Euhanna, Hamid Reza Feyzmahdavian, and Mikael

Johansson. "Global convergence of the heavy-ball method for convex optimization." 2015 European control conference (ECC). IEEE, 2015.
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Nesterov加速算法

Yurri Nesterov在1983年提出的算法:任意给定x0，y0 = x0, k ≥ 1时，有如下迭代

xk = yk−1 − s∇f (yk−1)

yk = xk +
k − 1
k + 2

(xk − xk−1)
(Nesterov)

▶ s > 0是步长，一般选s ≤ 1/L.
▶ 交替进行梯度更新和适当的外推。类似地采用了动量的思想。

▶ 每次迭代的成本几乎与GD相同，仅需要计算一次梯度。
▶ 不是下降方法（即我们可能不会有f (xk+1) ≤ f (xk)）。

▶ 系数 k−1
k+2的选取很神秘,早期并没有非常直观的理解。
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Nesterov加速梯度方法的收敛性

假设f是凸的且L-光滑的。如果s = 1
L，那么

f (xk)− f ∗ ≤ 2L∥x0 − x∗∥2
2

(k + 1)2

▶ 迭代复杂度：O
(

1√
ϵ

)
▶ 比梯度方法快得多。

▶ 我们稍后将为（更一般的）近似梯度版本的证明。
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梯度下降法:一阶方法的收敛下界

一阶方法：任何选择xk+1 在集合中的迭代算法

x0 + span{∇f (x0),∇f (x1), . . . ,∇f (xk)}

问题类：满足L式光滑和凸假设的任何函数。
定理(Nesterov)：对于每个整数k ≤ n−1

2 和每个x0，存在在问题类中的函数，对于任何一
阶方法

f (xk)− f ∗ ≥ 3L ∥x0 − x∗∥2

32(k + 1)2

▶ 该下界是前k次迭代的收敛下界，并不说明k→∞无更快速度。
▶ 表明梯度方法的 1

k 速率不是最优的。

▶ Nesterov’s加速梯度方法有 1
k2 的收敛性，达到了最优收敛速度。

该定理见Yu. Nesterov, Lectures on Convex Optimization (2018), section 2.1. ( Theorem
2.1.7 in the book.) Nesterov加速梯度算法.
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微分方程的角度理解Nesterov加速算法-Su, Boyd, Candes ’2016

首先，Nesterov的更新规则(Nesterov)等价于

xk+1 − xk√
s

=
k − 1
k + 2

(xk − xk−1)√
s

−
√

s∇f (yk) (1)

假设有一条光滑曲线X(τ), τ ≥ 0. 我们拟设xk ≈ X(k
√

s).
令k = τ/

√
s,则X(τ) ≈ xτ/√s = xk 和X(τ +

√
s) ≈ x(τ+√

s)/
√

s = xk+1。然后泰勒展开给出

xk+1 − xk√
s

= Ẋ(τ) +
1
2

Ẍ(τ)
√

s + o(
√

s)

xk − xk−1√
s

= Ẋ(τ)− 1
2

Ẍ(τ)
√

s + o(
√

s)

√
s∇f (yk) =

√
s∇f (xk) + o(

√
s).

再利用关系
k − 1
k + 2

= 1− 3
k
+ O(1/k2) ≈ 1− 3

k
(2)

带入(1)中,得到

Ẋ(τ)+
1
2

Ẍ(τ)
√

s+o(
√

s) = (1− 3
√

s
τ

)

(
Ẋ(τ)− 1

2
Ẍ(τ)
√

s + o(
√

s)
)
−
√

s∇f (X(τ))+o(
√

s)
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令s→ 0,比较上一页最后等式中
√

s的系数，得到如下常微分方程（ODE）

Ẍ +
3
τ

Ẋ +∇f (X) = 0 (3)

初始条件：
X(0) = x0,

和
Ẋ(0) = 0,

这是因为k = 1时，(x2 − x1)/
√

s = −
√

s∇f (y1) = o(1).

注

推导过程依赖于关系式(2),这也是Nesterov加速算法最奇妙的地方。
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Figure: ODE曲线和Nesterov算法迭代轨迹, Fig. From Su, Boyd, Candes ’2016
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ODE的收敛率

ODE理论揭示

f (X(τ))− f ∗ ≤ 2∥x0 − x∗∥2

τ 2 (4)

这在某种程度上解释了Nesterov的O
( 1

k2

)
收敛。

若要将Nesterov算法中的迭代{xk}和ODE序列{X(τ)}严格联系起来，请见下述文献中的
定理2：Su, Weijie, Stephen Boyd, and Emmanuel J. Candes. "A differential equation for modeling Nesterov’s accelerated gradient method: Theory

and insights." Journal of Machine Learning Research 17.153 (2016): 1-43.
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证明(4)

定义李雅普诺夫函数如下：
E(τ) := τ 2(f (X)− f ∗) + 2∥X + τ Ẋ/2− X∗∥2

2。我们有

Ė = 2τ(f (X)− f ∗) + τ 2⟨∇f (X), Ẋ⟩+ 4⟨X +
τ

2
Ẋ − X∗,

3
2

Ẋ +
τ

2
Ẍ⟩

= 2τ(f (X)− f ∗) + τ 2⟨∇f (X), Ẋ⟩+ 4⟨X +
τ

2
Ẋ − X∗,−τ

2
∇f (X)⟩

= 2τ(f (X)− f ∗)− 2τ⟨∇f (X),X − X∗⟩
≤ 0.

其中，第二个等式利用了(3),最后一行用了凸函数性质。

这意味着E是关于τ的非递增的，注意到∥X + τ Ẋ/2− X∗∥2
2的非负性,因此

f (X(τ))− f ∗ ≤ E(τ)
τ 2 ≤ E(0)

τ 2 =
2∥x0 − x∗∥2

τ 2 .
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魔术数字3

Ẍ +
r
τ

Ẋ +∇f (X) = 0

▶ r = 3是保证O
( 1
τ2

)
收敛的最小常数，可以用任何其他r ≥ 3替换。

▶ 在某种意义上，3最小化了收敛界O
( 1
τ2

)
中的前常数（见Su, Boyd, Candes ’14）。
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典型问题形式

考虑如下复合优化问题：
min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(x) (5)

▶ f (x)是连续可微的凸函数，且梯度是利普西茨连续的：

∥∇f (x)−∇f (y)∥ ≤ L∥x− y∥;

▶ h(x)是适当的闭凸函数，且临近算子

proxh(x) = argmin
u∈domh

{
h(u) +

1
2
∥x− u∥2

}
容易计算.

▶ 对于上述问题，近似点梯度法

xk+1 = proxtkh(x
k − tk∇f (xk))

在步长取常数tk = 1/L时，收敛速度为O(1/k).
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Nesterov加速算法简史

▶ Nesterov分别在1983年、1988年和2005年提出了三种改进的一阶算法，收敛速度
能达到O

( 1
k2

)
．实际上，这三种算法都可以应用到近似点梯度算法上．

▶ 在Nesterov加速算法刚提出的时候，由于牛顿算法有更快的收敛速度，Nesterov加
速算法在当时并没有引起太多的关注．但近年来，随着数据量的增大，牛顿型方法
由于其过大的计算复杂度，不便于有效地应用到实际中，Nesterov加速算法作为一
种快速的一阶算法重新被挖掘出来并迅速流行起来．

▶ Beck和Teboulle就在2008年给出了Nesterov在1983年提出的算法的近似点梯度法版
本——FISTA．由于其应用于图像处理中，使得Nesterov加速法进一步得到重视。参

考文献：Beck, Amir, and Marc Teboulle. "A fast iterative shrinkage-thresholding algorithm for linear inverse problems." SIAM journal on imaging

sciences 2.1 (2009): 183-202.
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FISTA

▶ FISTA算法由两步组成：第一步沿着前两步的计算方向计算一个新点，第二步在该
新点处做一步近似点梯度迭代（如图所示）.

xk−2 xk−1 yk

xk = proxtkh
(yk − tk∇f(yk))

Figure: FISTA算法图示

▶ 完整的FISTA见算法6：

yk = xk−1 +
k − 2
k + 1

(xk−1 − xk−2)

xk = proxtkh(y
k − tk∇f (yk))

(6)

▶ 可以看出，相对于(Nesterov),仅需将梯度迭代变为近似点梯度迭代公式。
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FISTA的等价形式

▶ 系数 k−2
k+1被称为动量系数，有更一般的取值，可以替换为γk(

1
γk−1
− 1)，这里{γk}满

足下一页中的不等式(9)
▶ γk =

2
k+1即有γk(

1
γk−1
− 1) = k−2

k+1

▶ 算法7给出了FISTA的一个等价变形：

yk = (1− γk)xk−1 + γkvk−1

xk = proxtkh(y
k − tk∇f (yk))

vk = xk−1 +
1
γk

(xk − xk−1)

(7)
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FISTA的收敛条件

下面给出算法7以O
( 1

k2

)
的速度收敛的条件：

f (xk) ≤ f (yk) + ⟨∇f (yk), xk − yk⟩+ 1
2tk
∥xk − yk∥2

2, (8)

γ1 = 1,
(1− γk)tk

γ2
k

≤ tk−1

γ2
k−1

, k > 1, (9)

γ2
k

tk
= O

(
1
k2

)
. (10)

▶ 可以看到当取tk =
1
L，γk =

2
k+1时，以上条件满足．

▶ γk的选取并不唯一，例如我们可以采取

γ1 = 1,
1
γk

=
1
2

(
1 +

√
1 +

4
γk−1

)
.
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线搜索方法一

▶ 算法6和算法7都要求步长满足tk ≤ 1
L，此时条件(8)满足．

▶ 对绝大多数问题我们不知道函数∇f的利普希茨常数．为了在这种情况下条件(8)依然
能满足，需要使用线搜索来确定合适的tk．

▶ 方法一在算法7的第2行中加入线搜索，并取γk =
2

k+1，以回溯的方式找到满足条

件(8)的tk．该算法的具体过程见算法11．

重复

{
tk ← ρtk

xk ← proxtkh(y
k − tk∇f (yk))

直到(8)满足 (11)

▶ 当tk足够小时，条件(8)是一定会得到满足的，因此不会出现线搜索无法终止的情
况．

▶ 容易验证其他两个条件(9)(10)在迭代过程中也得到满足．
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线搜索方法二

▶ 第二种线搜索方法不仅改变步长tk而且改变γk

▶ 该算法的具体过程见算法12．

重复


取γk为tk−1γ

2 = tkγ
2
k−1(1− γ)的正根

yk ← (1− γk)xk−1 + γkvk−1

xk ← proxtkh(y
k − tk∇f (yk))

tk ← ρtk

直到(8)成立 (12)

▶ 算法12的执行过程比算法11的复杂．由于它同时改变了tk和γk，迭代点xk和参照
点yk在线搜索的过程中都发生了变化，点yk处的梯度也需要重新计算．

▶ 但此算法给我们带来的好处就是步长tk不再单调下降，在迭代后期也可以取较大
值，这会进一步加快收敛．
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线搜索方法二

▶ 由算法12，γk满足条件(9)且有0 < γk ≤ 1，且tk有下界tmin．

▶ 由
√

1− x在点x = 0处的凹性，
√

tk−1

γk−1
=

√
(1− γk)tk

γk
≤
√

tk

γk
−
√

tk

2
,

▶ 反复利用上式可得 √
tk

γk
≥
√

t1 +
1
2

k∑
i=2

√
ti,

▶ 因此
γ2

k

tk
≤ 1

(
√

t1 +
1
2

∑k
i=2

√
ti)2
≤ 4

tmin(k + 1)2 = O
(

1
k2

)
. (13)

▶ 以上的分析说明条件(9)和(10)在算法12的执行中也得到满足．
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强凸情况下的动量系数选取

若f是L−光滑，µ−强凸的，令条件数为κ = L/µ.

xk+1 = proxtkh (yk − tk∇f (yk))

yk+1 = xk+1 +

√
κ− 1√
κ+ 1

(xk+1 − xk)

定理11.2（加速近端梯度方法对于强凸情况的收敛）
假设f是µ-强凸且L-光滑的。如果tk ≡ 1

L，那么

F(xk)− F∗ ≤
(

1− 1√
κ

)k (
F(x0)− F∗ +

µ∥x0 − x∗∥2
2

2

)
▶ 表明强凸情况下，收敛复杂度为O(

√
κ log(1/ϵ)). 这也是最优的收敛速度。

▶ 缺点：需要同时知晓L, µ，L可以通过线搜索估计，但是µ更难以估计。
▶ 错误估计κ，可能使得算法震荡，可以使用重启动方法修正。参考文献：”Adaptive restart for

accelerated gradient schemes,” B. O’donoghue, and E. Candes, Foundations of computational mathematics, 2012
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FISTA算法小结

▶ 总的来说，固定步长的FISTA算法对于步长的选取是较为保守的，为了保证收敛，
有时不得不选取一个很小的步长，这使得固定步长的FISTA算法收敛较慢．

▶ 如果采用线搜索，则在算法执行过程中会有很大机会选择符合条件的较大步长，因
此线搜索可能加快算法的收敛，但代价就是每一步迭代的复杂度变高．

▶ 在实际的FISTA算法中，需要权衡固定步长和线搜索算法的利弊，从而选择针对特
定问题的高效算法．
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下降FISTA算法

▶ 原始的FISTA算法不是一个下降算法，这里给出一个FISTA的下降算法变形．
▶ 只需要对算法7的第2步进行修改．在计算邻近算子之后，我们并不立即选取此点作
为新的迭代点，而是检查函数值在当前点处是否下降，只有当函数值下降时才更新
迭代点．

▶ 假设经过近似点映射之后的点为u，则对当前点xk做如下更新：

xk =

{
u, ψ(u) ≤ ψ(xk−1),

xk−1, ψ(u) > ψ(xk−1).
(14)

▶ 由于步长或γk会随着k变化，(14)式中的ψ(u) > ψ(xk−1)不会一直成立，即算法不会
停留在某个xk−1而不进行更新．

▶ 步长和γk的选取只需使用固定步长tk ≤ 1
L , γk =

2
k+1或者使用前述的任意一种线搜索

方法均可．
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第二类Nesterov加速算法

▶ 对于复合优化问题(5)，我们给出第二类Nesterov加速算法：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1

yk = prox(tk/γk)h

(
yk−1 − tk

γk
∇f (zk)

)
xk = (1− γk)xk−1 + γkyk

(15)

▶ 和经典FISTA算法的一个重要区别在于，第二类Nesterov加速算法中的三个序
列{xk}，{yk}和{zk}都可以保证在定义域内．而FISTA算法中的序列{yk}不一定在定
义域内．
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第二类Nesterov加速算法

▶ 第二类Nesterov加速算法的一步迭代可参考下图．

yk−1 xk−1zk

yk = prox(tk/γk)h
(yk−1 − (tk/γk)∇f(zk))

xk

Figure:第二类Nesterov加速算法的一步迭代

参考论文：Nesterov, Y. (2013). Gradient methods for minimizing composite objective function. Mathematical Programming, 140(1), 125-161.
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第三类Nesterov加速算法

▶ 针对问题(5)的第三类Nesterov加速算法框架为：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1

yk = prox(tk
∑k

i=1 1/γi)h

(
−tk

k∑
i=1

1
γi
∇f (zi)

)
xk = (1− γk)xk−1 + γkyk

(16)

▶ 该算法和第二类Nesterov加速算法（算法15）的区别仅仅在于yk的更新：第三
类Nesterov加速算法计算yk时需要利用全部已有的{∇f (zi)}, i = 1, 2, · · · , k．

▶ 同样地，该算法取γk =
2

k+1，tk =
1
L时，也有O

( 1
k2

)
的收敛速度．
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其他方式理解加速梯度算法

▶ 梯度法结合镜像梯度法的线性耦合：Allen-Zhu, Zeyuan, and Lorenzo Orecchia. "Linear
Coupling: An Ultimate Unification of Gradient and Mirror Descent." 8th Innovations in
Theoretical Computer Science Conference (ITCS 2017). Schloss-Dagstuhl-Leibniz Zentrum
für Informatik, 2017.

▶ 椭圆法的拓展: Bubeck S, Lee YT, Singh M. A geometric alternative to Nesterov’s accelerated
gradient descent. arXiv preprint arXiv:1506.08187. 2015 Jun 26.
▶ 该方法的proximal版本：Chen, Shixiang, Shiqian Ma, and Wei Liu. "Geometric descent

method for convex composite minimization." Advances in Neural Information Processing
Systems 30 (2017).

▶ 高精度的ODE方程法：Shi, Bin, et al. "Understanding the acceleration phenomenon via
high-resolution differential equations." Mathematical Programming (2022): 1-70.
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针对非凸问题的Nesterov加速算法

▶ 仍然考虑问题(5)的形式，这里并不要求f是凸的，但是要求其是可微的且梯度是利
普希茨连续的，h与之前的要求相同．

▶ 算法17给出非凸复合优化问题的加速梯度法框架．

zk = γkyk−1 + (1− γk)xk−1

yk = proxλkh

(
yk−1 − λk∇f (zk)

)
xk = proxtkh

(
zk − tk∇f (zk)

) (17)
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针对非凸问题的Nesterov加速算法

▶ 从形式上看，算法17和之前介绍的任何一种算法都不相同，但可以证明当λk和tk 取
特定值时，它等价于第二类Nesterov加速算法．

▶ 在非凸函数情形下，一阶算法一般只能保证收敛到一个稳定点，并不能保证收敛到
最优解，因此无法用函数值与最优值的差来衡量优化算法解的精度．对于非凸复合
函数(5)，我们利用梯度映射

Gt(x) =
1
t
(x− proxth(x− t∇f (x)))

来判断算法是否收敛．注意到Gt(x) = 0是优化问题(5)的一阶必要条件，因此利
用∥Gtk (x

k)∥来刻画算法17的收敛速度．
▶ 可以证明，当f为凸函数时，算法17的收敛速度与FISTA算法相同，两者都
为O

( 1
k2

)
；当f为非凸函数时，算法17也收敛，且收敛速度为O

( 1
k

)
．
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LASSO问题求解

▶ LASSO问题为
min

x

1
2
∥Ax− b∥2

2 + µ∥x∥1 (18)

▶ 求解LASSO问题(18)的FISTA算法可以由下面的迭代格式给出：

yk = xk−1 +
k − 2
k + 1

(xk−1 − xk−2),

wk = yk − tkAT(Ayk − b),

xk = sign(wk)max{|wk| − tkµ, 0}.

▶ 与近似点梯度算法相同，由于最后一步将wk中绝对值小于tkµ的分量置零，该算法能
够保证迭代过程中解具有稀疏结构．
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LASSO问题求解

▶ 我们也给出第二类Nesterov加速算法：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1,

wk = yk−1 − tk

γk
AT(Azk − b),

yk = sign(wk)max

{
|wk| − tk

γk
µ, 0
}
,

xk = (1− γk)xk−1 + γkyk,
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LASSO问题求解

▶ 和第三类Nesterov加速算法：

zk = (1− γk)xk−1 + γkyk−1,

wk = −tk

k∑
i=1

1
γi

AT(Azi − b),

yk = sign(wk)max

{
|wk| − tk

k∑
i=1

1
γi
µ, 0

}
,

xk = (1− γk)xk−1 + γkyk.
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LASSO问题求解（续）

▶ 取µ = 10−3，分别利用连续化近似点梯度法、连续化FISTA加速算法、连续化第二
类Nesterov算法来求解问题

▶ 分别取固定步长t = 1
L，这里L = λmax(AT A)，和结合线搜索的BB步长．

▶ 结果如下图：
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Figure:使用近似点梯度法以及不同的加速算法求解LASSO问题
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LASSO问题求解（续）

可以看到：

▶ 就固定步长而言，FISTA算法相较于第二类Nesterov加速算法收敛得略快一些；
▶ 注意到FISTA算法是非单调算法．
▶ BB步长和线搜索技巧可以加速算法的收敛速度．
▶ 带线搜索的近似点梯度法可以比带线搜索的FISTA算法更快收敛．
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收敛性假设

▶ f 在其定义域dom f = Rn内为凸的，∇f在常数L意义下利普西茨连续，即

∥∇f (x)−∇f (y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y;

▶ h是适当的闭凸函数；
▶ ψ(x)的最小值ψ∗是有限的，并且在点x∗处可以取到．
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固定步长FISTA算法收敛速度

定理 (固定步长FISTA算法收敛速度)

在上述收敛性假设的条件下，当用算法7求解凸复合优化问题(5)时，若取固定步
长tk =

1
L，则

ψ(xk)− ψ(x∗) ≤ 2L
(k + 1)2 ∥x

0 − x∗∥2. (19)
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FISTA收敛定理的证明

▶ 根据xk = proxtkh(y
k − tk∇f (yk))，可知

−xk + yk − tk∇f (yk) ∈ tk∂h(xk).

故对于任意的x，有

tkh(x) ≥ tkh(xk) + ⟨−xk + yk − tk∇f (yk), x− xk⟩. (20)

▶ 由f 的凸性、梯度利普希茨连续和tk =
1
L可以得到

f (xk) ≤ f (yk) + ⟨∇f (yk), xk − yk⟩+ 1
2tk
∥xk − yk∥2. (21)
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▶ 结合以上两个不等式，对于任意的x有

ψ(xk) = f (xk) + h(xk)

≤ h(x) + f (yk) + ⟨∇f (yk), x− yk⟩+ 1
tk
⟨xk − yk, x− xk⟩

+
1

2tk

∥∥∥xk − yk
∥∥∥2

≤ h(x) + f (x) +
1
tk
⟨xk − yk, x− xk⟩+ 1

2tk

∥∥∥xk − yk
∥∥∥2

= ψ(x) +
1
tk
⟨xk − yk, x− xk⟩+ 1

2tk

∥∥∥xk − yk
∥∥∥2
.

(22)

▶ 在(22)式中分别取x = xk−1和x = x∗，并记ψ(x∗) = ψ∗，再分别乘1− γk和γk并相加
得到

ψ(xk)− ψ∗ − (1− γk)(ψ(xk−1)− ψ∗)

≤ 1
tk
⟨xk − yk, (1− γk)xk−1 + γkx∗ − xk⟩+ 1

2tk

∥∥∥xk − yk
∥∥∥2
.

(23)
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▶ 结合迭代式

vk = xk−1 +
1
γk

(xk − xk−1),

yk = (1− γk)xk−1 + γkvk−1,

不等式(23)可以化为

ψ(xk)− ψ∗ − (1− γk)(ψ(xk−1)− ψ∗)

≤ 1
2tk

(∥yk − (1− γk)xk−1 − γkx∗∥2 − ∥xk − (1− γk)xk−1 − γkx∗∥2)

=
γ2

k

2tk
(∥vk−1 − x∗∥2 − ∥vk − x∗∥2).

(24)
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▶ tk, γk的取法满足不等式
1− γk

γ2
k

tk ≤
1

γ2
k−1

tk−1, (25)

可以得到一个有关相邻两步迭代的不等式

tk

γ2
k
(ψ(xk)− ψ∗) +

1
2
∥vk − x∗∥2 ≤ tk−1

γ2
k−1

(ψ(xk−1)− ψ∗) +
1
2
∥vk−1 − x∗∥2. (26)

▶ 反复利用(26)式，我们有

tk

γ2
k
(ψ(xk)− ψ∗) +

1
2
∥vk − x∗∥2 ≤ t1

γ2
1
(ψ(x1)− ψ∗) +

1
2
∥v1 − x∗∥2. (27)
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▶ 对k = 1，注意到γ1 = 1, v0 = x0，再次利用(24)式可得

t1

γ2
1
(ψ(x1)− ψ∗) +

1
2
∥v1 − x∗∥2

≤ (1− γ1)t1

γ2
1

(ψ(x0)− ψ∗) +
1
2
∥v0 − x∗∥2 =

1
2
∥x0 − x∗∥2.

(28)

▶ 结合(27)式和(28)式可以得到(19)式．
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证明思路

▶ 证明中关键的一步在于建立(26)式，而建立这个递归关系并不需
要t = 1/L, γk = 2/(k + 1)这一具体条件，我们只需要保证条件(8)和条件(9)成立即
可．

▶ 条件(8)主要依赖于f (x)的梯度利普希茨连续性；而(9)的成立依赖于γk和tk的选取．

▶ 条件(10)的成立保证了算法7的收敛速度达到O
( 1

k2

)
．

▶ 如果抽取条件(8)-(10)作为算法收敛的一般条件，则可以证明一大类FISTA算法的变
形都具有O

( 1
k2

)
的收敛速度．
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一般FISTA算法的收敛速度

推论 (一般FISTA算法的收敛速度)

在收敛性假设条件下，当用算法7求解凸复合优化问题(5)时，若迭代点xk, yk，步长tk以及
组合系数γk满足条件(8)-(10)，则

ψ(xk)− ψ(x∗) ≤ C
k2 , (29)

其中C仅与函数f，初始点x0的选取有关．特别地，采用线搜索算法11和算法12的FISTA
算法具有O

( 1
k2

)
的收敛速度．

虽然已经抽象出了tk, γk满足的条件，但我们无法再找到其他的tk, γk来进一步改
善FISTA算法的收敛速度，即O

( 1
k2

)
是FISTA算法所能达到的最高的收敛速度．
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牛顿法

陈士祥

中国科学技术大学

致谢：本教案部分参考北京大学文再文教授《最优化与建模》



梯度法的困难

考虑无约束优化问题
min
x∈Rn

f (x), (1)

使用梯度下降法,给出的迭代格式是

xk+1 = xk − αk∇f
(

xk
)
.

由于梯度下降的基本策略是沿一阶最速下降方向迭代。当∇2f (x)的条件数较大时,它的
收敛速度比较缓慢(只用到一阶信息).

如果f (x)足够光滑,我们可以利用f (x)的二阶信息改进下降方向,以加速算法的迭代.

经典牛顿法 收敛性分析 修正牛顿法 非精确牛顿法 应用举例:逻辑回归模型
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经典牛顿法

▶ 对于可微二次函数f (x),考虑目标函数 f 在点 xk 的二阶泰勒近似

f
(

xk + dk
)
= f

(
xk
)
+∇f

(
xk
)T

dk +
1
2

(
dk
)T

∇2f
(

xk
)

dk + o
(∥∥∥dk

∥∥∥2
)
.

忽略高阶项o
(∥∥dk

∥∥2
)

,并将等式右边视作 dk 的函数并极小化,得

∇2f
(

xk
)

dk = −∇f
(

xk
)
. (2)

方程(2)被称为牛顿方程, dk 被称为牛顿方向.
▶ 若 ∇2f

(
xk)非奇异,可构造迭代格式

xk+1 = xk − αk∇2f
(

xk
)−1

∇f
(

xk
)
. (3)

当步长αk = 1时迭代格式(3)被称为经典牛顿法.
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牛顿法求解等式问题

牛顿法最初是为了求解一般等式问题。设F : Rn → Rn,考虑如下问题：

F(x) = 0.

迭代为
xk+1 = xk − JF(xk)

−1F(xk). (4)

对于凸问题(1)来说，求解其最小值等价于求解下面的等式：

∇f (x) = 0.

记F = ∇f (x),则(4)与(3)相同。
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牛顿法非全局收敛

对于一维问题，即F : R → R，下面的例子展示牛顿法的迭代过程。

Example

用牛顿法求解F(x) = x3 − 2x + 2 = 0的根。在迭代点xk处，作出函数图像的切

线l(y) = F(xk) + F′(xk)(y − xk)，与x轴的交点得到下一个迭代点xk+1,即xk+1 = xk − F(xk)
F′(xk)

.
从初始点x0 = −3和x0 = 1出发,牛顿法迭代分别如图1(a)和1. 从x0 = 1出发的点，由于
离F(x) = 0的根太远，牛顿法不收敛。

(a) 牛顿法1 (b) 牛顿法2

Figure:图(b),从x0 = 1出发，牛顿法不收敛,迭代点困于0，1两点。

上例我们知道，初始点若离最优点太远，牛顿法并不收敛。我们下面讨论牛顿法的局部
收敛性质。

经典牛顿法 收敛性分析 修正牛顿法 非精确牛顿法 应用举例:逻辑回归模型
Shixiang Chen (USTC) 牛顿法 6 / 35



牛顿法为什么好？

对于正定二次函数而言，牛顿法一步即可达到最优解。

(a) 牛顿法1 (b) 牛顿法2

Figure:牛顿法对于正定二次问题，可以一步得到最优解。
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对于非二次函数，牛顿法并不能保证经有限次迭代求得最优解。但由于目标函数在极小
点附近可用二次函数较好地近似，故当初始点靠近极小点时，牛顿法的收敛速度一般会
很快。
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仿射不变性(affine-invariant):

令A ∈ Rn×n为一个可逆矩阵。f (x)为Rn上的一个函数。考虑如下函数

ϕ(y) = f (Ay).

即对于原来的函数f，我们选择了Rn新的一组基底A，得到新坐标下的函数ϕ(y). 牛顿法
的关键性质可由下面的结论说明。

结论：令{xk}是牛顿法对于f (x)的序列，即

xk+1 = xk −∇2f (xk)
−1∇f (xk);

令{yk}是牛顿法对于ϕ(y)的序列，即

yk+1 = yk −∇2ϕ(yk)
−1∇ϕ(yk);

若y0 = A−1x0,则对于任意k ≥ 1, yk = A−1xk 。
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收敛速度分析

牛顿法收敛速度非常快,但实际使用中会存在若干限制因素.
▶ 初始点x0 需要距离最优解充分近(因为局部收敛性)
应用时常以梯度类算法先求得较低精度的解,后用牛顿法加速.

▶ ∇2f (x∗)需正定,半正定条件下可能退化到Q-线性收敛.

▶ ∇2f 的条件数较高时,将对初值的选择作出较严苛的要求.
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经典牛顿法的收敛性

定理

经典牛顿法的收敛性 假设 f 二阶连续可微,且存在 x∗ 的一个邻域 Nδ (x∗)及常数L > 0
使得 ∥∥∥∇2f (x)−∇2f (y)

∥∥∥ ⩽ L∥x − y∥, ∀x, y ∈ Nδ (x
∗)

如果 f (x)满足∇f (x∗) = 0,∇2f (x∗) ≻ 0,则对于迭代格式(3)有:
▶ 如果初始点离x∗ 足够近,则迭代点列

{
xk}收敛到x∗;

▶
{

xk} Q-二次收敛到x∗;

▶
{∥∥∇f

(
xk)∥∥} Q-二次收敛到0.
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定理证明

根据经典牛顿法定义以及∇f (x∗) = 0,得

xk+1 − x∗ = xk −∇2f
(

xk
)−1

∇f
(

xk
)
− x∗

= ∇2f
(

xk
)−1 [

∇2f
(

xk
)(

xk − x∗
)
−

(
∇f

(
xk
)
−∇f (x∗)

)]
,

(5)

注意到

∇f
(

xk
)
−∇f (x∗) =

∫ 1

0
∇2f

(
xk + t

(
x∗ − xk

))(
xk − x∗

)
dt,

由此 ∥∥∥∇2f
(

xk
)(

xk − x∗
)
−

(
∇f

(
xk
)
−∇f (x∗)

)∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ 1

0

[
∇2f

(
xk + t

(
x∗ − xk

))
−∇2f

(
xk
)](

xk − x∗
)

dt
∥∥∥∥

⩽
∫ 1

0

∥∥∥∇2f
(

xk + t
(

x∗ − xk
))

−∇2f
(

xk
)∥∥∥∥∥∥xk − x∗

∥∥∥ dt

⩽
∥∥∥xk − x∗

∥∥∥2
∫ 1

0
Lt dt(Lip. 连续性) =

L
2

∥∥∥xk − x∗
∥∥∥2

.

(6)

经典牛顿法 收敛性分析 修正牛顿法 非精确牛顿法 应用举例:逻辑回归模型
Shixiang Chen (USTC) 牛顿法 13 / 35



注意到, ∃r > 0,当∥x − x∗∥ ⩽ r 时有
∥∥∇2f (x)−1

∥∥ ⩽ 2
∥∥∥∇2f (x∗)−1

∥∥∥成立 (请思考为何?),故

结合(5)及(6),得到∥∥∥xk+1 − x∗
∥∥∥

⩽

∥∥∥∥∇2f
(

xk
)−1

∥∥∥∥ ∥∥∥∇2f
(

xk
)(

xk − x∗
)
−

(
∇f

(
xk
)
−∇f (x∗)

)∥∥∥
⩽

∥∥∥∥∇2f
(

xk
)−1

∥∥∥∥ · L
2

∥∥∥xk − x∗
∥∥∥2

⩽L
∥∥∥∇2f (x∗)−1

∥∥∥ ∥∥∥xk − x∗
∥∥∥2

.

(7)

当初始点x0 满足
∥∥x0 − x∗

∥∥ ⩽ min

{
δ, r, 1

2L∥∇2f (x∗)−1∥

}
时,迭代点列一直处于邻域Nδ̂ (x

∗)

中,故
{

xk} Q-二次收敛到x∗.
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另一方面,由牛顿方程(2)可知∥∥∥∇f
(

xk+1
)∥∥∥ =

∥∥∥∇f
(

xk+1
)
−∇f

(
xk
)
−∇2f

(
xk
)

dk
∥∥∥

=

∥∥∥∥∫ 1

0
∇2f

(
xk + tdk

)
dkdt −∇2f

(
xk
)

dk
∥∥∥∥

⩽
∫ 1

0

∥∥∥∇2f
(

xk + tdk
)
−∇2f

(
xk
)∥∥∥∥∥∥dk

∥∥∥ dt

⩽
L
2

∥∥∥dk
∥∥∥2

⩽
1
2

L
∥∥∥∥∇2f

(
xk
)−1

∥∥∥∥2 ∥∥∥∇f
(

xk
)∥∥∥2

⩽ 2L
∥∥∥∇2f (x∗)−1

∥∥∥2 ∥∥∥∇f
(

xk
)∥∥∥2

.

这证明梯度的范数Q-二次收敛到0.
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修正牛顿法

经典牛顿法的基本格式如下:

xk+1 = xk −∇2f
(

xk
)−1

∇f
(

xk
)
.

除了计算、存储代价昂贵之外,经典牛顿法还存在如下问题:
▶ 海瑟矩阵可能非正定,导致牛顿方向其实并非下降方向;

▶ 初始点离最优值点较远时候迭代不稳定(步长固定),因而算法可能不收敛.

为提高算法的稳定性,从以上两方面考虑,应该:
▶ 对∇2f (x)进行修正,使其正定(所有特征值大于0);

▶ 用线搜索确定步长来增加算法的稳定性(Wolfe, Goldstein, Armijo).

综上考虑,我们提出下面带线搜索的牛顿方法,并称其为修正牛顿方法.
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带线搜索的修正牛顿法

Algorithm 1带线搜索的修正牛顿法

1: 给定初始点x0．
2: for k = 0, 1, 2, · · · do
3: 确定矩阵Ek 使得矩阵Bk def

= ∇2f
(
xk)+ Ek 正定且条件数较小.

4: 求解修正的牛顿方程Bkdk = −∇f
(
xk)得方向dk.

5: 使用任意一种线搜索准则确定步长αk.
6: 更新xk+1 = xk + αkdk.
7: end for

在上述算法中, Bk (即Ek)的选取较为关键,需要注意:
▶ Bk 应具有较低的条件数(原因见收敛性定理);
▶ 对∇2f (x)的改动较小,以保存二阶信息;
▶ Bk 本身的计算代价不应太高.
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修正牛顿法的全局收敛性

定理

修正牛顿法全局收敛性定理 令 f 在开集D 上二阶连续可微,且初始点x0 满
足{x ∈ D : f (x) ≤ f (x0)}为紧集.若算法1中Bk 的条件数上界存在,即

κ (Bk) = ∥Bk∥
∥∥∥B−1

k

∥∥∥ ≤ C, ∃C > 0, ∀k = 0, 1, 2, · · · (8)

则
lim

k→∞
∇f (xk) = 0,

即算法具有全局收敛性.

上述定理的证明冗长,读者可具体参考: Newton’s method, in Studies in Numerical
Analysis, vol. 24 of MAA Studies in Mathematics, The Mathematical Association of
America, 1984, pp. 29–82.
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修正矩阵Ek的显式选取

进一步地,在修正步长后,为还使 Bk 正定,我们修正海瑟矩阵的特征值.
首先做特征分解

∇2f (xk) = QΛQT ,

其中,Q为正交矩阵,Λ为对角矩阵.

取Ek = τkI,即单位阵的常数倍,代入上式,则有

Bk = Q (Λ + τkI)QT .

当正数τk 足够大的时候,可保证 Bk 正定,但 dk 会接近负梯度方向,退化为一阶方法.
一种简单的技巧是对τk做截断,即

τk = max
{

0, δ − λmin(∇2f
(

xk
)
)
}
, (给定δ > 0)

然而,此时λmin(∇2f
(
xk))通常难以计算.我们通常使用Cholesky分解试探性取τk,从而避

免这个问题.具体可参考书《最优化：建模、算法与理论》第237页。
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非精确牛顿法

当变量维数很大时，牛顿法可能有如下困难:
▶ 海瑟矩阵∇2f (x)本身的计算、存储存在困难;

▶ 对∇2f (x)求逆或者做Cholesky分解的代价很高.

非精确牛顿法

▶ 使用迭代法(如共轭梯度法)求解牛顿方程，在一定的精度下提前停机,以提高求解效
率.

▶ 引入向量rk 来表示残差,将上述方程记为

∇2f
(

xk
)

dk = −∇f
(

xk
)
+ rk. (9)

因此终止条件可设置为 ∥∥∥rk
∥∥∥ ⩽ ηk

∥∥∥∇f
(

xk
)∥∥∥ . (10)

▶ 不同的{ηk}将导致不同的精度要求,使算法有不同的收敛速度.
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收敛性分析

我们叙述非精确牛顿法的局部收敛定理.

定理

非精确牛顿法的收敛定理 设函数f (x)二阶连续可微,且∇2f (x∗)正定,则在非精确牛顿
法中,
(1)若∃t < 1,使得ηk 满足0 < ηk < t, k = 1, 2, · · · ,且起始点x0 充分靠近x∗ 并迭代最终收敛
到x∗,则梯度∇f (xk)以Q-线性收敛速度收敛;

(2)若limk→∞ ηk = 0成立,则梯度∇f (xk)以Q-超线性收敛速度收敛;

(3)若(1)或(2)成立,且∇2f在x∗附近Lip.连续, ηk = O
(∥∥∇f (xk)

∥∥),则梯度∇f (xk)以Q-二次
收敛速度收敛.
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定理证明

我们只给出一个不严格的证明,请读者主要体会证明思路.

注意到∇2f (x)在x∗处正定,在x∗附近连续,故存在正常数L,使得∥∥∥∥(∇2f (xk)
)−1

∥∥∥∥ ≤ L, (∀xk同x∗足够接近)

代入(9),得(第二个不等式用到了ηk < 1)∥∥∥dk
∥∥∥ ≤ L

(∥∥∥∇f (xk)
∥∥∥+

∥∥∥rk
∥∥∥) ≤ 2L

∥∥∥∇f (xk)
∥∥∥ .

利用Taylor展式和∇2f的连续性,得到

∇f (xk+1) = ∇f (xk) +∇2f (xk)dk +

∫ 1

0

[
∇2f

(
xk + tdk

)
−∇2f

(
xk
)]

dkdt

= ∇f (xk) +∇2f (xk)dk + o
(∥∥∥dk

∥∥∥)
= ∇f (xk)−

(
∇f (xk)− rk

)
+ o

(∥∥∥∇f (xk)
∥∥∥)

= rk + o
(∥∥∥∇f (xk)

∥∥∥) .
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定理证明

上式中两边取范数,结合精度控制式(10),得到∥∥∥∇f (xk+1)
∥∥∥ ≤ ηk

∥∥∥∇f (xk)
∥∥∥+ o

(∥∥∥∇f (xk)
∥∥∥) ≤ (ηk + o(1))

)∥∥∥∇f (xk)
∥∥∥ .

当xk足够接近x∗时,o(1)项可被(1 − t)/2控制,则∥∥∥∇f (xk+1)
∥∥∥ ≤ (ηk + (1 − t)/2)

∥∥∥∇f (xk)
∥∥∥ ≤ 1 + t

2

∥∥∥∇f (xk)
∥∥∥ .

由于t < 1,故梯度梯度∇f (xk)以Q-线性收敛速度收敛.
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推论

从以上证明过程可以看出如下的结果:∥∥∇f (xk+1)
∥∥

∥∇f (xk)∥ ≤ ηk + o(1).

若limk→∞ ηk = 0成立,可有Q-超线性收敛的结论

lim
k→∞

∥∥∇f (xk+1)
∥∥

∥∇f (xk)∥ = 0.

若∇2f 在x∗ 附近Lip.连续,令ηk = O
(∥∥∇f (xk)

∥∥),可有二次收敛的结论∥∥∥∇f (xk+1)
∥∥∥ = O

(∥∥∥∇f (xk)
∥∥∥2
)
.

因此,在实际应用时:

▶ 取ηk = min
(

0.5,
√

∥∇f (xk)∥
)

,可成立局部的超线性收敛；

▶ 取ηk = min
(
0.5,

∥∥∇f (xk)
∥∥),可成立局部的二次收敛.
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*线搜索Newton-CG法

最后我们讨论求解牛顿方程的方法.
一种广泛应用的方法是线搜索Newton-CG法,它利用共轭梯度迭代求解牛顿方程.

▶ 由于共轭梯度法要求被解方程的系数矩阵正定,但∇2f 可能非正定,因此在迭代时需
要辨别∇2f的正定性以保证算法有效.

具体算法在下一面给出. 其中Bk 表示∇2f (xk)；{zj}表示CG法从零向量开始的迭代序列,
最终收敛到牛顿方向.
我们采用的迭代终止条件是ηk = min

(
0.5,

√
∥∇f (xk)∥

)
.

CG法解牛顿方程的优势是只用到海瑟矩阵-向量积而无需求出∇2f ,故可以被设计
成Hessian-free方法,在大规模问题下解决Hessian矩阵计算或存储的困难.
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*线搜索Newton-CG法:算法

Algorithm 2线搜索Newton-CG法

1: 给定初始点x0．
2: for k = 0, 1, 2, · · · do
3: 令ϵk = ηk

∥∥∇f (xk)
∥∥ , z0 = 0, r0 = ∇f (xk), p0 = −r0 = −∇f (xk).

4: for j = 0, 1, 2, · · · do
5: if pT

j Bkpj ≤ 0 (判断是否是负曲率方向) then
6: 终止循环.j = 0则返回dk = −∇f ,否则返回dk = zj.
7: end if
8: αj = rT

j rj/pT
j Bkpj, zj+1 = zj + αjpj, rj+1 = rj + αjBkpj

9: if rj < ϵk (判断是否达到收敛条件) then
10: 终止循环. 返回dk = zj+1.
11: end if
12: βj+1 = rT

j+1rj+1/rT
j rj, dj+1 = −rj+1 + βj+1dj

13: end for
14: 线搜索确定步长αk(符合条件则取αk = 1),更新xk+1 = xk + αkdk.
15: end for
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逻辑回归模型

考虑二分类的逻辑回归模型

min
x

ℓ(x) def
=

1
m

m∑
i=1

ln
(
1 + exp

(
−biaT

i x
))

+ λ∥x∥2
2.

为使用牛顿法,需要计算目标函数的梯度与海瑟矩阵:

∇ℓ(x) =
1
m

m∑
i=1

1
1 + exp (−biaT

i x)
· exp

(
−biaT

i x
)
· (−biai) + 2λx

= − 1
m

m∑
i=1

(1 − pi(x)) biai + 2λx,

其中pi(x) = 1
1+exp(−biaT

i x)
.
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逻辑回归模型

进一步对∇ℓ(x)求导,成立

∇2ℓ(x) =
1
m

m∑
i=1

bi · ∇pi(x)aT
i + 2λI

=
1
m

m∑
i=1

bi
−1

(1 + exp (−biaT
i x))2 · exp

(
−biaT

i x
)
·
(
−biaiaT

i
)
+ 2λI

=
1
m

m∑
i=1

(1 − pi(x)) pi(x)aiaT
i + 2λI (b2

i = 1).
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逻辑回归模型

引入矩阵A = [a1, a2, · · · , am]
T ∈ Rm×n,向量b = (b1, b2, · · · , bm)

T,以及

p(x) = (p1(x), p2(x), · · · , pm(x))T ,

则可重写梯度和海瑟矩阵为

∇ℓ(x) = − 1
m

AT(b − b ⊙ p(x)) + 2λx,

∇2ℓ(x) =
1
m

ATW(x)A + 2λI,

其中W(x)为由{pi(x) (1 − pi(x))}m
i=1 生成的对角矩阵.

则最终牛顿法迭代格式可以写作:

xk+1 = xk +

(
1
m

ATW
(

xk
)

A + 2λI
)−1 ( 1

m
AT

(
b − b ⊙ p

(
xk
))

− 2λxk
)
.
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逻辑回归模型

我们得到了牛顿法的迭代格式,因此可以调用牛顿法直接求解逻辑回归问题.正如我们对
牛顿方程处理思路的不同,若变量规模不大,则可尝试利用正定矩阵的Cholesky分解求解
牛顿方程;若变量规模较大,则可以使用共轭梯度法对方程进行不精确的求解.

我们使用LIBSVM网站的数据集(具体数据集见下表),对不同的数据集均调用非精
确CG-牛顿法求解,设置精度条件为∥∥∥∇2ℓ

(
xk
)

dk +∇ℓ
(

xk
)∥∥∥

2
⩽ min

{∥∥∥∇ℓ
(

xk
)∥∥∥2

2
, 0.1

∥∥∥∇ℓ
(

xk
)∥∥∥

2

}
,

Table: LIBSVM数据集(部分)

名称
维数

m n

a9a 16281 122
ijcnn1 91701 22
CINA 3206 132

在数据集中进行算法测试,数值结果如下图所示. 从
图中可以看到,精确解附近梯度范数具有Q-超线性收
敛性.
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数值结果
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割线方程的推导

设f (x)是二阶连续可微函数. 对∇f (x)在点xk+1处一阶泰勒近似,得

∇f (x) = ∇f (xk+1) +∇2f (xk+1)(x− xk+1) +O(
∥∥∥x− xk+1

∥∥∥2
),

令x = xk,且sk = xk+1 − xk为点差, yk = ∇f (xk+1)−∇f (xk)为梯度差,得

∇2f (xk+1)sk +O(
∥∥∥sk
∥∥∥2
) = yk.

现忽略高阶项
∥∥sk
∥∥2,只希望近似海瑟矩阵的矩阵Bk+1满足方程

Bk+1sk = yk,

或其逆矩阵Hk+1满足
Hk+1yk = sk.

上述两个方程即称为割线方程.
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曲率条件

由于近似矩阵必须保证迭代收敛,正如牛顿法要求海瑟矩阵正定, Bk正定也是必须的,即
有必要条件 (

sk
)T

Bk+1sk > 0 =⇒
(

sk
)T

yk > 0,

定义

曲率条件 在迭代过程中满足
(
sk)T

yk > 0, ∀k ∈ N+.

如果线搜索使用Wolfe准则:

∇f (xk + αdk)Tdk ⩾ c2∇f (xk)Tdk,

其中c2 ∈ (0, 1). 上式即∇f (xk+1)Tsk ⩾ c2∇f (xk)Tsk.在不等式两边同时减去∇f (xk)Tsk,由
于c2 − 1 < 0且sk是下降方向,因此最终有

(yk)Tsk ⩾ (c2 − 1)∇f (xk)Tsk > 0.
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拟牛顿算法的基本框架

拟牛顿算法的基本框架为:

算法 1 拟牛顿算法框架

Require: 初始坐标x0 ∈ Rn,初始矩阵B0 ∈ Rn×n(或H0), k = 0.
Ensure: xK ,BK(或HK).

1: 检查初始元素.
2: while未达到停机准则 do
3: 计算方向dk = −(Bk)−1∇f (xk)或dk = −Hk∇f (xk).
4: 通过线搜索(Wolfe)产生步长αk > 0,令xk+1 = xk + αkdk.
5: 更新海瑟矩阵的近似矩阵Bk+1或其逆矩阵Hk+1.
6: k← k + 1.
7: end while
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秩一更新(SR1)

定义

秩一更新 对于拟牛顿矩阵Bk ∈ Rn×n,设0 ̸= u ∈ Rn且a ∈ R待定,则uuT是秩一矩阵,且
有秩一更新

Bk+1 = Bk + auuT.

根据割线方程Bk+1sk = yk,代入秩一更新的结果,得到

(Bk + auuT)sk = yk,

整理得
auuTsk = (a · uTsk)u = yk − Bksk.

由于a · uTsk是标量,因此上式表明u和yk − Bksk同向. 简单考虑不妨就令u和yk − Bksk相等,
即u = yk − Bksk. 代入上式得

(a · (yk − Bksk)Tsk)(yk − Bksk) = yk − Bksk.
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秩一更新公式

再令(a · (yk − Bksk)Tsk) ̸= 0,则可以确定a为

a =
1

(yk − Bksk)Tsk .

由同样的过程可以推出基于Hk的秩一更新公式.

定理

拟牛顿算法的秩一更新公式 拟牛顿矩阵Bk的秩一更新公式为

Bk+1 = Bk +
uuT

uTsk , u = yk − Bksk,

拟牛顿矩阵Hk的秩一更新公式为

Hk+1 = Hk +
vvT

vTyk , v = sk − Hkyk.

Bk和Hk的公式在形式上互为对偶. 实际上Hk = (Bk)−1,利用秩一更新的SMW公式即可推
出基于Hk的公式,反之亦然.
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秩一更新公式的缺陷

即使Bk正定，由秩一公式更新的Bk+1无法保证正定.

定理

秩一更新公式使Bk+1正定的充分条件 使用秩一更新公式从Bk更新Bk+1, Bk+1正定的充分
条件可以是:
(1) Bk正定;
(2) uTsk > 0.

证明: 设0 ̸= w ∈ Rn,则

wTBk+1w = wTBkw +
wTuuTw

uTsk = wTBkw +
(uTw)2

uTsk > 0.

同样地,将上述定理中B换成H, uTsk换成vTyk,仍然成立.因此,由于无法保证uTsk或vTyk恒
大于0,上述的秩一更新公式一般不用.
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BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)公式

BFGS公式的核心思想是对Bk进行秩二更新.

定义

秩二更新 对于拟牛顿矩阵Bk ∈ Rn×n,设0 ̸= u, v ∈ Rn且a, b ∈ R待定,则有秩二更新形
式

Bk+1 = Bk + auuT + bvvT.

根据割线方程,将秩二更新的待定参量式代入,得

Bk+1sk = (Bk + auuT + bvvT)sk = yk,

整理可得
(a · uTsk)u + (b · vTsk)v = yk − Bksk.

简单的取法是令(a · uTsk)u对应yk相等, (b · vTsk)v对应−Bksk相等,即有

a · uTsk = 1, u = yk, b · vTsk = −1, v = Bksk.
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BFGS公式

将上述参量代入割线方程,即得BFGS更新公式

Bk+1 = Bk +
uuT

(sk)Tu
− vvT

(sk)Tv
.

利用SMW公式以及Hk = (Bk)−1,可以推出关于Hk的BFGS公式.

定义

BFGS公式 在拟牛顿类算法中,基于Bk的BFGS公式为

Bk+1 = Bk +
yk (yk)T

(sk)T yk
−

Bksk (Bksk)T

(sk)T Bksk
,

基于Hk的BFGS公式为

Hk+1 =

(
I −

sk (yk)T

(sk)T yk

)T

Hk

(
I −

sk (yk)T

(sk)T yk

)
+

sk (sk)T

(sk)T yk
.
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Sherman-Morrison-Woodbury (SMW)公式

秩一校正的求逆公式
Sherman-Morrison-Woodbury公式：设A ∈ Rn×n是非奇异阵，u, v ∈ Rn是任意向量。
若1 + vT A−1u ̸= 0,则A的秩一校正A + uvT非奇异，且其逆可以表示为

(A + uvT)−1 = A−1 − A−1uvT A−1

1 + vT A−1u
. (1)

Sherman-Morrison-Woodbury推广公式：设A ∈ Rn×n是非奇异
阵，U ∈ Rn×k,V ∈ Rn×k是任意矩阵。若Ik + VT A−1U可逆,则A + UVT非奇异，且其逆可
以表示为

(A + UVT)−1 = A−1 − A−1U(Ik + VT A−1U)−1VT A−1. (2)
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推导Hk的BFGS公式之提示

对于可逆矩阵B ∈ Rn×n与矩阵U ∈ Rn×m,V ∈ Rn×m，SMW公式为：(
B + UVT)−1

= B−1 − B−1U
(

I + VTB−1U
)−1

VTB−1.

在BFGS的推导中，关于Bk的更新公式为：

Bk+1 = Bk +
ykyT

k

sT
k yk
− Bksk (Bksk)

T

sT
k Bksk

= Bk +
(
− Bksk

sT
k Bksk

yk
sT
k yk

)( sT
k Bk

yT
k

)
.

对照SMW公式，令式中B = Bk，且

Uk =
(
− Bksk

sT
k Bksk

yk
sT
k yk

)
, Vk =

(
Bksk yk

)
,

此时公式的左端就等于B−1
k+1，且右端只需计算一个2阶矩阵的逆．假设B−1

k = Hk，
由SMW公式就得到

Hk+1 =
(
Bk + UkVT

k
)−1

=

(
I − skyT

k

sT
k yk

)
Hk

(
I − yksT

k

sT
k yk

)
+

sksT
k

sT
k yk

.
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BFGS公式的有效性

BFGS公式产生的Bk+1或Hk+1是否正定呢?

定理

BFGS公式使拟牛顿矩阵正定的充分条件 使用秩二更新公式从Bk或Hk更新Bk+1或Hk+1,
拟牛顿矩阵正定的充分条件可以是:
(1) Bk或Hk正定;
(2)满足曲率条件

(
sk)T

yk > 0,∀k ∈ N+.

证明上述定理,只需要从基于Hk的BFGS公式分析即可,从而得到Hk+1和其逆Bk+1均正定.

因为在确定步长时使用某一Wolfe准则线搜索即可满足曲率条件,因此BFGS公式产生的
拟牛顿矩阵有望保持正定,是有效算法.
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从优化意义理解BFGS格式

基于Hk的BFGS格式恰好是优化问题

min
H

OPT =
∥∥∥H − Hk

∥∥∥
W
,

s.t. H = HT,

Hyk = sk.

的解. 上式中∥·∥W是加权范数,定义为

∥H∥W =
∥∥∥W1/2HW1/2

∥∥∥
F
,

且W满足割线方程,即Wsk = yk.
▶ ∥ · ∥W可以让得到的拟牛顿公式在一定条件下同样满足仿射不变性（请回顾：“牛顿
法为什么好”-牛顿法的仿射不变性质）。

▶ 注意Hyk = sk是割线方程,因此优化问题的意义是在满足割线方程的对称矩阵中找到
距离Hk最近的矩阵H作为Hk+1. 因此我们可以进一步认知, BFGS格式更新的拟牛顿
矩阵是正定对称的,且在满足割线方程的条件下采取的是最佳逼近策略.
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DFP公式

DFP公式利用与BFGS公式类似的推导方法,不同的是其以割线方程Hk+1yk = sk为基础进
行对Hk的秩二更新.
基于Hk满足的DFP公式,利用SMW公式以及Bk = (Hk)−1,可以推出关于Bk的DFP公式.
(关键的推导步骤仍然可以参考推导BFGS公式时给出的提示)

定义

DFP公式 基于Hk的DFP更新公式为

Hk+1 = Hk − Hkyk(Hkyk)T

(yk)THkyk +
sk(sk)T

(yk)Tsk ,

基于Bk的DFP更新公式为

Bk+1 = (I − yk(sk)T

(sk)Tyk )
TBk(I − yk(sk)T

(sk)Tyk ) +
yk(yk)T

(sk)Tyk .
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从优化意义上理解DFP公式

有了BFGS公式的优化意义做铺垫,讨论DFP公式的优化意义显得十分简单.利用对偶性
质,基于Bk的DFP格式将是优化问题

min
B

OPT =
∥∥∥B− Bk

∥∥∥
W
,

s.t. B = BT,

Bsk = yk.

的解. 上式中∥·∥W是加权范数,定义为

∥B∥W =
∥∥∥W1/2BW1/2

∥∥∥
F
,

且W满足另一割线方程,即Wyk = sk.
注意Bsk = yk是另一割线方程,因此优化问题的意义是在满足割线方程的对称矩阵中找到
距离Bk最近的矩阵B作为Bk+1.

拟牛顿矩阵 拟牛顿类算法的收敛性和收敛速度 有限内存BFGS方法
Shixiang Chen (USTC) 拟牛顿法 16 / 32



BFGS另一种解释

X = Bk+1是下面优化问题的最优解：

min
X

Tr(B−1
k X)− log det(B−1

k X)− n

s.t. Xsk = yk,XT = X.
(3)

上述问题中的目标函数，是概率分布N(0,X)和N(0,Bk)的相对熵。

对于DFP公式： X = Bk+1是下面优化问题的最优解：

min
X

Tr(H−1
k X)− log det(H−1

k X)− n

s.t. Xyk = sk,XT = X.
(4)

上述问题中的目标函数，设Y = X−1有

Tr(H−1
k X)− log det(H−1

k X)− n = Tr(BkY−1)− log det(BkY−1)− n

是概率分布N(0,Bk)和N(0, Y)的相对熵。
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DFP公式的缺陷

尽管DFP格式与BFGS对偶,但从实际效果而言, DFP格式的求解效率整体上不如BFGS格
式. M.J.D. Powell曾求解问题

min
x∈R2

f (x) =
1
2
∥x∥2

2 .

设置初始值

B0 =

(
1 0
0 λ

)
, x1 =

(
cosψ
sinψ

)
,

其中tan2 ψ = λ. 当误差阈ϵ = 10−4时,分别取λ为不同的值,使用BFGS算法与DFP算法
所产生的迭代步数分别如下表(见下页)所示. 由此看出,在本问题中, BFGS算法的求解效
率要远高于DFP算法.
(参考文献: Powell M J D. How bad are the BFGS and DFP methods when the objective
function is quadratic?[J]. Mathematical Programming, 1986, 34(1): 34-47.)
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DFP公式的缺陷

Table: BFGS方法的迭代次数

λ
ϵ

0.1 0.01 10−4 10−8

10 5 6 8 10
100 7 8 10 12
104 12 13 15 17
106 17 18 20 22
109 24 25 27 29

Table: DFP方法的迭代次数

λ
ϵ

0.1 0.01 10−4 10−8

10 10 13 16 19
30 25 32 37 40
100 80 99 107 111
300 237 290 307 313
103 787 958 1006 1014

拟牛顿矩阵 拟牛顿类算法的收敛性和收敛速度 有限内存BFGS方法
Shixiang Chen (USTC) 拟牛顿法 19 / 32



提纲

1 拟牛顿矩阵

2 拟牛顿类算法的收敛性和收敛速度

3 有限内存BFGS方法

拟牛顿矩阵 拟牛顿类算法的收敛性和收敛速度 有限内存BFGS方法
Shixiang Chen (USTC) 拟牛顿法 20 / 32



BFGS全局收敛性

根据对BFGS格式有效性的分析,我们先确保初始矩阵B0是对称正定的.

定理

BFGS全局收敛性 设初始矩阵B0是对称正定矩阵,目标函数f (x)是二阶连续可微函数,
下水平集

L = {x ∈ Rn|f (x) ⩽ f (x0)}

凸,且存在m,M ∈ R+使得对∀z ∈ Rn, x ∈ L满足

m ∥z∥2 ⩽ zT∇2f (x)z ⩽ M ∥z∥2

(即zT∇2f (x)z被∥z∥控制),那么BFGS格式结合Wolfe线搜索的拟牛顿算法全局收敛
到f (x)的极小值点x∗.
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BFGS局部收敛性与R-收敛速度

上述全局定理说明在一定假设下,使用BFGS格式确定下降方向,搭配Wolfe线搜索确定步
长后是全局收敛的.下面这个定理从局部收敛性给出了其收敛速度.

定理

BFGS局部收敛性 设f (x)二阶连续可微,点列{xk}是由BFGS格式产生的,并收敛于x∗,
∇2f (x∗)是对称正定矩阵. 设初始矩阵B0为任意的对称正定矩阵,那么存在0 ⩽ c < 1,
K ∈ N+,使得对∀k > N,成立

f
(

xk+1
)
− f (x∗) ⩽ ck−K+1 (f (xK)− f (x∗)

)
,

∞∑
k=0

∥∥∥xk − x∗
∥∥∥ <∞.

上述定理表明,序列
{

f
(
xk)− f (x∗)

}
k
是压缩的,收敛将具有Q-线性收敛速度.
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BFGS格式的Q-收敛速度

由局部收敛性定理,可以进一步推出BFGS的Q-收敛速度.

定理

BFGS的Q-超线性收敛速度 除要求BFGS局部收敛性的假设外,再要求f的海瑟矩阵
在x∗处Lip-连续,则有

lim
k→∞

∥∥xk+1 − x∗
∥∥

∥xk − x∗∥ = 0.

即
{

xk}为Q-超线性收敛到x∗.

以BFGS格式为代表的拟牛顿类算法由于仅仅使用了海瑟矩阵的近似,因此很难达到二阶
收敛速度,最多只能达到Q-超线性收敛速度. 但是,由于拟牛顿方法对近似矩阵的更新代
价可能远小于牛顿方法计算海瑟矩阵的代价,因此它在大规模问题中的开销可能远小于牛
顿算法,较为实用.
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BFGS方法的收敛速度之例

例 考虑极小化问题

min
x∈R100

cTx−
500∑
i=1

ln
(
bi − aT

i x
)
,

下图展示了误差f (xk)− f ∗与迭代次数k之间的关系(k是迭代次数). 虽然 BFGS方法的迭代
次数显著得多,但由于牛顿法每次迭代的计算代价为O(n3)加上计算海瑟矩阵的代价,
而BFGS方法的每步计算代价仅为O(n2),因此BFGS算法可能更快取得优势解.
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有限内存方法的基本思路

基本思路 标准的拟牛顿近似矩阵的更新公式可以记为

Bk+1 = g(Bk, sk, yk), sk = xk+1 − xk, yk = ∇f (xk+1)−∇f (xk).

如果只保存最近的m组数据,那么迭代公式可以写成

Bk+1 = g(g(· · · g(Bk−m+1, sk−m+1, yk−m+1))).

考虑BFGS方法：
dk = −(Bk)−1∇f (xk) = −Hk∇f (xk).

重写BFGS更新公式为
Hk+1 = (Vk)THkVk + ρksk(sk)T,

其中

ρk =
1

(yk)Tsk , Vk = In×n − ρkyk(sk)T.
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有限内存BFGS方法

将上式递归地展开m次,即

Hk =

 k−1∏
j=k−m

V j

T

Hk−m

 k−1∏
j=k−m

V j

+

ρk−m

 k−1∏
j=k−m+1

V j

T

sk−m
(

sk−m
)T

 k−1∏
j=k−m

V j

+ · · ·+

ρk−1sk−1
(

sk−1
)T
.

为了节省内存,我们只展开m次,利用Hk−m进行计算,即可求出Hk+1.

下面介绍一种不计算Hk,只利用展开式计算dk = −Hk∇f (xk)的巧妙算法:双循环递归算
法.它利用迭代式的结构尽量节省计算dk的开销.
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有限内存BFGS方法

将等式两边同右乘∇f (xk),则等式左侧为−dk. 观察等式右侧需要计算

Vk−1∇f (xk), · · · ,Vk−m · · ·Vk−1∇f (xk).

这些计算可以递归地进行.同时在计算Vk−l · · ·Vk−1∇f (xk)的过程中,可以计算上一步
的ρk−l(sk−l)T[Vk−l+1 · · ·Vk−1∇f (xk)],这是一个标量.记

q = Vk−m · · ·Vk−1∇f (xk),

αi = ρk−l(sk−l)T[Vk−l+1 · · ·Vk−1∇f (xk)],

因此递归公式可化为如下的形式:

Hk∇f (xk) =

 k−1∏
j=k−m

V j

T

Hk−mq +

 k−1∏
j=k−m+1

V j

T

sk−mαk−m + · · ·+ sk−1αk−1.
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有限内存BFGS方法

在双循环递归算法中,除了上述第一个循环递归过程(自下而上)外,还有以下第二个循环
递归过程. 我们需要在公式中自上而下合并每一项. 以前两项为例,它们有公共的因
子(Vk−m+1 · · ·Vk−1)T,提取后可以将前两项写为(注意将Vk−m的定义回代)(

Vk−m+1 · · ·Vk−1
)T
[(

Vk−m
)T

r + αk−msk−m
]

=
(

Vk−m+1 · · ·Vk−1
)T (

r + (αk−m − β) sk−m
)
,

这正是第二个循环的迭代格式. 注意合并后原递归式的结构仍不变,因此可以递归地计算
下去. 最后,变量r就是我们期望的结果Hk∇f (xk).
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L-BFGS双循环递归算法

拟牛顿算法的基本框架为:

算法 2 L-BFGS双循环递归
Require: 初始化q← ∇f (xk).
Ensure: r,即Hk∇f (xk).

1: 检查初始元素.
2: for i = k − 1, · · · , k − m do
3: 计算并保存αi ← ρi(si)Tq.
4: 更新q← q− αiyi.
5: end for

6: 初始化r ← Ĥk−mq,其中Ĥk−m是Hk−m的近似矩阵.
7: for i = k − m, · · · , k − 1 do
8: 计算β ← ρi(yi)Tr.
9: 更新r ← r + (αi − β)si.

10: end for
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算法分析

L-BFGS双循环递归算法约需要4mn次乘法运算, 2mn次加法运算;若近似矩阵Ĥk−m是对角
矩阵,则额外需要n次乘法运算.由于m不会很大,因此算法的复杂度是O(mn). 算法需要的
额外存储为临时变量αi,其大小是O(m).

Ĥk−m的一种取法可以是取对角矩阵

Ĥk−m = γkIn×n ≜

(
sk−1)T

yk−1

(yk−1)T yk−1
In×n.

这恰好是BB方法的第一个步长.
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L-BFGS方法

Algorithm 3 L-BFGS方法

Input: 选择初始点x0,参数m > 0, k← 0.
Output: 达到收敛准则后的xk+1.

1 检查初始元素 while未达到收敛准则 do
2 选取近似矩阵Ĥk−m;

使用算法2(L-BFGS双循环递归算法)计算dk = −Hk∇f (xk);
使用满足Wolfe准则的线搜索算法确定步长αk;
更新xk+1 = xk + αkdk.
if k > m then

3 从内存空间中删除sk−m, yk−m.

4 计算并保存sk = xk+1 − xk, yk = ∇f (xk+1)−∇f (xk).
k← k + 1.
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对偶方法

动机：前面课程的算法直接求解原问题，我们也可也求解对偶问题。

▶ 次梯度法：速度慢，步长选择困难

▶ 梯度法：需要对偶函数可微

▶ 对偶函数可能不可微，或定义域非平凡

▶ 对原始函数加小的强凸项，将对偶函数光滑化

近似点梯度法（本讲）：对偶函数分裂成两项

▶ 一项是梯度利普希茨连续函数

▶ 另一项有方便计算的近似点算子
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问题形式

设f，h是闭凸函数，考虑如下形式的问题:

(P) min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(Ax).

该问题即使h有简单的近似点映射，但h(Ax)并无简单近似点映射。
引入新变量y = Ax，我们将f , h拆分，考虑问题:

(P) min
x∈Rn

ψ(x) = f (x) + h(y), s.t. Ax = y.

拉格朗日函数为:
L(x, y, z) = f (x) + g(y) + zT(Ax − y)

对偶问题

(D) max
z

ϕ(z) = −f ∗(−ATz)− h∗(z).
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对偶方法

使用一阶算法求解对偶问题：

max −f ∗(−AT z)− h∗(z)

对偶问题容易使用一阶算法求解的原因：

▶ 对偶问题无约束，或者约束很简单

▶ 对偶问题可微，或者带有简单的非光滑项

▶ 对偶问题可以具有“可分”结构，易于分解为更小的问题
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强凸函数共轭函数的性质

定理：设f (x)是适当且闭的强凸函数，强凸参数为µ > 0，则f ∗(y)在全空间Rn上有定
义，f ∗(y)是梯度 1

µ
-利普希茨连续的可微函数．

证明：

▶ 对任意的y ∈ Rn，f (x)− xTy是强凸函数，因此对任意的y ∈ Rn，存在唯一
的x ∈ dom f，使得f ∗(y) = xTy − f (x)．根据最优性条件

y ∈ ∂f (x) ⇔ f ∗(y) = xTy − f (x).

▶ 由于f (x)是闭凸函数，二次共轭为其本身，于是对同一组x, y有

xTy − f ∗(y) = f (x) = f ∗∗(x) = sup
y

{
xTy − f ∗(y)

}
.

▶ 这说明y也使得xTy − f ∗(y)取到最大值．根据一阶最优性条件，

x ∈ ∂f ∗(y).

▶ 再根据x的唯一性容易推出∂f ∗(y)中只含一个元素，故f ∗(y)可微．
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▶ 下证f ∗(y)为梯度 1
µ

-利普希茨连续的．对任意的y1, y2，存在唯一的x1, x2 ∈ dom f使得

y1 ∈ ∂f (x1), y2 ∈ ∂f (x2).

▶ 根据次梯度性质以及f (x)− µ
2 ∥x∥2是凸函数，

f (x2) ≥ f (x1) + (y1 − µx1)
T(x2 − x1),

f (x1) ≥ f (x2) + (y2 − µx2)
T(x1 − x2),

▶ 将上述两式相加得
(y1 − y2)

T(x1 − x2) ≥ µ∥x1 − x2∥2.

▶ 根据x和y的关系我们有x1 = ∇f ∗(y1), x2 = ∇f ∗(y2)，代入上式可得

(y1 − y2)
T(∇f ∗(y1)−∇f ∗(y2)) ≥ µ∥∇f ∗(y1)−∇f ∗(y2)∥2.

这正是∇f ∗(y)的余强制性，可知∇f ∗(y)是 1
µ

-利普希茨连续的．
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等式约束的情况

min f (x) min f ∗(−AT z) + bT z
s.t. Ax = b

对偶次梯度上升算法： (假设dom f ∗ = Rn):

x̂ = argmin
x

(f (x) + zT Ax), z+ = z + t(Ax̂ − b)

▶ 由于对偶问题是求解最大化问题，故是次梯度上升法。

▶ x̂是f ∗ 在点−AT z处的次梯度， ( i.e., x̂ ∈ ∂f ∗(−AT z))
▶ b − Ax̂是f ∗(−AT z) + bT z在点z处的次梯度
▶ 若f强凸，则变为“对偶梯度上升算法”

当计算x̂很容易时，该算法很有效。(for example, f is separable)
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f可分时：Dual decomposition

convex problem with separable objective

min f1(x1) + f2(x2)
s.t. A1x1 + A2x2 ≤ b

constraint is complicating or coupling constraint

dual problem
max −f ∗1 (−AT

1 z)− f ∗2 (−AT
2 z)− bT z

s.t. z ≥ 0

can be solved by (sub-)gradient projection if z ≥ 0 is the only constraint
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对偶投影次梯度法

subproblems: to calculate f ∗j (−AT
j z) and a (sub-) gradient for it,

min (over xj) fj(xj) + zT Ajxj

optimal value is f ∗j (−AT
j z); minimizer x̂j is in ∂f ∗j (−AT

j z)

对偶投影次梯度法

x̂j = argmin
xj

(fj(xj) + zT Ajxj), j = 1, 2

z+ = (z + t(A1x̂1 + A2x̂2 − b))+

▶ 可分性的作用：minimization problems over x1, x2 are independent
▶ z-update is projected subgradient step (u+ = max{u, 0} elementwise)
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对偶问题中的复合结构

为了在对偶问题上使用近似点梯度法，ϕ(z) = −f ∗(−A⊤z)− h∗(z)需要满足“可微函数+
凸函数”的复合形式：

▶ h或h∗的近似点算子容易计算（有闭形式或简单算法）

▶ f 是闭的强凸函数

我们可以说明f ∗(−ATz)的梯度是利普希茨连续的：

∥A∇f ∗(−ATz1)− A∇f ∗(−ATz2)∥2 ≤ ∥A∥2
2

µ
∥z1 − z2∥2
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对偶近似点梯度法

考虑在对偶问题上应用近似点梯度算法，每次迭代更新如下：

zk+1 = proxth∗

(
zk+tA∇f ∗

(
−ATzk

))
对偶问题是取最大值，因此邻近算子内部应该取上升方向.
进一步引入变量xk+1 = ∇f ∗(−ATzk)，迭代格式等价于

xk+1 = argmin
x

{
f (x) +

(
ATzk

)T
x
}
, zk+1 = proxth∗

(
zk + tAxk+1

)
▶ 如果f 可分, xk+1 的计算可分解为多个独立的问题

▶ 步长t可取常数或采取回溯线搜索法

▶ 也可使用加速近似点梯度法，例如FISTA

下面我们将提供另一种角度来理解对偶近似点梯度法．
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回顾：Moreau分解

▶ 设f是定义在Rn上的适当的闭凸函数，则对任意的x ∈ Rn，

x = proxf (x) + proxf∗(x);

▶ 或更一般地，
x = proxλf (x) + λproxλ−1f∗

( x
λ

)
,

其中λ > 0为任意正实数．

▶ Moreau分解的结论表明：对任意的闭凸函数f，空间Rn上的恒等映射总可以分解成
两个函数f与f ∗邻近算子的和．
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对偶近似点梯度法：交替极小的解释

▶ 取λ = t, f = h∗，并注意到h∗∗ = h，我们有

zk + tAxk+1 = proxth∗(z
k + tAxk+1) + tproxt−1h

(
zk

t
+ Axk+1

)
= zk+1 + tproxt−1h(

zk

t
+ Axk+1),

▶ 由此给出对偶近似点梯度法等价的针对原始问题的更新格式：

xk+1 = argmin
x

{
f (x) + (zk)TAx

}
,

yk+1 = proxt−1h

(
zk

t
+ Axk+1

)
= argmin

y

{
h(y)− (zk)T(y − Axk+1) +

t
2
∥Axk+1 − y∥2

2

}
,

zk+1 = zk + t(Axk+1 − yk+1).
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交替极小方法

▶ 考虑等价问题:
min

x,y
f (x) + h(y), s.t. y = Ax

▶ 定义拉格朗日函数和增广拉格朗日函数:

L(x, y, z) = f (x) + h(y)− zT(y − Ax)

Lt(x, y, z) = f (x) + h(y)− zT(y − Ax) +
t
2
∥y − Ax∥2

▶ 等价的交替极小格式是

xk+1 = argmin
x

L(x, yk, zk)

yk+1 = argmin
y

Lt(xk+1, y, zk)

zk+1 = zk + t(Axk+1 − yk+1)

▶ 对偶近似点梯度法等价于对原始约束问题使用上述交替极小化方法

▶ 选择何种形式，取决于函数h或h∗中，哪一个近似点映射易求
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正则化范数近似

假设f是强凸函数，∥ · ∥是任意一种范数，考虑

min f (x) + ∥Ax − b∥

对应原始问题我们有h(y) = ∥y − b∥

h∗(z) =

{
bTz ∥z∥∗ ≤ 1
+∞ 其他

proxth∗(x) = P∥z∥∗≤1(x − tb)

其中∥ · ∥∗表示∥ · ∥的对偶范数. 从而对偶问题为：

max
∥z∥∗≤1

−f ∗(−ATz)− bTz

应用对偶近似点梯度法，更新如下：

xk+1 = argmin
x

{
f (x) + (ATzk)Tx

}
zk+1 = P∥z∥∗≤1(z

k + t(Axk+1 − b))
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正则化范数近似

考虑等价问题
min

x,y
f (x) + ∥y∥, s.t. Ax − b = y

交替极小化格式是

xk+1 = argmin
x

f (x) + ∥yk∥+ (zk)T(Ax − b − yk)

yk+1 = argmin
y

f (xk+1) + ∥y∥+ (zk)T(Axk+1 − b − y) +
t
2
∥Axk+1 − b − y∥2

2

zk+1 = zk + t(Axk+1 − b − yk+1)
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例

假设f是强凸函数，考虑

min f (x) +
p∑

i=1

∥Bix∥2,

其中Bi ∈ Rmi×n. 令h(y1, y2, · · · , yp) =
p∑

i=1
∥yi∥2, yi ∈ Rmi，以及

A =
[
BT

1 BT
1 · · · BT

p
]T
.

根据∥ · ∥2的共轭函数定义，对偶问题形式如下：

max
∥zi∥2≤1

−f ∗
(
−

p∑
i=1

BT
i zi

)
,

记Ci是Rmi中的单位欧几里得球，对偶近似点梯度法更新如下：

xk+1 = argmin
x

{
f (x) + (

p∑
i=1

BT
i zi)

Tx

}
,

zk+1
i = PCi(z

k
i + tBixk+1), i = 1, 2, · · · , p.
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数值实验

上页问题中，令

f (x) =
1
2
||Cx − d||22

随机生成C ∈ R2000×1000, Bi ∈ R10×1000, p = 500
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在凸集交上的极小化

假设f是强凸函数，集合Ci为闭凸集，且易于计算投影，考虑

min f (x),
s.t. x ∈ C1 ∩ C2 ∩ · · · ∩ Cm,

我们有h(y1, y2, · · · , ym) =
m∑

i=1
ICi(yi)，A =

[
I I · · · I

]T
,对偶问题为

max
zi∈Ci

−f ∗
(
−

m∑
i=1

zi

)
−

m∑
i=1

I∗Ci(zi),

I∗Ci(zi)是集合Ci的支撑函数，其显式表达式不易求出．因此我们利用Moreau分解将迭代
格式写成交替极小化方法的形式：

xk+1 = argmin
x

f (x) +

(
m∑

i=1

zi

)T

x

 ,

yk+1
i = PCi

(
zk

i

t
+ xk+1

)
, i = 1, 2, · · · ,m,

zk+1
i = zk

i + t(xk+1 − yk+1
i ), i = 1, 2, · · · ,m.
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更一般情况：可分问题的拆分

假设fi是强凸函数，h∗
i 有易于计算的邻近算子．考虑

min
n∑

j=1

fj(xj) +

m∑
i=1

hi(Ai1x1 + Ai2x2 + · · ·+ AinxN),

其对偶问题形式如下：

max −
m∑

i=1

h∗
i (zi)−

n∑
j=1

f ∗j (−AT
1jz1 − AT

2jz2 − · · · − AT
mjzm).

对偶近似点梯度法更新如下：

xk+1
j =argmin

xj

{
fj(xj) + (

m∑
i=1

Aijzk
i )

Txj

}
, j = 1, 2, · · · , n,

zk+1
i =proxth∗i

zi + t
n∑

j=1

Aijxk+1
j

 , i = 1, 2, · · · ,m.
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鞍点问题

令f , h是适当的闭凸函数. 考虑原始问题：

min f (x) + h(Ax),

▶ 由于h有自共轭性，我们将问题变形为

(LPD) min
x

max
z

ψPD(x, z)
def
== f (x)− h∗(z) + zTAx. (1)

可以看到此时问题变成了一个极小–极大问题，即关于变量x求极小，关于变量z求
极大，这是一个典型的鞍点问题．

▶ 另一种常用的鞍点问题定义方式构造拉格朗日函数．问题

min
x∈Rn,y∈Rm

f (x) + h(y), s.t. y = Ax.

相应的鞍点问题形式如下：

(LP) min
x,y

max
z

f (x) + h(y) + zT(Ax − y). (2)
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回顾：鞍点和局部极小

▶ 如果海瑟矩阵∇2L(x, y, z)既有正特征值又有负特征值,我们称稳定点(x, y, z)为一
个鞍点.

▶ 对于凸问题，若强对偶成立，那么求解f的最小值等价于求解L的鞍点。
▶ 求解鞍点问题也称为min−max问题，是困难的一类问题。
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非凸问题的鞍点问题比较复杂（右图所示，即使原问题非凸，也会带来非常复杂的情
况），我们仅考虑f (x), h(x)均为凸问题的情况。

(a) x2 − y2的鞍点图示 (b) （可能不对？）神经网络ResNet56的损失函数嵌入到
低维图示
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《三体：死神永生》

(c) AD 1453。君士坦丁堡和奥斯曼
帝国战争

(d) 女巫狄奥伦娜得到四维时空碎
片

(e) 取出了密封在圣索菲亚大教堂
地基深处的圣杯，把圣杯换成了一
串新鲜的葡萄

Figure: generated by DALL·E
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原始对偶混合梯度（PDHG）算法

▶ PDHG算法的思想就是分别对两类变量应用近似点梯度算法．

▶ 以求解问题(1)为例，PDHG算法交替更新对偶变量以及原始变量，其迭代格式如
下：

zk+1 = argmax
z

{
−h∗(z) +

〈
Axk, z − zk

〉
− 1

2δk
∥z − zk∥2

2

}
= proxδkh∗(z

k + δkAxk),

xk+1 = argmin
x

{
f (x) + (zk+1)TA(x − xk) +

1
2αk

∥x − xk∥2
2

}
= proxαk f (x

k − αkATzk+1),

其中αk, δk分别为原始变量和对偶变量的更新步长．

▶ 它在第一步固定原始变量xk针对对偶变量做(近似点)梯度上升，在第二步固定更新后
的对偶变量zk+1针对原始变量做(近似点)梯度下降．在这里注意，原始变量和对偶变
量的更新顺序是无关紧要的，若先更新原始变量，其等价于在另一初值下先更新对
偶变量．
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Chambolle-Pock算法

▶ PDHG算法的收敛性需要比较强的条件，有些情形下未必收敛．

▶ Chambolle-Pock算法与PDHG算法的区别在于多了一个外推步

▶ 具体的迭代格式如下：

zk+1 = proxδkh∗(z
k + δkAyk),

xk+1 = proxαk f (x
k − αkATzk+1),

yk+1 = 2xk+1 − xk = xk+1 + θk(xk+1 − xk).
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LASSO问题求解

考虑LASSO问题
min
x∈Rn

ψ(x) def
== µ∥x∥1 +

1
2
∥Ax − b∥2

2.

取f (x) = µ∥x∥1 和h(x) = 1
2∥x − b∥2

2，相应的鞍点问题：

min
x∈Rn

max
z∈Rm

f (x)− h∗(z) + zTAx.

根据共轭函数的定义，

h∗(z) = sup
y∈Rm

{
yTz − 1

2
∥y − b∥2

2

}
=

1
2
∥z∥2

2 + bTz.

应用PDHG算法, xk+1 和zk+1 的更新格式分别为

zk+1 = proxδkh∗(z
k + δkAxk) =

1
δk + 1

(
zk + δkAxk − δkb

)
,

xk+1 = proxαkµ∥·∥1
(xk − αkATzk+1).

这里δk, αk 为步长．
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LASSO问题求解

Chambolle-Pock算法格式为

zk+1 =
1

δk + 1

(
zk + δkAyk − δkb

)
,

xk+1 = proxαkµ∥·∥1
(xk − αkATzk+1),

yk+1 = 2xk+1 − xk.
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TV-L1模型

考虑去噪情形下的TV-L1模型（即A为矩阵空间的恒等算子）:

min
U∈Rn×n

∥U∥TV + λ∥U − B∥1,

其中∥U∥TV 为全变差，即可以用离散的梯度（线性）算子D : Rn×n → Rn×n×2 表示为

∥U∥TV =
∑

1≤i,j≤n

∥(DU)ij∥2.

对任意的W,V ∈ Rn×n×2，记

∥W∥ =
∑

1≤i,j≤n

∥wij∥2, ⟨W,V⟩ =
∑

1≤i,j≤n,1≤k≤2

wi,j,kvi,j,k,

其中wij ∈ R2且∥ · ∥定义了Rn×n×2 上的一种范数．利用∥ · ∥的定义，有

∥U∥TV = ∥DU∥.

参考文献：Zhu, Mingqiang, and Tony Chan. "An efficient primal-dual hybrid gradient algorithm for total variation image restoration." Ucla Cam Report 34.2

(2008).
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TV-L1模型

我们取D为相应的线性算子，并取

f (U) = λ∥U − B∥1,U ∈ Rn×n, h(W) = ∥W∥, W ∈ Rn×n×2.

相应的鞍点问题(1)如下：

(LPD) min
U∈Rn×n

max
V∈Rn×n×2

f (U)− h∗(V) + ⟨V,DU⟩ .

根据共轭函数的定义，

h∗(V) = sup
U∈Rn×n×2

{⟨U,V⟩ − ∥U∥} =

0, max
i,j

∥vij∥2 ≤ 1,

+∞, 其他.

记V = {V ∈ Rn×n×2 : max
ij

∥vij∥2 ≤ 1}，其示性函数记为IV(V)，则问题(LPD)可以整理为

min
U

max
V

f (U) + ⟨V,DU⟩ − IV(V).
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TV-L1模型

应用PDHG算法，则Vk+1的更新为

Vk+1 = proxsIV
(Vk + sDUk) = PV(Vk + sDUk), (3)

即Vk + sDUk 在V上的投影，而Uk+1的更新如下：

Uk+1 = proxtf (U
k + tGVk+1)

= argmin
U

{
λ∥U − B∥1 +

〈
Vk+1,DU

〉
+

1
2t
∥U − Uk∥2

F

}
其中G : Rn×n×2 → Rn×n为离散的散度算子(负的伴随算子)，其满足

⟨V,DU⟩ = −⟨GV,U⟩ , ∀ U ∈ Rn×n, V ∈ Rn×n×2.

若应用Chambolle-Pock算法，那么Uk+1的更新保持不变，仅需调整Vk+1的更新
为Vk + sD(2Uk+1 − Uk)在V上的投影．
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图像反卷积模型

考虑问题

min
U∈Rn×n

∥U∥TV +
λ

2
∥AU − B∥2

F,

其中AU = KA ∗ U为卷积算子，且KA是A的卷积核对应的矩阵．由A的特殊性，我们不
需要对f (U)做任何变换。

类似于TV-L1模型中的分析，取D为相应的线性算子，并取

f (U) =
λ

2
∥AU − B∥2

F, U ∈ Rn×n, h(W) = ∥W∥, W ∈ Rn×n×2.

类似地，一般的鞍点问题叙述如下：

(LPD) min
U

max
V

f (U) + ⟨V,DU⟩ − IV(V),

其中V 与TV-L1模型中的定义一致．
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图像反卷积模型

应用PDHG算法，则Vk+1的更新仍为(3)式，而Uk+1的更新为：

Uk+1 = proxtf (U
k + tGVk+1)

= argmin
U

{
λ

2
∥AU − B∥2

F +
1
2t
∥U − (Uk + tGVk+1)∥2

F

}
,

其中G为离散的散度算子．可知Uk+1满足如下方程：

λA∗(AUk+1 − B) +
1
t
(Uk+1 − (Uk + tGVk+1)) = 0,

其中A∗是A的共轭算子，且其卷积核对应的矩阵为KA∗．由于AU = KA ∗ U 具有卷积的
形式，我们可以利用快速傅里叶变换F 和其逆变换F−1 来快速求解上面的线性方程组．
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图像反卷积模型

根据

F(AU) = F(KA ∗ U) = F(KA)⊙F(U),

其中⊙表示逐分量相乘,我们有

F(KA∗)⊙
(
F(KA)⊙F(Uk+1)−F(B)

)
+

1
tλ

F(Uk+1 − (Uk + tGVk+1)) = 0.

利用关系式F(KA∗) = F(KA)，可得Uk+1 的显式表达式

Uk+1 = F−1

(
F(Uk + tGVk+1) + tλF(B)⊙F(KA)

1 + tλ|F(KA)|2

)
,

以上表达式中除F ,F−1,G外，其余均为逐分量的运算
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提纲

1 对偶近似点梯度法

2 应用举例

3 原始–对偶混合梯度算法
应用举例
收敛性分析
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Chambolle-Pock算法的收敛性

▶ 设X, Z分别为变量x, z的取值空间，若点(x̂, ẑ)满足

ψPD(x, ẑ) ≥ ψPD(x̂, ẑ) ≥ ψPD(x̂, z), ∀ x ∈ X, z ∈ Z,

称(x̂, ẑ)是问题(1)的一个鞍点，其中ψPD的定义见(2)．

▶ 对任意子集B1 × B2 ⊂ X × Z，定义部分原始–对偶间隙为

GB1×B2(x, z) = max
z′∈B2

ψPD(x, z′)− min
x′∈B1

ψPD(x′, z).

不难验证，只要鞍点(x̂, ẑ) ∈ B1 × B2，就有

GB1×B2(x, z) ≥ ψPD(x, ẑ)− ψPD(x̂, z)

= (ψPD(x, ẑ)− ψPD(x̂, ẑ)) + (ψPD(x̂, ẑ)− ψPD(x̂, z)) ≥ 0,

并且在鞍点处GB1×B2(x̂, ẑ) = 0.此外，容易验证当点(x̂, ẑ) ∈ int(B1 × B2)且满
足GB1×B2(x̂, ẑ) = 0时，(x̂, ẑ)是一个鞍点．
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Chambolle-Pock算法的收敛性

设f , h为闭凸函数，原问题存在鞍点(x̂, ẑ)．在Chambolle-Pock迭代格式中取步
长αk = t, δk = s，且满足st < 1

L（L = ∥A∥2
2），则序列{(xk, zk)}具有：

(a) 令常数C ≤ (1 − Lst)−1. ∀k，(xk, zk)有界，且满足

∥xk − x̂∥2

2t
+

∥zk − ẑ∥2

2s
≤ C

(
∥x0 − x̂∥2

2t
+

∥z0 − ẑ∥2

2s

)
,

(b) 记xN = 1
N

N∑
k=1

xk，zN = 1
N

N∑
k=1

zk，则对B1 × B2 ⊂ X × Z，有

GB1×B2(xN , zN) ≤
D(B1,B2)

N
, (4)

其中D(B1,B2) = sup(x,z)∈B1×B2

{
∥x−x0∥2

2t + ∥z−z0∥2

2s

}
;

进一步地，序列{(xN , zN)}∞N=1的聚点为问题(1)的一个鞍点；

(c) 存在问题(1)一个鞍点(x∗, z∗)使得xk → x∗, zk → z∗．
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收敛性分析

为了方便推导，首先考虑算法的一般格式：

zk+1 =proxsh∗(z
k + sAx̄),

xk+1 =proxtf (x
k − tATz̄).

这里和Chambolle-Pock算法不同的是，我们使用x̄, z̄来表示更新x, z时的参考点．当它们
取特定值时，以上格式可以为PDHG算法或Chambolle-Pock算法．根据邻近算子的性
质，

−ATz̄ +
xk − xk+1

t
∈ ∂f (xk+1),

Ax̄ +
zk − zk+1

s
∈ ∂h∗(zk+1).

根据次梯度的定义，对于任意的(x, z) ∈ X × Z有

f (x) ≥f (xk+1) +
1
t
(x − xk+1)T(xk − xk+1)− (x − xk+1)TATz̄,

h∗(z) ≥h∗(zk+1) +
1
s
(z − zk+1)T(zk − zk+1) + (z − zk+1)TAx̄.
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收敛性分析

将上述两个不等式相加，并引入二次项可整理得到

∥x − xk∥2

2t
+

∥z − zk∥2

2s
−

∥x − xk+1∥2

2t
−

∥z − zk+1∥2

2s

≥
[

f (xk+1)− h∗(z) + (xk+1)TATz
]
−
[

f (x)− h∗(zk+1) + xTATzk+1
]

+
∥xk − xk+1∥2

2t
+

∥zk − zk+1∥2

2s
+ (xk+1 − x̄)TAT(zk+1 − z)− (xk+1 − x)TAT(zk+1 − z̄).

(5)

将Chambolle-Pock格式代入(5)，即取x̄ = 2xk − xk−1, z̄ = zk+1，那么

(xk+1 − x̄)TAT(zk+1 − z)− (xk+1 − x)TAT(zk+1 − z̄)

=(xk+1 − xk − (xk − xk−1))TAT(zk+1 − z)

=(xk+1 − xk)TAT(zk+1 − z)− (xk − xk−1)TAT(zk − z)

− (xk − xk−1)TAT(zk+1 − zk)

≥(xk+1 − xk)TAT(zk+1 − z)− (xk − xk−1)TAT(zk − z)

−
√

L∥xk − xk−1∥∥zk+1 − zk∥,

(6)

应用柯西不等式即得到最后的不等号
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收敛性分析

又利用2ab ≤ αa2 + b2

α
对任意的α > 0均成立，有

√
L∥xk − xk−1∥∥zk+1 − zk∥

≤
√

Lαt
2t

∥xk − xk−1∥2 +

√
Ls

2αs
∥zk+1 − zk∥2,

取α =
√ s

t，则 √
Lαt =

√
L

s
α

=
√

Lst < 1,

从而合并(5)式和(6)式得到，对于任意的(x, z) ∈ X × Z，

∥x − xk∥2

2t
+

∥z − zk∥2

2s
− ∥x − xk+1∥2

2t
− ∥z − zk+1∥2

2s

≥
[
f (xk+1)− h∗(z) + (xk+1)TATz

]
−
[
f (x)− h∗(zk+1) + xTATzk+1

]
+ (1 −

√
Lst)

∥zk − zk+1∥2

2s
+

∥xk − xk+1∥2

2t
−

√
Lst

∥xk−1 − xk∥2

2t
+ (xk+1 − xk)TAT(zk+1 − z)− (xk − xk−1)TAT(zk − z).

(7)
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收敛性分析

将上述不等式中的k从0遍历至N − 1并求和，消掉不等式两边共同项后有
N∑

k=1

{[
f (xk)− h∗(z) + (xk)TATz

]
−
[

f (x)− h∗(zk) + xTATzk
]}

+
∥x − xN∥2

2t
+

∥z − zN∥2

2s
+ (1 −

√
Lst)

N∑
k=1

∥zk − zk−1∥2

2s

+ (1 −
√

Lst)
N−1∑
k=1

∥xk − xk−1∥2

2t
+

∥xN − xN−1∥2

2t

≤
∥x − x0∥2

2t
+

∥z − z0∥2

2s
+ (xN − xN−1)TAT(zN − z),

(8)

其中约定x−1 = x0．再一次应用柯西不等式，以及2ab ≤ αa2 + b2

α
对任意的α > 0均成

立，可以得到

(xN − xN−1)TAT(zN − z) ≤ ∥xN − xN−1∥(
√

L∥zN − z∥)

≤ ∥xN − xN−1∥2

2t
+

Lst∥z − zN∥2

2s
.
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收敛性分析

不等式(8)可进一步整理为

N∑
k=1

{[
f (xk)− h∗(z) + (xk)TATz

]
−
[
f (x)− h∗(zk) + xTATzk

]}
+

∥x − xN∥2

2t
+ (1 − Lst)

∥z − zN∥2

2s
+ (1 −

√
Lst)

N∑
k=1

∥zk − zk−1∥2

2s

+ (1 −
√

Lst)
N−1∑
k=1

∥xk − xk−1∥2

2t

≤∥x − x0∥2

2t
+

∥z − z0∥2

2s
.

(9)

若取(x, z) = (x̂, ẑ)，则由鞍点性质可知

[f (xk)− h∗(̂z) + (xk)TATẑ]− [f (x̂)− h∗(zk) + x̂TATzk] ≥ 0.

进而(9)左边每一项都是正的，结论(a)成立．
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收敛性分析

从(9)出发，利用f , h∗的凸性，以及xN , zN的定义，有[
f (xN)− h∗(z) + (xN)

TATz
]
−
[
f (x)− h∗(zN) + xTATzN

]
≤ 1

N

N∑
k=1

{[
f (xk)− h∗(z) + (xk)TATz

]
−
[
f (x)− h∗(zk) + xTATzk

]}
≤ 1

N

(
∥x − x0∥2

2t
+

∥z − z0∥2

2s

)
.

(10)

从而结论(b)中(4)式成立．由(1)知{(xk, zk)}是有界序列，因此其均值列{(xN , zN)}也为有
界序列．记(x♯, z♯)为序列{(xN , zN)}的聚点，利用f , h∗ 的凸性以及闭性（下半连续性），
对(10)式左右同时取下极限，可知对任意的(x, z) ∈ X × Z，[

f (x♯)− h∗(z) + (x♯)TATz
]
−
[
f (x)− h∗(z♯) + xTATz♯

]
≤ 0.

从而(x♯, z♯)也是问题(1)的一个鞍点．

对偶近似点梯度法 应用举例 原始–对偶混合梯度算法
Shixiang Chen (USTC) 对偶算法 47 / 49



收敛性分析

为了证明{(xk, zk)}全序列收敛到问题(1)的鞍点，我们采用的大致思路为：先说明其子列
收敛，然后再利用(7)式估计序列中其他点到子列极限点的误差（进而证明全序列收
敛），最后说明该极限点是鞍点．根据结论(1)，{(xk, zk)}是有界点列，因此存在子
列{(xkl , zkl)}收敛于(x∗, z∗)．在(7)式中令(x, z) = (x∗, z∗)，并将k从kl取至N − 1,N > kl并
求和，有

∥x∗ − xN∥2

2t
+

∥z∗ − zN∥2

2s

+ (1 −
√

Lst)
N∑

k=kl+1

∥zk − zk−1∥2

2s
− ∥xkl − xkl−1∥2

2t

+ (1 −
√

Lst)
N−1∑
k=kl

∥xk − xk−1∥2

2t
+

∥xN − xN−1∥2

2t

+ (xN − xN−1)TAT(zN − z∗)− (xkl − xkl−1)TAT(zkl − z∗)

≤∥x∗ − xkl∥2

2t
+

∥z∗ − zkl∥2

2s
.
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收敛性分析

去掉上式中不等式左边的求和项（正项），我们有如下估计：

∥x∗ − xN∥2

2t
+

∥z∗ − zN∥2

2s

≤∥x∗ − xkl∥2

2t
+

∥z∗ − zkl∥2

2s
+

∥xkl − xkl−1∥2

2t
− ∥xN − xN−1∥2

2t
+ (xkl − xkl−1)TAT(zkl − z∗)− (xN − xN−1)TAT(zN − z∗).

注意到
xkl → x∗, （xkl 的定义）

xN − xN−1 → 0, （由(9)式推出）

{zk}有界, （本定理中(a)的结论）

所以当N → ∞时有，xN → x∗, zN → z∗，全序列收敛性得证．最后，由全序列收敛可知
均值(xN , zN)也收敛到(x∗, z∗)，根据(a)的结论和极限的唯一性立即得
到(x♯, z♯) = (x∗, z∗)，即收敛到问题(1)的一个鞍点
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提纲

1 增广拉格朗日函数法
等式约束问题的增广拉格朗日函数法
一般约束问题的增广拉格朗日函数法

2 应用
对偶问题的增广拉格朗日函数法
应用: 一般线性规划问题
应用:半定规划问题

3 与近似点算法的关系
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二次罚函数法及困难

对于等式约束问题:
min

x
f (x)

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E
(1)

传统的二次罚函数法需要求解最小化罚函数的子问题:

min
x

PE(x, σ) = f (x) +
1
2
σ
∑
i∈E

c2
i (x).

由ci
(
xk+1) ≈ −λ∗

i
σk

,为了满足可行性条件,必须使罚因子σk趋于∞,这造成了子问题求解
的数值困难.

我们接下来介绍的增广拉格朗日函数法可以利用有限的罚因子逼近最优解,从而避免了上
述必须使罚因子迅速膨胀的数值困难.
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等式约束问题的增广拉格朗日函数法

增广拉格朗日函数法的每步都需要构造增广拉格朗日函数. 根据不同的约束,增广拉格朗
日函数的形式也不同,因此我们分别论述.

定义

等式约束问题的增广拉格朗日函数
对于等式约束问题(1),定义增广拉格朗日函数为:

Lσ(x, λ) = f (x) +
∑
i∈E

λici(x) +
1
2
σ
∑
i∈E

c2
i (x).

这即是在拉格朗日函数的基础上添加等式约束的二次罚函数.

由定义可得,在第k步迭代,给定罚因子σk和乘子λ
k, Lσk

(
x, λk)的最小值点xk+1应满足梯度

条件

∇xLσk

(
xk+1, λk

)
= ∇f

(
xk+1

)
+
∑
i∈E

(
λk

i + σkci

(
xk+1

))
∇ci

(
xk+1

)
= 0. (2)
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等式约束问题的增广拉格朗日函数法

我们将(2)式对比优化问题(1)满足的KKT条件(对最优解(x∗, λ∗)的梯度条件)

∇f (x∗) +
∑
i∈E

λ∗
i ∇ci (x∗) = 0, (3)

为保证(2)和(3)式在最优解处的一致性,对充分大的k,应满足:

λ∗
i ≈ λk

i + σkci

(
xk+1

)
, ∀i ∈ E , (4)

即等价于

ci

(
xk+1

)
≈ 1
σk

(
λ∗

i − λk
i

)
.
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由此得出我们希望设计的增广拉格朗日算法具有如下的特性.

性质

▶ 增广拉格朗日函数法通过合理更新乘子,即通过控制λ∗
i − λk

i降低约束违反度.
因为根据约束违反度满足的公式,当λk

i足够接近λ
∗
i 时, ci(xk+1)将远小于1/σk.

▶ (4)式的一个截断近似可以写为:

λk+1
i = λk

i + σkci

(
xk+1

)
, ∀i ∈ E ,

这可以作为算法中乘子的更新方式.

根据如上讨论,并对c(x),∇c(x)沿用罚函数法的定义,我们将在下文写出等式约束问题增
广拉格朗日函数法的具体算法.

增广拉格朗日函数法 应用 与近似点算法的关系
Shixiang Chen (USTC) ALM 7 / 48



使用增广拉格朗日函数法的实例

我们考虑优化问题
min x +

√
3y,

s.t. x2 + y2 = 1.

容易求得最优解为x∗ =
(
− 1

2 ,−
√

3
2

)T
,相应的拉格朗日乘子λ∗ = 1.

根据增广拉格朗日函数的形式,写出本问题的增广拉格朗日函数:

Lσ(x, y, λ) = x +
√

3y + λ
(

x2 + y2 − 1
)
+
σ

2

(
x2 + y2 − 1

)2
,

并在下图中绘制L2(x, y, 0.9)的等高线.

增广拉格朗日函数法 应用 与近似点算法的关系
Shixiang Chen (USTC) ALM 8 / 48



二次罚函数法与增广拉格朗日函数法求解的等高线

图中标“∗”的点为原问题的最优解x∗

标“◦”的点为罚函数或增广拉格朗日函数的最优解

−1 0 1

−1

0

1

Figure: (a)二次罚函数

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

Figure: (b)增广拉格朗日函数
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比较与结论

我们比较二次罚函数和增广拉格朗日函数在最优解探寻方面的有效性.
▶ 二次罚函数法求出的最优解为(−0.5957,−1.0319),与最优解的欧氏距离约0.1915,约
束违反度为0.4197.

▶ 增广拉格朗日罚函数法求出的最优解为(−0.5100,−0.8833),与最优解的欧氏距离
约0.02,约束违反度为0.0403.

由此可见,成立如下的经验性结论.

性质

增广拉格朗日函数法可具有比二次罚函数法更精确的寻优能力,且约束违反度一般更低.

增广拉格朗日函数法 应用 与近似点算法的关系
Shixiang Chen (USTC) ALM 10 / 48



等式约束问题的增广拉格朗日函数法

算法 1 增广拉格朗日函数法

Require: 初始坐标x0 ∈ Rn, 乘子λ0, 罚因子σ0 > 0, 约束违反度常数 ε > 0, 精度ηk > 0,
迭代步k = 0.

Ensure: xk+1, λk.

1: 检查初始元素.
2: for k = 0, 1, 2, · · · do do
3: 以xk为初始点, 求解minx Lσk

(
x, λk), 得到满足需求的精度条件∥∥∇xLσk

(
x, λk)∥∥ ⩽

ηk 的解xk+1.
4: if

∥∥c
(
xk+1)∥∥ ⩽ ε then

5: 返回近似解(xk+1, λk),终止迭代.
6: end if
7: 更新乘子: λk+1 = λk + σkc

(
xk+1).

8: 更新罚因子: σk+1 = ρσk.
9: end for
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ρ与σk的取值指导

在每次迭代确定σk时,应考虑如下的问题.

▶ σk不应增长过快:
(1)随着罚因子σk的增大,可见Lσk (x, λ

k)关于x的海瑟矩阵的条件数也将增大,这将导
致数值困难;
(2)σk与σk+1接近时, xk可以作为求解xk+1的初始点,以加快收敛.

▶ σk不应增长过慢: 算法整体的收敛速度将变慢(惩罚不足).

因此在实际中,我们应该控制σk的增长维持在一个合理的速度区间内.一个简单的方法是
维持ρ ∈ [2, 10],不过近年来也有学者设计了更合理的自适应方法.
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一般约束问题的增广拉格朗日函数法

一般的约束优化问题可以写成

min f (x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,
ci(x) ⩽ 0, i ∈ I.

(5)

对于问题(5),我们一般引入松弛变量,得到如下等价形式:

min
x,s

f (x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,
ci(x) + si = 0, i ∈ I,
si ⩾ 0, i ∈ I.

(6)

这样的做法我们已经用过多次了,应熟练掌握.
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构造增广拉格朗日函数

保留非负约束,可以构造拉格朗日函数

L(x, s, λ, µ) = f (x) +
∑
i∈E

λici(x) +
∑
i∈I

µi (ci(x) + si) , si ⩾ 0, i ∈ I.

记问题(6)中等式约束的二次罚函数为p(x, s),即

p(x, s) =
∑
i∈E

c2
i (x) +

∑
i∈I

(ci(x) + si)
2 ,

那么可以同样构造增广拉格朗日函数如下:

Lσ(x, s, λ, µ) =f (x) +
∑
i∈E

λici(x) +
∑
i∈I

µi (ci(x) + si) +
σ

2
p(x, s),

si ⩾ 0, i ∈ I.
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消元法求解子问题

在第 k步迭代中,给定乘子λk, µk 和罚因子σk,需要求解如下问题:

min
x,s

Lσk

(
x, s, λk, µk

)
, s.t. s ⩾ 0, (7)

以得到 xk+1, sk+1.

我们现在介绍一种基于消元的方法,即考虑消去 s,求解只关于 x的优化问题.
▶ 首先固定 x,关于 s的子问题化为

min
s⩾0

∑
i∈I

µi (ci(x) + si) +
σk

2

∑
i∈I

(ci(x) + si)
2 .

容易直接解得使子问题最优且满足非负约束的si为

si = max

{
−µi

σk
− ci(x), 0

}
, i ∈ I. (8)
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消元法求解子问题

▶ 将 si 的表达式代入 Lσk 我们有

Lσk

(
x, λk, µk

)
= f (x) +

∑
i∈E

λici(x) +
σk

2

∑
i∈E

c2
i (x)+

σk

2

∑
i∈I

(
max

{
µi

σk
+ ci(x), 0

}2

− µ2
i

σ2
k

)
.

其为关于x的连续可微函数(假设f (x), ci(x), i ∈ I ∪E 连续可微).因此,问题(7)等价于

min
x∈Rn

Lσk

(
x, λk, µk

)
.

并可以利用梯度法进行求解.

注意: 这里,我们消去了变量s,因此可以只考虑关于x的优化问题.
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更新乘子

对于问题(6),其最优解x∗, s∗ 和乘子λ∗, µ∗ 需满足KKT条件:

0 = ∇f (x∗) +
∑

i∈E λ
∗
i ∇ci (x∗) +

∑
i∈I µ

∗
i ∇ci (x∗) ,

µ∗
i ⩾ 0, s∗i ⩾ 0, i ∈ I

问题(7)的最优解xk+1, sk+1 满足

0 = ∇f
(

xk+1
)
+
∑
i∈E

(
λk

i + σkci

(
xk+1

))
∇ci

(
xk+1

)
+

∑
i∈I

(
µk

i + σk

(
ci

(
xk+1

)
+ sk+1

i

))
∇ci

(
xk+1

)
,

sk+1
i =max

{
−µ

k
i

σk
− ci

(
xk+1

)
, 0
}
, i ∈ I.

对比问题(6)和问题(7)的KKT条件,易知乘子的更新格式为

λk+1
i = λk

i + σkci
(
xk+1) , i ∈ E ,

µk+1
i = max

{
µk

i + σkci
(
xk+1) , 0} , i ∈ I. (9)
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凸优化问题的增广拉格朗日函数法

考虑凸优化问题(不等式形式)

min
x∈Rn

f (x),

s.t. ci(x) ⩽ 0, i = 1, 2, · · · ,m.
(10)

根据定义,写出问题(10)的增广拉格朗日函数:

Lσ(x, λ) = f (x) +
σ

2

m∑
i=1

(
max

{
λi

σ
+ ci(x), 0

}2

− λ2
i

σ2

)
.

给定一列单调递增的乘子σk ↑ σ∞,以及初始乘子λ0,结合(9)式,问题(10)的增广拉格朗日
函数法为 {

xk+1 ≈ argmin
x∈Rn

Lσk

(
x, λk) ,

λk+1 = max
{

0, λk + σkc
(
xk+1)} . (11)
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不精确条件

定义ϕk(x) = Lσk

(
x, λk) .由于 ϕk(x)的最小值点的显式表达式通常是未知的,我们往往调

用迭代算法求其一个近似解. 为保证收敛性,我们要求该近似解至少满足不精确条件. 例
如:

ϕk

(
xk+1

)
− inf ϕk ⩽

ε2
k

2σk
, εk ⩾ 0,

∞∑
k=1

εk < +∞. (12)

由于 inf ϕk 是未知的,直接验证(12)式是数值上不可行的.但是,如果ϕk 是α -强凸函数,则
有

ϕk(x)− inf ϕk ⩽
1

2α
dist2 (0, ∂ϕk(x)) (13)

根据(13)式,可以进一步构造如下数值可验证的不精确条件:

dist
(

0, ∂ϕk

(
xk+1

))
⩽

√
α

σk
εk, εk ⩾ 0,

∞∑
k=1

εk < +∞. (14)
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凸问题的增广拉格朗日函数法的收敛性

下面我们给出不精确条件下增广拉格朗日函数法的收敛性定理.

定理

凸问题的增广拉格朗日函数法的收敛性

假设
{

xk} ,{λk}为问题(10)通过(11)式生成的序列, xk+1 满足不精确条件(12). 如果问
题(10)的Slater约束品性成立,那么序列

{
λk}是有界序列且收敛到λ∗ ( λ∗ 为对偶问题的

一个最优解).

如果存在一个γ,使得下水平集{x ∈ X | f (x) ⩽ γ}是非空有界的,那么序列
{

xk}也是有界
的,并且其所有的聚点都是问题(10)的最优解.

增广拉格朗日函数法 应用 与近似点算法的关系
Shixiang Chen (USTC) ALM 21 / 48



提纲

1 增广拉格朗日函数法
等式约束问题的增广拉格朗日函数法
一般约束问题的增广拉格朗日函数法

2 应用
对偶问题的增广拉格朗日函数法
应用: 一般线性规划问题
应用:半定规划问题

3 与近似点算法的关系

增广拉格朗日函数法 应用 与近似点算法的关系
Shixiang Chen (USTC) ALM 22 / 48



基追踪问题(BP)

考虑一类简单的基追踪问题.设 A ∈ Rm×n(m ⩽ n), b ∈ Rm, x ∈ Rn,基追踪问题被描述为

min
x∈Rn

∥x∥1, s.t. Ax = b. (15)

考虑其对偶问题:
min
y∈Rm

bTy, s.t.
∥∥ATy

∥∥
∞ ⩽ 1. (16)

通过引入变量s,对偶问题可以等价地写成

min
y∈Rm, s∈Rn

bTy, s.t. ATy − s = 0, ∥s∥∞ ⩽ 1. (17)
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原始问题的增广拉格朗日函数法

根据问题(15)的形式,引入罚因子σ和乘子λ,其增广拉格朗日函数为

Lσ(x, λ) = ∥x∥1 + λT(Ax − b) +
σ

2
∥Ax − b∥2

2. (18)

固定σ,第k步迭代更新格式为
xk+1 = argmin

x∈Rn

{
∥x∥1 +

σ
2

∥∥∥Ax − b + λk

σ

∥∥∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σ
(
Axk+1 − b

)
.

(19)

设迭代初始点x0 = λ0 = 0,考虑格式(19)中的第一步,并假设 xk+1为 Lσ(x, λk)的一个全局
极小解,则对Lσ(x, λk)利用极小性条件得

0 ∈ ∂
∥∥∥xk+1

∥∥∥
1
+ σAT

(
Axk+1 − b +

λk

σ

)
.

因此成立
−ATλk+1 ∈ ∂

∥∥∥xk+1
∥∥∥

1
. (20)
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BP问题的实例与解

例 简单基追踪问题的增广拉格朗日函数解法
考虑标准基追踪问题,其中A是512 × 1024规模的随机矩阵(每个元素从标准正态分布中抽
样), b定义为

b = Au,

其中u ∈ R1024是服从正态分布随机稀疏向量,设其稀疏度r = 0.1或0.2,即分别约具
有102/205个服从正态分布的非零分量.
进一步地,我们固定罚因子σ,采用近似点梯度法作为求解器,不精确地求解关于x的子问
题以得到xk+1.
我们演示的算法中设置了求解精度ηk = 10−k,并使用BB步长作为线搜索的初始步长. 下
图展示了算法产生的迭代点与最优点的欧式距离的变化,以及它们约束违反度的变化趋
势. 由图可知:

性质

对于本例中的标准基追踪问题,固定的罚因子σ也可以使增广拉格朗日函数法收敛.
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BP问题的实例与解
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Figure: (a)约束违反度
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Figure: (b)与最优点的距离
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基追踪问题的收敛性定理

定理

简单基追踪问题的收敛性定理

假设问题(15)的可行域非空,迭代序列
{

xk} ,{λk}是由迭代格式(19)从初始
点 x0 = λ0 = 0产生的,则存在正整数 K 使得任意的xk, k ⩾ K 是问题(15)的解.
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对偶问题的增广拉格朗日函数法

现在我们考虑另一重要的问题.设对偶问题(17):

min
y∈Rm,s∈Rn

bTy, s.t. ATy − s = 0, ∥s∥∞ ⩽ 1.

引入拉格朗日乘子λ和罚因子σ,作增广拉格朗日函数

Lσ(y, s, λ) = bTy + λT (ATy − s
)
+
σ

2

∥∥ATy − s
∥∥2

2
, ∥s∥∞ ⩽ 1.

增广拉格朗日函数法的迭代格式为( ρ > 1和 σ̄ < +∞为算法参数):

(
yk+1, sk+1

)
= argmin

y,∥s∥∞⩽1

{
bTy +

σk

2

∥∥∥∥ATy − s +
λ

σk

∥∥∥∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σk

(
ATyk+1 − sk+1

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .

其中
(
yk+1, sk+1)的显式表达式未知,需要迭代求解.
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消元法求解子问题

除了利用投影梯度法求解关于 (y, s)的联合最小化问题外,还可以利用最优性条件将 s
用 y来表示,转而求解只关于 y的最小化问题.

关于s的极小化问题为

min
s

σ

2

∥∥∥∥ATy − s +
λ

σ

∥∥∥∥2

2

, s.t. ∥s∥∞ ⩽ 1.

这是一个关于s的二次型函数,因此问题的解为

s = P∥s∥∞⩽1(A
Ty +

λ

σ
),

其中P∥s∥∞⩽1(z)为集合{s| ∥s∥∞ ⩽ 1}的投影算子,即

P∥s∥∞⩽1(z) = max {min {z, 1} , −1} .
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消元法求解子问题

将上述s的表达式代入的增广拉格朗日函数法的迭代格式,得
yk+1 = argmin

y

{
bTy + σ

2

∥∥ψ (ATy + λ
σ

)∥∥2
2

}
,

λk+1 = σkψ
(

ATyk+1 + λk

σk

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .

(21)

其中ψ(x) = sign(x)max{|x| − 1, 0}.

我们不能得到关于 yk+1 的显式表达式. 但是由于 Lσk

(
y, λk)关于 y连续可微,故可以利用

梯度法求解.
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一般线性规划问题的增广拉格朗日函数法

我们介绍基追踪问题及其对偶问题的增广拉格朗日函数法不仅仅是为了向读者展示该方
法在一类问题中的应用,更有实际意义的是,它展示了一类处理一般线性规划问题的基本
思路.

一般的线性规划问题可描述为

min
x

cTx, s.t. Ax = b, x ⩾ 0.

其对偶问题为
max

y
bTy, s.t. ATy + s = c, s ⩾ 0.

以上问题中A ∈ Rm×n, x ∈ Rn, s ∈ Rn, y ∈ Rm.
首先还是先写出对偶问题的增广拉格朗日函数

Lσk (y, s, λ) = −bTy +
(
λk
)T (

ATy + s − c
)
+
σk

2

∥∥ATy + s − c
∥∥2

2
, s ⩾ 0.
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一般线性规划问题的增广拉格朗日函数法

因此根据对偶问题的增广拉格朗日函数,设计迭代算法为

(
yk+1, sk+1

)
= arg min

y∈Rn,s⩾0
Lσk

(
y, s, λk

)
= arg min

y∈Rn,s⩾0

{
−bTy +

σk

2

∥∥∥∥ATy + s − c +
λk

σk

∥∥∥∥2

2

}
,

λk+1 = λk + σk
(
ATyk+1 + sk+1 − c

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .

(22)

并且还是用最优性条件将s用y表示(消元法),得到上述关于s的二次型函数中使得s极小化
的解为

s = argmin
s⩾0

∥∥∥∥ATy + s − c +
λ

σ

∥∥∥∥2

2

= PRn
+

(
c − ATy − λ

σ

)
.
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一般线性规划问题的增广拉格朗日函数法

将上述s解的表达式代入上述迭代算法,可得约减式
yk+1 = argmin

y∈Rn

{
−bTy + σk

2

∥∥ψ (y, λk, σk
)∥∥2

2

}
,

λk+1 = σkψ
(
yk+1, λk, σk

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .

其中ψ
(
y, λk, σk

)
= PRn

+

(
ATy + λk

σk
− c
)

.

这样,我们仍利用梯度法或半光滑牛顿法即可求解上述的迭代算法,以最终解决一般线性
规划问题.
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半定规划问题

在线性规划问题后,我们考虑半定规划问题:

min
X∈Sn

⟨C,X⟩,

s.t. ⟨Ai,X⟩ = bi, i = 1, 2, · · · ,m,
X ⪰ 0.

(23)

引入乘子λ ∈ Rm,罚因子σ,记A(X) = (⟨A1,X⟩ , ⟨A2,X⟩ , · · · , ⟨Am,X⟩)T ,则增广拉格朗日函
数为

Lσ(X, λ) = ⟨C,X⟩ − λT(A(X)− b) +
σ

2
∥A(X)− b∥2

2, X ⪰ 0.

根据增广拉格朗日函数,写出算法的迭代格式为
Xk+1 ≈ argmin

X∈Sn
+

Lσk

(
X, λk) ,

λk+1 = λk − σk
(
A
(
Xk+1)− b

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .

当迭代收敛时, Xk 和λk 分别收敛到原问题和对偶问题的解.
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半定规划对偶问题

考虑问题(23)的对偶问题:
min
y∈Rm

− bTy,

s.t.
m∑

i=1

yiAi ⪯ C.
(24)

引入松他变量S ⪰ 0,乘子Λ ∈ Sn以及罚因子σ,则增广拉格朗日函数为

Lσ(y, S,Λ) = −bTy +

〈
Λ,

m∑
i=1

yiAi + S − C

〉
+
σ

2

∥∥∥∥∥
m∑

i=1

yiAi + S − C

∥∥∥∥∥
2

F

.

根据上述函数,增广拉格朗日函数法的迭代格式为(
yk+1, Sk+1

)
≈ argmin

y∈Rm
Lσk

(
y, S,Λk

)
,

Λk+1 = Λk +

m∑
i=1

yk+1
i Ai + Sk+1 − C,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .
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半定规划对偶问题

类似地,我们利用消元法,由最优性条件消去S,得

Lσ(y,Λ) = −bTy +
σ

2

∥∥∥∥∥PSn
+

(
m∑

i=1

yiAi − C +
Λ

σ

)∥∥∥∥∥
2

F

− ∥Λ∥2
F

σ2

 .

其中PSn
+
为到半定雉集Sn

+ 的投影算子.

因此迭代算法的格式变为

yk+1 ≈ argmin
y∈Rm

Lσk

(
y,Λk

)
,

Λk+1 = σPSn
+

(
m∑

i=1

yk+1
i Ai − C +

Λk

σk

)
,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .
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基于原问题和对偶问题的算法比较

我们对比半定规划及其对偶问题的增广拉格朗日函数法.
▶ 半定规划问题的迭代格式中Xk+1是在半正定锥Sn

+中求解,还是约束优化;

▶ 对偶问题中yk+1在Rm中求解,对应于可微的无约束优化问题.

注: 容易验证Lσk (y,Λ
k)关于y连续可微,因此可用梯度法求yk+1.

因此,若m较小,我们推荐考虑对偶问题的增广拉格朗日函数法,以求解半定规划问题.

更进一步,我们指出,实际上Lσk (y,Λ
k)关于y还是强半光滑的,因此我们考虑对偶问题时还

可以用半光滑牛顿法更快速地求解半定规划问题.
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求解凸问题ALM与PPA的等价性

考虑具有如下形式的优化问题：

min
x∈Rn

f (x) + h(Ax) (25)

其中 f , h为适当的闭凸函数, A ∈ Rm×n

回顾Lecture 14,优化问题(25)的一些常见例子如下：
▶ 当 h是单点集 {b}的示性函数时，等价于线性等式约束优化问题

min
x∈Rn

f (x), s.t. Ax = b

▶ 当h是凸集C上的示性函数时，等价于凸集约束问题

min f (x) s.t. Ax ∈ C

▶ 当h(y) = ∥y − b∥时，等价于正则优化问题

min f (x) + ∥Ax − b∥
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对偶问题

写出上述优化问题的拉格朗日函数：

L(x, y, z) = f (x) + h(y) + zT(Ax − y)

则对偶问题为：

max ψ(z) = inf
x,y

L(x, y, z) = −f ∗(−AT z)− h∗(z) (26)

我们有以下结论：

使用近似点算法求解对偶问题(26) ⇐⇒对原问题(25)用增广拉格朗日函数法
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对偶函数的邻近算子

对于对偶问题(26)，近似点算法迭代格式如下

zk+1 = proxtψ

(
zk
)
= argmin

z

{
f ∗
(
−ATz

)
+ h∗(z) +

1
2tk

∥∥∥z − zk
∥∥∥2

2

}
事实上也可以写成：zk+1 = proxtψ(z

k) = zk + tk(Ax̂k − ŷ),其中

(x̂, ŷ) = argmin
x,y

(
f (x) + h(y) + zT(Ax − y) +

t
2
||Ax − y||22

)
(27)

也就是说，x̂, ŷ最小化增广拉格朗日函数，近似点算法迭代格式对应增广拉格朗日函数
法中的乘子更新。

增广拉格朗日函数法 应用 与近似点算法的关系
Shixiang Chen (USTC) ALM 44 / 48



等价性证明

首先改写(27)为:
min
x,y,w

f (x) + h(y) +
t
2
||w||22

s.t. Ax − y + z/t = w

对约束Ax − y + z
t = w引入乘子 u,由最优性条件有:

Ax̂ − ŷ +
z
t
= w, −ATu ∈ ∂f (x̂), u ∈ ∂h(ŷ), tw = u

消去 w得 u = z + t(Ax − y). 又根据共轭函数性质（作业2.5）得:

x̂ ∈ ∂f ∗
(
−ATu

)
, ŷ ∈ ∂h∗(u)

代入等式Ax − y + z
t = w中，可得0 ∈ −A∂f ∗(−AT u) + ∂h∗(u) + 1

t (u − z),这正
是 u = proxtψ(z)的最优性条件.

另一方面，若有u = proxtψ(z),则选取 x̂ ∈ ∂f ∗
(
−ATu

)
及 ŷ ∈ ∂h∗(u),即可恢复出增广

拉格朗日函数法中的变量
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总结：增广拉格朗日函数法

选择初始点 z(0) 并迭代以下步骤:

1 最小化增广拉格朗日函数

(x̂, ŷ) = argmin
x,y

(
f (x) + h(y) +

tk

2
||Ax − y +

1
tk

zk||22
)

2 乘子更新
zk+1 = zk + tk(Ax̂ − ŷ)

▶ 这等价于对对偶问题使用近似点算法

▶ (对偶问题)可以使用加速版本的近似点算法来加快收敛速度

▶ 通常第一步先求解一个较不精确的最优值
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典型问题形式

考虑如下凸问题：

min
x1,x2

f1(x1) + f2(x2),

s.t. A1x1 + A2x2 = b,
(1)

▶ f1, f2是适当的闭凸函数，但不要求是光滑的，x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rm,
A1 ∈ Rp×n,A2 ∈ Rp×m, b ∈ Rp．

▶ 问题特点：目标函数可以分成彼此分离的两块，但是变量被线性约束结合在一起．
常见的一些无约束和带约束的优化问题都可以表示成这一形式。
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问题形式举例

▶ 可以分成两块的无约束优化问题

min
x

f1(x) + f2(x).

引入一个新的变量z并令x = z，将问题转化为

min
x,z

f1(x) + f2(z),

s.t. x − z = 0.

▶ 带线性变换的无约束优化问题

min
x

f1(x) + f2(Ax).

可以引入一个新的变量z，令z = Ax，则问题变为

min
x,z

f1(x) + f2(z),

s.t. Ax − z = 0.
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问题形式举例

▶ 凸集C ⊂ Rn上的约束优化问题
min

x
f (x),

s.t. Ax ∈ C,

IC(z)是集合C的示性函数，引入约束z = Ax，那么问题转化为

min
x,z

f (x) + IC(z),

s.t. Ax − z = 0.

▶ 全局一致性问题

min
x

N∑
i=1

ϕi(x).

令x = z，并将x复制N份，分别为xi，那么问题转化为

min
xi,z

N∑
i=1

ϕi(xi),

s.t. xi − z = 0, i = 1, 2, · · · ,N.
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增广拉格朗日函数法

▶ 首先写出问题(1)的增广拉格朗日函数

Lρ(x1, x2, y) =f1(x1) + f2(x2) + yT(A1x1 + A2x2 − b)

+
ρ

2
∥A1x1 + A2x2 − b∥2

2,
(2)

其中ρ > 0是二次罚项的系数．

▶ 常见的求解带约束问题的增广拉格朗日函数法为如下更新：

(xk+1
1 , xk+1

2 ) = argmin
x1,x2

Lρ(x1, x2, yk), (3)

yk+1 = yk + τρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b), (4)

其中τ为步长．
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交替方向乘子法

Alternating direction method of multipliers, ADMM
▶ 交替方向乘子法的基本思路: 第一步迭代(3)同时对x1和x2进行优化有时候比较困难，
而固定一个变量求解关于另一个变量的极小问题可能比较简单，因此我们可以考虑
对x1和x2交替求极小

▶ 其迭代格式可以总结如下：

xk+1
1 = argmin

x1

Lρ(x1, xk
2, yk), (5)

xk+1
2 = argmin

x2

Lρ(xk+1
1 , x2, yk), (6)

yk+1 = yk + τρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b), (7)

其中τ 为步长，通常取值于
(

0, 1+
√

5
2

]
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原问题最优性条件

▶ 因为f1, f2均为闭凸函数，约束为线性约束，所以当Slater条件成立时，可以使用凸
优化问题的KKT条件来作为交替方向乘子法的收敛准则．问题(1)的拉格朗日函数为

L(x1, x2, y) = f1(x1) + f2(x2) + yT(A1x1 + A2x2 − b).

▶ 根据最优性条件定理，若x∗1 , x∗2为问题(1)的最优解，y∗为对应的拉格朗日乘子，则以
下条件满足：

0 ∈ ∂x1 L(x∗1 , x∗2 , y∗) = ∂f1(x∗1 ) + AT
1 y∗, (8a)

0 ∈ ∂x2 L(x∗1 , x∗2 , y∗) = ∂f2(x∗2 ) + AT
2 y∗, (8b)

A1x∗1 + A2x∗2 = b. (8c)

在这里条件(8c)又称为原始可行性条件，条件(8a)和条件(8b)又称为对偶可行性条
件．
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ADMM单步迭代最优性条件

▶ 由x2的更新步骤

xk
2 = argmin

x

{
f2(x) +

ρ

2

∥∥∥∥A1xk
1 + A2x − b +

yk−1

ρ

∥∥∥∥2
}
,

根据最优性条件不难推出

0 ∈ ∂f2(xk
2) + AT

2 [y
k−1 + ρ(A1xk

1 + A2xk
2 − b)]. (9)

当τ = 1时，根据(7)可知上式方括号中的表达式就是yk，最终有

0 ∈ ∂f2(xk
2) + AT

2 yk,

▶ 由x1的更新公式

xk
1 = argmin

x

{
f1(x) +

ρ

2
∥A1x + A2xk−1

2 − b +
yk−1

ρ
∥2
}
,

假设子问题能精确求解，根据最优性条件

0 ∈ ∂f1(xk
1) + AT

1 [ρ(A1xk
1 + A2xk−1

2 − b) + yk−1].
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ADMM单步迭代最优性条件

▶ 根据ADMM的第三式(7)取τ = 1有

0 ∈ ∂f1(xk
1) + AT

1 (y
k + ρA2(xk−1

2 − xk
2)). (10)

对比条件(8a)可知多出来的项为AT
1 A2(xk−1

2 − xk
2)。因此要检测对偶可行性只需要检测

残差
sk = AT

1 A2(xk−1
2 − xk

2)

▶ 综上当x2更新取到精确解且τ = 1时，判断ADMM是否收敛只需要检测前述两个残
差rk, sk是否充分小：

0 ≈ ∥rk∥ = ∥A1xk
1 + A2xk

2 − b∥ （原始可行性）,

0 ≈ ∥sk∥ = ∥AT
1 A2(xk−1

2 − xk
2)∥ （对偶可行性）.

(11)
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线性化

▶ 线性化技巧使用近似点项对子问题目标函数进行二次近似．

▶ 不失一般性，我们考虑第一个子问题，即

min
x1

f1(x1) +
ρ

2
∥A1x1 − vk∥2, (12)

其中vk = b − A2xk
2 − 1

ρ
yk.

▶ 当子问题目标函数可微时，线性化将问题(12)变为

xk+1
1 = argmin

x1

{
(∇f1(xk

1) + ρAT
1

(
A1xk

1 − vk)
)T

x1 +
1

2ηk
∥x1 − xk∥2

2

}
,

其中ηk是步长参数，这等价于做一步梯度下降．

▶ 当目标函数不可微时，可以考虑只将二次项线性化，即

xk+1
1 = argmin

x1

{
f1(x1) + ρ

(
AT

1 (A1xk
1 − vk)

)T
x1 +

1
2ηk

∥x1 − xk∥2
2

}
,

这等价于做一步近似点梯度步．
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缓存分解

▶ 如果目标函数中含二次函数，例如f1(x1) =
1
2
∥Cx1 − d∥2

2，那么针对x1的更新(5)等价

于求解线性方程组
(CTC + ρAT

1 A1)x1 = CTd + ρAT
1 vk.

▶ 虽然子问题有显式解，但是每步求解的复杂度仍然比较高，这时候可以考虑用缓存
分解的方法．首先对CTC + ρAT

1 A1进行Cholesky分解并缓存分解的结果，在每步迭
代中只需要求解简单的三角形方程组

▶ 当ρ发生更新时，就要重新进行分解．特别地，当CTC + ρAT
1 A1一部分容易求逆，另

一部分是低秩的情形时，可以用SMW公式来求逆．
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优化转移

▶ 有时候为了方便求解子问题，可以用一个性质好的矩阵D近似二次项AT
1 A1,此时子问

题(12)替换为

xk+1
1 = argmin

x1

{
f1(x1) +

ρ

2
∥A1x1 − vk∥2

2

+
ρ

2
(x1 − xk)T(D − AT

1 A1)(x1 − xk)
}
.

这种方法也称为优化转移．

▶ 通过选取合适的D，当计算argmin
x1

{
f1(x1) +

ρ

2
xT

1 Dx1

}
明显比计

算argmin
x1

{f1(x1) +
ρ

2
xT

1 AT
1 A1x1}要容易时，优化转移可以极大地简化子问题的计算．

特别地，当D =
ηk

ρ
I时，优化转移等价于做单步的近似点梯度步．
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二次罚项系数的动态调节

▶ 原始可行性和对偶可行性分别用∥rk∥和∥sk∥度量.
▶ 求解过程中二次罚项系数ρ太大会导致原始可行性∥rk∥下降很快，但是对偶可行
性∥sk∥下降很慢；二次罚项系数太小，则会有相反的效果．这样都会导致收敛比较
慢或得到的解的可行性很差．

▶ 一个自然的想法是在每次迭代时动态调节惩罚系数ρ的大小，从而使得原始可行性
和对偶可行性能够以比较一致的速度下降到零．一个简单有效的方式是令

ρk+1 =


γpρ

k, ∥rk∥ > µ∥sk∥,
ρk/γd ∥sk∥ > µ∥rk∥,
ρk, 其他,

其中µ > 1, γp > 1, γd > 1是参数,常见的选择为µ = 10, γp = γd = 2. 在迭代过程中
将原始可行性∥rk∥和对偶可行性∥sk∥保持在彼此的µ倍内．如果发现∥rk∥或∥sk∥下降
过慢就应该相应增大或减小二次罚项系数ρk．
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多块问题的ADMM

▶ 考虑有多块变量的情形

min
x1,x2,··· ,xN

f1(x1) + f2(x2) + · · ·+ fN(xN),

s.t. A1x1 + A2x2 + · · ·+ ANxN = b.
(13)

这里fi(xi)是闭凸函数，xi ∈ Rni ,Ai ∈ Rm×ni．

▶ 同样写出增广拉格朗日函数Lρ(x1, x2, · · · , xN , y)，相应的多块ADMM迭代格式为

xk+1
1 = argmin

x
Lρ(x, xk

2, · · · , xk
N , yk),

xk+1
2 = argmin

x
Lρ(xk+1

1 , x, · · · , xk
N , yk),

· · · · · · · · · · · ·

xk+1
N = argmin

x
Lρ(xk+1

1 , xk+1
2 , · · · , x, yk),

yk+1 = yk + τρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 + · · ·+ ANxk+1
N − b),

其中τ ∈ (0, (
√

5 + 1)/2)为步长参数．
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提纲

1 交替方向乘子法

2 常见变形和技巧

3 应用举例

4 Douglas-Rachford splitting算法

5 ADMM的收敛性分析
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LASSO问题的Primal形式

▶ LASSO问题
min µ∥x∥1 +

1
2
∥Ax − b∥2.

转换为标准问题形式：

min
x,z

1
2
∥Ax − b∥2 + µ∥z∥1,

s.t. x = z.

▶ 交替方向乘子法迭代格式为

xk+1 = argmin
x

{
1
2
∥Ax − b∥2 +

ρ

2
∥x − zk + yk/ρ∥2

2

}
,

= (ATA + ρI)−1(ATb + ρzk − yk),

zk+1 = argmin
z

{
µ∥z∥1 +

ρ

2
∥xk+1 − z + yk/ρ∥2

}
,

= prox(µ/ρ)∥·∥1

(
xk+1 + yk/ρ

)
,

yk+1 = yk + τρ(xk+1 − zk+1).
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LASSO问题的Primal形式

▶ 注意，因为ρ > 0，所以ATA + ρI总是可逆的．x迭代本质上是计算一个岭回归问题
（ℓ2范数平方正则化的最小二乘问题）；而对z的更新为ℓ1范数的邻近算子，同样有
显式解．在求解x迭代时，若使用固定的罚因子ρ，我们可以缓存矩阵ATA + ρI的初
始分解，从而减小后续迭代中的计算量．

▶ 需要注意的是，在LASSO问题中，矩阵A ∈ Rm×n通常有较多的列（即m ≪ n），
因此ATA ∈ Rn×n是一个低秩矩阵，二次罚项的作用就是将ATA增加了一个正定项．
该ADMM主要运算量来自更新x变量时求解线性方程组，复杂度为O(n3)

▶ 如果A低秩，可以利用SMW公式计算

(ATA + ρI)−1 = ρ−1I − ρ−1AT(ρI + AAT)−1A
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LASSO问题的对偶形式

▶ 考虑LASSO问题的对偶问题

min bTy + 1
2∥y∥2,

s.t. ∥ATy∥∞ ≤ µ.
(14)

▶ 引入约束ATy + z = 0，可以得到如下等价问题：

min bTy +
1
2
∥y∥2︸ ︷︷ ︸

f (y)

+ I∥z∥∞≤µ(z)︸ ︷︷ ︸
h(z)

,

s.t. ATy + z = 0.

(15)

▶ 对约束ATy + z = 0引入乘子x，对偶问题的增广拉格朗日函数为

Lρ(y, z, x) = bTy +
1
2
∥y∥2 + I∥z∥∞≤µ(z)− xT(ATy + z) +

ρ

2
∥ATy + z∥2.
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LASSO问题的对偶形式

▶ 当固定y, x时，对z的更新即向无穷范数球{z|∥z∥∞ ≤ µ}做欧几里得投影，即将每个
分量截断在区间[−µ, µ]中；当固定z, x时，对y的更新即求解线性方程组

(I + ρAAT)y = A(xk − ρzk+1)− b.

▶ 因此得到ADMM迭代格式为

zk+1 = P∥z∥∞≤µ

(
xk/ρ− ATyk

)
,

yk+1 = (I + ρAAT)−1
(

A(xk − ρzk+1)− b
)
,

xk+1 = xk − τρ(ATyk+1 + zk+1).

▶ 虽然ADMM应用于对偶问题也需要求解一个线性方程组，但由于LASSO问题的特
殊性（m ≪ n），求解y更新的线性方程组需要的计算量是O(m3)，使用缓存分解技
巧后可进一步降低至O(m2)，这大大小于针对原始问题的ADMM．
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广义LASSO问题

▶ 对许多问题x本身不稀疏，但在某种变换下是稀疏的:

min
x

µ∥Fx∥1 +
1
2
∥Ax − b∥2. (16)

▶ 一个重要的例子是当F ∈ R(n−1)×n 是一阶差分矩阵

Fij =


1, j = i + 1,
−1, j = i,
0, 其他,

且A = I时，广义LASSO问题为

min
x

1
2
∥x − b∥2 + µ

n−1∑
i=1

|xi+1 − xi|,

这个问题就是图像去噪问题的TV模型；当A = I且F是二阶差分矩阵时，问题(16)被
称为一范数趋势滤波．
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广义LASSO问题

▶ 通过引入约束Fx = z:

min
x,z

1
2
∥Ax − b∥2 + µ∥z∥1,

s.t. Fx − z = 0,
(17)

▶ 引入乘子y，其增广拉格朗日函数为

Lρ(x, z, y) =
1
2
∥Ax − b∥2 + µ∥z∥1 + yT(Fx − z) +

ρ

2
∥Fx − z∥2.

▶ 此问题的x迭代是求解方程组

(ATA + ρFTF)x = ATb + ρFT
(

zk − yk

ρ

)
,

而z迭代依然通过ℓ1范数的邻近算子．
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广义LASSO问题

▶ 因此交替方向乘子法所产生的迭代为

xk+1 = (ATA + ρFTF)−1
(

ATb + ρFT
(

zk − yk

ρ

))
,

zk+1 = prox(µ/ρ)∥·∥1

(
Fxk+1 +

yk

ρ

)
,

yk+1 = yk + τρ(Fxk+1 − zk+1).

▶ 对于全变差去噪问题，ATA + ρFTF是三对角矩阵，所以此时x迭代可以在O(n)的时
间复杂度内解决；对于图像去模糊问题，A是卷积算子，则利用傅里叶变换可将求
解方程组的复杂度降低至O(n log n)；对于一范数趋势滤波问题，ATA + ρFTF是五对
角矩阵，所以x迭代仍可以在O(n)的时间复杂度内解决
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半定规划问题

考虑
min
X∈Sn

⟨C,X⟩

s.t.
〈

A(i),X
〉
= bi, i = 1, · · · ,m,

X ⪰ 0

对偶问题为

(D)

 min
y∈Rm,S∈Sn

− b⊤y

s.t. A∗(y) + S = C, S ⪰ 0,

增广拉格朗日函数为

Lµ(X, y, S) = −b⊤y + ⟨X,A∗(y) + S − C⟩+ 1
2µ

∥A∗(y) + S − C∥2
F.
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ADMM求解半定规划问题

ADMM迭代格式为

yk+1 := arg min
y∈Rm

Lµ(Xk, y, Sk),

= −(AA∗)−1
(
µ(A(Xk)− b) +A(Sk − C)

)
Sk+1 := argmin

S∈Sn
Lµ(Xk, yk+1, S), S ⪰ 0,

Xk+1 := Xk +
A∗(yk+1) + Sk+1 − C

µ
.

▶ 关于S的子问题:
min
S∈Sn

∥∥∥S − Vk+1
∥∥∥2

F
, S ⪰ 0,

其中Vk+1 := V(Sk,Xk) = C −A∗(y(Sk,Xk))− µXk.
显示解为

Sk+1 := Vk+1
† := Q†Σ+Q⊤

†

其中Vk+1 = QΣQ⊤ =
(
Q† Q‡

)(Σ+ 0
0 Σ−

)(
Q⊤

†
Q⊤

‡

)
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ADMM求解半定规划问题

更新拉格朗日乘子Xk+1

▶ 更新格式:

Xk+1 := Xk +
A∗(yk+1) + Sk+1 − C

µ

▶ 等价形式:
Xk+1 =

1
µ
(Sk+1 − Vk+1) =

1
µ

Vk+1
‡ ,

其中Vk+1
‡ := −Q‡Σ−Q‡.

▶ 注意到Xk+1 也是如下优化问题的最优解

min
X∈Sn

∥∥∥µX + Vk+1
∥∥∥2

F
, X ⪰ 0.
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稀疏逆协方差矩阵估计

▶ 该问题的基本形式是

min
X

⟨S,X⟩ − ln detX + µ∥X∥1, (18)

其中S是已知的对称矩阵，通常由样本协方差矩阵得到．变量X ∈ Sn
++，∥ · ∥1定义为

矩阵所有元素绝对值的和．

▶ 目标函数由光滑项和非光滑项组成，因此引入约束X = Z将问题的两部分分离：

min ⟨S,X⟩ − ln detX︸ ︷︷ ︸
f (X)

+µ∥Z∥1︸ ︷︷ ︸
h(Z)

,

s.t. X = Z.

引入乘子U作用在约束X − Z = 0上，可得增广拉格朗日函数为

Lρ(X, Z,U) = ⟨S,X⟩ − ln detX + µ∥Z∥1 + ⟨U,X − Z⟩+ ρ

2
∥X − Z∥2

F.
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稀疏逆协方差矩阵估计

▶ 首先，固定Zk,Uk，则X子问题是凸光滑问题，对X求矩阵导数并令其为零，

S − X−1 + Uk + ρ(X − Zk) = 0.

这是一个关于X的矩阵方程，可以求出满足上述矩阵方程的唯一正定的X为

Xk+1 = QDiag(x1, x2, · · · , xn)QT,

其中Q包含矩阵S − ρZk + Uk的所有特征向量，xi的表达式为

xi =
−di +

√
d2

i + 4ρ
2ρ

,

di为矩阵S − ρZk + Uk的第i个特征值．

▶ 固定Xk+1,Uk，则Z的更新为矩阵ℓ1 范数的邻近算子．

▶ 最后是常规的乘子更新．
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矩阵分离问题

▶ 考虑矩阵分离问题：

min
X,S

∥X∥∗ + µ∥S∥1,

s.t. X + S = M,
(19)

其中∥ · ∥1与∥ · ∥∗分别表示矩阵ℓ1范数与核范数．

▶ 引入乘子Y作用在约束X + S = M 上，我们可以得到此问题的增广拉格朗日函数

Lρ(X, S, Y) = ∥X∥∗ + µ∥S∥1 + ⟨Y,X + S − M⟩+ ρ

2
∥X + S − M∥2

F. (20)
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矩阵分离问题

▶ 对于X子问题，

Xk+1 = argmin
X

Lρ(X, Sk, Yk)

= argmin
X

{
∥X∥∗ +

ρ

2

∥∥∥∥X + Sk − M +
Yk

ρ

∥∥∥∥2

F

}
,

= argmin
X

{
1
ρ
∥X∥∗ +

1
2

∥∥∥∥X + Sk − M +
Yk

ρ

∥∥∥∥2

F

}
,

= UDiag
(

prox(1/ρ)∥·∥1
(σ(A))

)
VT,

其中A = M − Sk − Yk

ρ
，σ(A)为A的所有非零奇异值构成的向量并

且UDiag(σ(A))VT为A的约化奇异值分解．
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矩阵分离问题

▶ 对于S子问题，

Sk+1 = argmin
S

Lρ(Xk+1, S, Yk)

= argmin
S

{
µ∥S∥1 +

ρ

2

∥∥∥∥Xk+1 + S − M +
Yk

ρ

∥∥∥∥2

F

}

= prox(µ/ρ)∥·∥1

(
M − Xk+1 − Yk

ρ

)
.

▶ 那么交替方向乘子法的迭代格式为

Xk+1 = UDiag
(

prox(1/ρ)∥·∥1
(σ(A))

)
VT,

Sk+1 = prox(µ/ρ)∥·∥1

(
M − Lk+1 − Yk

ρ

)
,

Yk+1 = Yk + τρ(Xk+1 + Sk+1 − M).
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图像去噪模型

b = Kxt + w

▶ xt 为未知图像

▶ b为观察到的图像，模糊且有噪声; w为噪声

▶ N × N的像素点按列储存为长为N2的向量

模糊矩阵K
▶ 表示一个2维的卷积，是有空间不动点的扩散函数
▶ 满足周期边界条件，有循环块(circulant blocks)
▶ 可对角化，即存在酉的2维离散傅立叶变换矩阵W，使得

K = WHdiag(λ)W.

系数矩阵为I + KT K 的线性方程组可在O(N2 logN)的时间内求解。
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全变差去模糊方法

min ∥Kx − b∥1 + γ∥Dx∥tv

s.t. 0 ≤ x ≤ 1

目标函数的第二项称为全变差罚函数

▶ Dx是离散化的水平和垂直的方向导数

(
I ⊗ D1

D1 ⊗ I

)
,



−1 0 0 · · · 0 0 1
1 −1 0 · · · 0 0 0
0 1 −1 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · −1 0 0
0 0 0 · · · 1 −1 0
0 0 0 · · · 0 1 −1


▶ ∥ · ∥tv是欧式距离的和：∥(u, v)∥tv =

∑n
i=1

√
u2

i + v2
i
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ADMM求解图像去模糊问题

考虑对原问题进行拆分:

min ∥u∥1 + γ∥v∥tv, s.t. u = Kx − b, v = Dx, y = x, 0 ≤ y ≤ 1

ADMM算法要求:
▶ 将∥u∥1 和∥v∥tv的proximal算子以及在集合C上的投影这三部分分离
▶ 在O(N2 logN)的时间内求解系数矩阵为I + KT K + DT D的线性方程组
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图像去模糊的实例

▶ 1024 × 1024的图像，满足周期边界条件
▶ 高斯模糊

▶ 椒盐噪声(salt-and-pepper noise)：50%的像素点被随机替换为0/1

origi na I noisy /blurred restored 
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全局一致性优化问题

min
xi,z

N∑
i=1

ϕi(xi),

s.t. xi − z = 0, i = 1, 2, · · · ,N.

▶ 增广拉格朗日函数为

Lρ(x1, · · · , xN , z, y1, · · · , yN) =

N∑
i=1

ϕi(xi) +

N∑
i=1

yT
i (xi − z) +

ρ

2

N∑
i=1

∥xi − z∥2.

▶ 固定zk, yk
i，更新xi的公式为

xk+1
i = argmin

x

{
ϕi(x) +

ρ

2

∥∥∥x − zk + yk
i /ρ

∥∥∥2
}
. (21)

▶ 注意：虽然表面上看增广拉格朗日函数有(N + 1)个变量块,但本质上还是两个变量
块.这是因为在更新某个xi时并没有利用其他xi,所有xi可以看成一个整体.相应地,所
有乘子yi也可以看成一个整体.
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全局一致性优化问题

▶ 迭代式(21)的具体计算依赖于ϕi的形式，在一般情况下更新xi的表达式为

xk+1
i = proxϕi/ρ

(
zk − yk

i /ρ
)
.

▶ 固定xk+1
i , yk

i，问题关于z是二次函数，因此可以直接写出显式解：

zk+1 =
1
N

N∑
i=1

(
xi

k+1 + yk
i /ρ

)
.

▶ 综上，该问题的交替方向乘子法迭代格式为

xk+1
i = proxϕi/ρ

(
zk − yk

i /ρ
)
, i = 1, 2, · · · ,N,

zk+1 =
1
N

N∑
i=1

(
xk+1

i + yk
i /ρ

)
,

yk+1
i = yi

k + τρ(xi
k+1 − zk+1), i = 1, 2, · · · ,N.
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分布式ADMM I

形式一：考虑f是不可分(inseparable)函数，g是可分(separable)函数

min
x,z

L∑
l=1

(fl(x) + gl(zl)), s.t. Ax + z = b

▶ 将x复制L份: x1, x2, · · · , xL

▶ 拆分矩阵和向量

A =

 A1

...
AL

 , z =

 z1

...
zL

 , b =

 b1

...
bL


将Ax + z = 0转化为

Alxl + zl = bl, xl − x = 0, l = 1, · · · , L.
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分布式ADMM I

模型一：

min
x,{xl},z

L∑
l=1

(fl(xl) + gl(zl))

s.t. Alxl + zl = bl, xl − x = 0, l = 1, · · · , L.

▶ xl 是x的备份
▶ zl是z的一部分
▶ 将{xl}, z, x分为两块

▶ {xl}: 给定z和x，xl的更新是可分的
▶ (z, x): 给定{xl}，zl 和x的更新也是可分的
因此可以使用标准的2块的ADMM算法

▶ 还可以在目标函数中加入简单的正则项h(x)
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分布式ADMM I

考虑用MPI建立L个计算节点。
▶ Al 是仅储存在节点l上的局部数据
▶ xl, zl 是局部变量，xl 仅在节点l上储存和更新
▶ x是全局变量，由MPI指派和计算
▶ yl, ȳl 分别是Alxl + zl = bl 和xl − x = 0对应的拉格朗日乘子，仅在节点l上储存和更
新

每次迭代中，

▶ 每个节点l各自使用数据Al计算xk+1
l

▶ 每个节点l各自计算zk+1
l ，并准备Pl = (· · · )

▶ MPI收集Pl 并将他们的平均值xk+1 分发到各节点上

▶ 每个节点l各自计算乘子yk+1
l , ȳk+1

l
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分布式ADMM II

形式二：考虑f 和g均是可分的函数

min
N∑

j=1

fj(xj) +
M∑

i=1

gi(zi), s.t. Ax + z = b,

其中
x = (x1, x2, · · · , xN), z = (y1, y2, · · · , yM).

将A分解为

A =


A11 A12 · · · A1N

A21 A22 · · · A2N

· · ·
AM1 AM2 · · · AMN

 , b =


b1

b2

...
bM

 .

我们可以得到类似的模型

min
N∑

j=1

fj(xj) +
M∑

i=1

gi(zi), s.t.
N∑

j=1

Aijxj + zi = bi, i = 1, · · · ,M.
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分布式ADMM II

注意到Aijx′
j在约束中是耦合的，因此令

pij = Aijxj,

模型二：

min
N∑

j=1

fj(xj) +

M∑
i=1

gi(zi), s.t.
∑N

j=1 pij + zi = bi,∀i,
pij − Aijxj = 0, ∀i, j.

ADMM迭代
▶ 交替更新{pij}和({xj}, {zi})
▶ 关于pij 的子问题有闭形式解

▶ 关于({xj}, {zi})的子问题对xj 和zi是可分的
▶ xj的更新需要fj 和AT

1jA1j, · · · ,AT
MjAMj;

▶ zi的更新需要gi.

思考：如何进一步将fj和AT
1jA1j, · · · ,AT

MjAMj 去耦合?
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分布式ADMM III

对每个xj，作M 个独立的备份x1j, x2j, · · · , xMj.
模型三：

min

N∑
j=1

fj(xj) +
M∑

i=1

gi(zi), s.t.

∑N
j=1 pij + zi = bi, ∀i,

pij − Aijxij = 0, ∀i, j,
xj − xij = 0, ∀i, j.

ADMM
▶ 交替更新({xj}, {pij})和({xj}, {zi})
▶ 关于({xj}, {pij})的子问题是可分的

▶ xj的更新只需要fj ，即只需计算proxfj
▶ pij的更新有闭形式解

▶ 关于({xij}, {zi})的子问题也是可分的
▶ xij的更新需要(αI + βAT

ij Aij);
▶ yi的更新只需要gi，即只需计算proxgi

.
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去中心化ADMM

对x进行局部备份得到xi ，不使用约束

xi − x = 0, i = 1, · · · ,M,

而是考虑图G = (V, ε)其中V为顶点集，ε为边集。

根据图G建立约束

xi − xj = 0, ∀(i, j) ∈ ε, or
xi − zij = 0, xj − zij = 0 ∀(i, j) ∈ ε, or

mean{xj : (i, j) ∈ ε} − xi = 0, ∀i ∈ V.
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去中心化ADMM

▶ 去中心化ADMM在互相连接的网络上运行
▶ 没有控制和分发数据的中心
▶ 应用:

▶ wireless sensor networks
▶ collaborative learning

▶ 去中心化ADMM交替进行如下步骤
▶ 每个节点进行局部计算
▶ 相邻节点交流或传播信息

▶ 因为数据没有共享或储存于某个中心，因此数据安全性得到保证
▶ 算法的收敛速度受如下条件影响

▶ 问题的性质，如目标函数的凸性，问题的条件数等
▶ 图的规模，连通性，谱性质等
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浅变量图模型的选择

V. Chandrasekaran, P.Parrilo, A. Willsky

包含正则项的极大似然模型

min
R,S,L

⟨R, Σ̂X⟩ − log det(R) + α∥S∥1 + βTr(L), s.t. R = S − L,R ≻ 0, L ⪰ 0,

其中X 为观察到的变量, Σ−1
X ≈ R = S − L, S稀疏, L低秩. 目标函数的前两项来自对数极

大似然函数
l(K; Σ) = log det(K)− tr(KΣ).

引入指示函数

I(L ⪰ 0) :=
{

0, if L ⪰ 0
+∞, otherwise.

模型可以改写为3项的ADMM算法

min
R,S,L

⟨R, Σ̂X⟩ − log det(R) + α∥S∥1 + βTr(L) + I(L ⪰ 0), s.t. R − S + L = 0.
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稳定主成分追踪(PCP)

模型一：

min
L,S,Z

∥L∥∗ + ρ∥S∥1

s.t. L + S + Z = M

∥Z∥F ≤ σ,

注：M =低秩矩阵+稀疏矩阵+噪声.
在图像处理中还要加入非负约束L ≥ 0.
模型二：

min
L,S,Z,K

∥L∥∗ + ρ∥S∥1 + I(∥Z∥F ≤ σ) + I(K ≥ 0)

s.t. L + S + Z = M

L − K = 0.

约束可以整合为 (
I I
I 0

)(
L
S

)
+

(
I 0
0 −I

)(
Z
K

)
=

(
M
0

)
.
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混合全变差和l1正则

原始模型：
min

x
TV(x) + α∥Wx∥1, s.t. ∥Rx − b∥2 ≤ σ.

新模型：

min
x

Σi∥zi∥2 + α∥Wx∥1 + I(∥y∥2 ≤ σ)

s.t. zi = Dix, ∀i = 1, · · · ,N

y = Rx − b.

将变量分为两块：x和(y, {zi})
R
D1

...
DN

 x −


y
z1

...
zN

 =


b
0
...
0

 ,

x的子问题不易求解.
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将变量去耦合的方法

▶ 使用线性化技巧简化proximal算子，进行非精确更新
▶ 引入新变量作为桥梁，类似分布式ADMM

例如考虑如下问题

min
x1,x2,y

(f1(x1) + f2(x2)) + g(y), s.t. (A1x1 + A2x2) + By = b.

在ADMM迭代中(x1, x2)的子问题中x1 和x2 是耦合的，但是进行线性化后x1 和x2的子问题
是独立的.

min
x1,x2

(f1(x1) + f2(x2)) +

〈[
g1

g2

]
,

[
x1

x2

]〉
+

1
2t

∥∥∥∥[ x1

x2

]
−

[
xk

1

xk
2

]∥∥∥∥2

2

.
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非凸约束问题

考虑如下约束优化问题：

min
x

f (x),

s.t. x ∈ S,

其中f是凸的，但是S是非凸的。可以将上述问题改写为：

min
x

f (x) + IS(z),

s.t. x − z = 0,

交替方向乘子法产生如下迭代：

xk+1 = argmin
x

(
f (x) + (ρ/2)∥x − zk + uk∥2

2

)
,

zk+1 = ΠS(xk+1 + uk),

uk+1 = uk + (xk+1 − zk+1)

其中，ΠS(z)是将z投影到集合S中。因为f是凸的，所以上述x-极小化步是凸问题，但
是z-极小化步是向一个非凸集合的投影。
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非凸约束问题

一般来说，这种投影很难计算，但是在下面列出的这些特殊情形中可以精确求解。

▶ 基数：如果S = {x|card(x) ≤ c}，其中card(v)表示非零元素的数目，那么ΠS(v)保
持前c大的元素不变，其他元素变为0。
例如回归选择（也叫特征选择）问题：

min
x

∥Ax − b∥2
2,

s.t. card(x) ≤ c.

▶ 秩：如果S是秩为c的矩阵的集合，那么card(V)可以通过对V做奇异值分
解，V =

∑
i σiuiuT

i ，然后保留前c大的奇异值及奇异向量，
即ΠS(V) =

∑c
i=1 σiuiuT

i 。

▶ 布尔约束：如果S = {x|xi ∈ {0, 1}}，那么ΠS(v)就是简单地把每个元素变为0和1中
离它更近的数。
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非负矩阵分解和补全

非负矩阵分解和补全问题可以写成如下形式：

min
X,Y

∥PΩ(XY − M)∥2
F,

s.t. Xij ≥ 0,Yij ≥ 0, ∀i, j,

其中，Ω表示矩阵M中的已知元素的下标集合，PΩ(A)表示得到一个新的矩阵A′，其下标
在集合Ω中的所对应的元素等于矩阵A的对应元素，其下标不在集合Ω中的所对应的元素
为0。注意到，这个问题是非凸的。
为了利用交替方向乘子法的优势，我们考虑如下的等价形式：

min
U,V,X,Y,Z

1
2
∥XY − Z∥2

F,

s.t. X = U,Y = V,

U ≥ 0,V ≥ 0,

PΩ(Z − M) = 0.
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非负矩阵分解和补全

Lα,β(X,Y,Z,U,V,Λ,Π) =
1
2
∥XY − Z∥2

F +Λ • (X − U)

+Π • (Y − V) +
α

2
∥X − U∥2

F +
β

2
∥Y − V∥2

F,

Xk+1 = argmin
X

Lα,β(X,Yk,Zk,Uk,Vk,Λk,Πk),

Yk+1 = argmin
Y

Lα,β(Xk+1,Y,Zk,Uk,Vk,Λk,Πk),

Zk+1 = argmin
PΩ(Z−M)=0

Lα,β(Xk+1,Yk+1,Z,Uk,Vk,Λk,Πk),

Uk+1 = argmin
U≥0

Lα,β(Xk+1,Yk+1,Zk+1,U,Vk,Λk,Πk),

Vk+1 = argmin
V≥0

Lα,β(Xk+1,Yk+1,Zk+1,Uk+1,V,Λk,Πk),

Λk+1 = Λk + τα(Xk+1 − Uk+1),

Πk+1 = Πk + τβ(Yk+1 − Vk+1).

Shixiang Chen (USTC) ADMM 54 / 88



提纲

1 交替方向乘子法

2 常见变形和技巧

3 应用举例

4 Douglas-Rachford splitting算法

5 ADMM的收敛性分析
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Douglas-Rachford splitting算法

考虑复合优化问题
min f (x) = g(x) + h(x)

其中g, h是闭凸函数.

Douglas-Rachford迭代: 从任意初始点z0开始，

xk = proxth(z
k−1)

yk = proxtg(2xk − zk−1)

zk = zk−1 + yk − xk

▶ t为正常数

▶ 通常用于g, h的proximal算子计算代价较小的场景

▶ 在较弱的条件下(如极小点存在)，迭代点列xk收敛
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等价形式

▶ 从y的更新开始

y+ = proxtg(2x − z); z+ = z + y+ − x; x+ = proxth(z
+)

▶ 交换z和x的更新顺序

y+ = proxtg(2x − z); x+ = proxth(z + y+ − x); z+ = z + y+ − x

▶ 作变量替换w = z − x

DR迭代的等价形式: 从任意初始点x0 ∈ dom h,w0 ∈ t∂h(x0)开始

y+ = proxtg(x − w)

x+ = proxth(y
+ + w)

w+ = w + y+ − x+
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DR迭代和不动点迭代

Douglas-Rachford迭代可以写成不动点迭代的形式

zk = F(zk−1),

其中F(z) = z + proxtg(2proxth(z)− z)− proxth(z)

DR迭代和不动点迭代的关系
▶ 若z是不动点，则x = proxth(z)是目标函数的极小点

z = F(z), x = proxth(z) ⇒ proxtg(2x − z) = x = proxth(z)

⇒ x − z ∈ t∂g(x); z − x ∈ t∂h(x)

⇒ 0 ∈ t∂g(x) + t∂h(x)

▶ 若x是目标函数的极小点，u ∈ t∂g(x) ∩ −t∂h(x)，则x − u = F(x − u)
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Douglas-Rachford迭代的松弛形式

▶ 不动点迭代的松弛形式

z+ = z + ρ(F(z)− z)

1 < ρ < 2称为超松弛，0 < ρ < 1称为次松弛

▶ DR迭代的松弛形式一

x+ = proxth(z)

y+ = proxtg(2x+ − z)

z+ = z + ρ(y+ − x+)

▶ DR迭代的松弛形式二

y+ = proxtg(x − w)

x+ = proxth((1 − ρ)x + ρy+ + w)

w+ = w + ρy+ + (1 − ρ)x − x+
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DR迭代与ADMM

凸的原始问题

min f1(x1) + f2(x2)

s.t. A1x1 + A2x2 = b

对偶问题

max −bT z − f ∗1 (−AT
1 z)− f ∗2 (−AT

2 z)

对对偶问题应用Douglas-Rachford迭代：

bT z + f ∗1 (−AT
1 z)︸ ︷︷ ︸

g(z)

+ f ∗2 (−AT
2 z)︸ ︷︷ ︸

h(z)

Shixiang Chen (USTC) ADMM 60 / 88



DR迭代与ADMM

yk+1 = proxtg(x
k − wk),

xk+1 = proxth(w
k + yk+1),

wk+1 = wk + yk+1 − xk+1.

▶ 第一式的最优性条件为

0 ∈ tb − tA1∂f ∗1 (−AT
1 yk+1)− xk + wk + yk+1,

上式等价于存在xk
1 ∈ ∂f ∗1 (−AT

1 yk+1)，使得

yk+1 = xk − wk + t(A1xk
1 − b).

这就是如下更新的最优性条件．

xk
1 = argmin

x1

{
f1(x1) + (xk)

T
(A1x1 − b) +

t
2
∥A1x1 − b − wk/t∥2

2

}
.
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DR迭代与ADMM

▶ 类似地，第二式的最优性条件为

0 ∈ tA2∂f ∗2 (−AT
2 xk+1) + wk + yk+1 − xk+1,

其等价于存在xk
2 ∈ ∂f ∗2 (−AT

2 xk+1)，使得

xk+1 = xk + t(A1xk
1 + A2xk

2 − b).

进一步等价于如下更新的最优性条件．

xk
2 = argmin

x2

{
f2(x2) + (xk)

T
(A2x2) +

t
2
∥A1xk

1 + A2x2 − b∥2
2

}
.

▶ 由第一、第二式的等价形式整理可得wk+1 = −tA2xk
2．
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DR迭代与ADMM

定义增广拉格朗日函数

Lt(x1, x2, z) = f1(x1) + f2(x2) + zT(A1x1 + A2x2 − b) +
t
2
∥A1x1 + A2x2 − b∥2

2

1 关于x1极小化增广拉格朗日函数

xk
1 = argmin

x1

Lt(x1, xk−1
2 , zk−1)

= argmin
x1

(
f1(x1) + (zk−1)T A1x1 +

t
2
∥A1x1 + A2xk−1

2 − b∥2
2

)
2 关于x2极小化增广拉格朗日函数

xk
2 = argmin

x2

Lt(xk
1, x2, zk−1)

= argmin
x2

(
f2(x2) + (zk−1)T A2x2 +

t
2
∥A1xk

1 + A2x2 − b∥2
2

)
3 对偶变量更新zk = zk−1 + t(A1xk

1 + A2xk
2 − b)
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非扩张函数

定义

函数f 称为非扩张的(non-expansive),若

∥x − y∥2 ≥ ∥f (x)− f (y)∥2;

函数f称为固定非扩张的(firmly non-expansive),若

(f (x)− f (y))⊤(x − y) ≥ ∥f (x)− f (y)∥2.

定理：proxh 是固定非扩张的，进而也是非扩张的，因而是Lipschitz连续的(常数为1).
▶ 设u = proxh(x), v = proxh(y)，由proximal算子的性质

x − u ∈ ∂h(u), y − v ∈ ∂h(v) ⇒ (x − u − y + v)⊤(u − v) ≥ 0

▶ 由柯西不等式, ∥u − v∥2 ≤ (x − y)⊤(u − v) ≤ ∥x − y∥∥u − v∥,因此

∥proxh(x)− proxh(y)∥2 ≤ ∥x − y∥2.
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Douglas-Rachford迭代映射

定义迭代映射F,G如下

F(z) = z + proxtg(2proxth(z)− z)− proxth(z)

G(z) = z − F(z)

= proxth(z)− proxtg(2proxth(z)− z)

▶ F 是固定非扩张的

(F(z)− F(̂z))T(z − ẑ) ≥ ∥F(z)− F(̂z)∥2
2 ∀z, ẑ

▶ 进而G也是固定非扩张的

(G(z)− G(̂z))T(z − ẑ)

= ∥G(z)− G(̂z)∥2
2 + (F(z)− F(̂z))T(z − ẑ)− ∥F(z)− F(̂z)∥2

2

≥ ∥G(z)− G(̂z)∥2
2
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F固定非扩张性的证明.
▶ 设x = proxth(z), x̂ = proxth(̂z),以及

y = proxtg(2x − z), ŷ = proxtg(2x̂ − ẑ)

▶ 代入F(z) = z + y − x和F(̂z) = ẑ + ŷ − x̂:

(F(z)− F(̂z))T(z − ẑ)

≥ (z + y − x − ẑ − ŷ + x̂)T(z − ẑ)− (x − ẑ)T(z − ẑ) + ∥x − x̂∥2
2

= (y − ŷ)T(z − ẑ) + ∥z − x − ẑ + x̂∥2
2

= (y − ŷ)T(2x − z − 2x̂ + ẑ)− ∥y − ŷ∥2
2 + ∥F(z)− F(̂z)∥2

2

≥ ∥F(z)− F(̂z)∥2
2

其中用到了proxth和proxtg 的固定非扩张性

(x − x̂)T(z − ẑ) ≥ ∥x − x̂∥2
2, (2x − z − 2x̂ + ẑ)T(y − ŷ) ≥ ∥y − ŷ∥2

2
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DR迭代的收敛性分析

不动点迭代格式
zk = (1 − ρk)zk−1 + ρkF(zk−1)

= zk−1 − ρkG(zk−1)

假设

▶ 最优值f ∗ = infx(g(x) + h(x))有些且可取到
▶ ρk ∈ [ρmin, ρmax],其中0 < ρmin < ρmax < 2

结论

▶ zk 收敛到F 的不动点z∗

▶ xk = proxth(z
k−1)收敛到原目标函数的极小点x∗ = proxth(z

∗)
(利用proxth 的连续性)
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Proof.

设z∗ 为F(z)的任意不动点，即为G(z)的零点. 考虑第k步迭代，
记z = zk−1, ρ = ρk, z+ = zk,则

∥z+ − z∗∥2
2 − ∥z − z∗∥2

2 = 2(z+ − z)T(z − z∗) + ∥z+ − z∥2
2

= −2ρG(z)T(z − z∗) + ρ2∥G(z)∥2
2

≤ −ρ(2 − ρ)∥G(z)∥2
2

≤ −M∥G(z)∥2
2

(22)

其中M = ρmin(2 − ρmax),第三行用到了G的固定非扩张性.
▶ (22)可以推出

M
∞∑

k=0

∥G(zk)∥2
2 ≤ ∥z0 − z∗∥2

2, ∥G(zk)∥2 → 0

▶ 并且∥zk − z∗∥2不增；进而zk 有界

▶ 因为∥zk − z∗∥2 不增,因此极限limk→∞ ∥zk − z∗∥2 存在
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Proof.
▶ 因为迭代点列zk 有界，因此它有收敛子列

▶ 设z̄k 收敛子列，极限为z̄;由G的连续性,

0 = lim
k→∞

G(z̄k) = G(̄z)

因此z̄是G的零点，且极限limk→∞ ∥zk − z̄∥2 存在

▶ 设存在两个子列分别收敛于z̄1, z̄2,即极限

lim
k→∞

∥zkj1 − z̄1∥2, lim
k→∞

∥zkj2 − z̄2∥2

均存在,则由zk 的收敛性知

∥z̄2 − z̄1∥2 = lim
k→∞

∥zk − z̄1∥2 = lim
k→∞

∥zk − z̄2∥2 = 0
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提纲

1 交替方向乘子法

2 常见变形和技巧

3 应用举例

4 Douglas-Rachford splitting算法

5 ADMM的收敛性分析
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假设

我们先引入一些必要的假设.
▶ f1(x), f2(x)均为闭凸函数，且每个ADMM迭代子问题存在唯一解；
▶ 原始问题的解集非空，且Slater条件满足．

注：假设给出的条件是很基本的.
▶ f1和f2的凸性保证了要求解的问题是凸问题，每个子问题存在唯一解是为了保证迭代
的良定义

▶ 在Slater条件满足的情况下，原始问题的KKT对和最优解是对应的，因此可以很方
便地使用KKT条件来讨论收敛性．
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记号

由于原始问题解集非空，不妨设(x∗1 , x∗2 , y∗)是KKT对，即满足条件

−AT
1 y∗ ∈ ∂f1(x∗1 ), −AT

2 y∗ ∈ ∂f2(x∗2 ), A1x∗1 + A2x∗2 = b.

我们最终的目的是证明ADMM迭代序列{(xk
1, xk

2, yk)}收敛到原始问题的一个KKT对，因
此引入如下记号来表示当前迭代点和KKT对的误差：

(ek
1, ek

2, ek
y)

def
== (xk

1, xk
2, yk)− (x∗1 , x∗2 , y∗).

我们进一步引入如下辅助变量来简化之后的证明：

uk = −A1
T[yk + (1 − τ)ρ(A1ek

1 + A2ek
2) + ρA2(xk−1

2 − xk
2)],

vk = −A2
T[yk + (1 − τ)ρ(A1ek

1 + A2ek
2)],

Ψk =
1
τρ

∥ek
y∥2 + ρ∥A2ek

2∥2,

Φk = Ψk +max (1 − τ, 1 − τ−1)ρ∥A1ek
1 + A2ek

2∥2.

(23)
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ADMM的收敛性分析

引理

假设{(xk
1, xk

2, yk)}为交替方向乘子法产生一个迭代序列，那么，对任意的k ≥ 1有

uk ∈ ∂f1(xk
1), vk ∈ ∂f2(xk

2), (24)

Φk − Φk+1 ≥min(τ, 1 + τ − τ 2)ρ∥A2(xk
2 − xk+1

2 )∥2

+min(1, 1 + τ−1 − τ)ρ∥A1ek+1
1 + A2ek+1

2 ∥2. (25)

注：只有当τ ∈
(

0, 1+
√

5
2

)
时，(25)式中不等号右侧的项才为非负．
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ADMM的收敛性分析

Proof.

先证明(24)式的两个结论．根据交替方向乘子法的迭代过程，对xk+1
1 我们有

0 ∈ ∂f1(xk+1
1 ) + AT

1 yk + ρAT
1 (A1xk+1

1 + A2xk
2 − b).

将yk = yk+1 − τρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b)代入上式，消去yk就有

−AT
1

(
yk+1 + (1 − τ)ρ(A1xk+1

1 + A2xk+1
2 − b) + ρA2(xk

2 − xk+1
2 )

)
∈ ∂f1(xk+1

1 ).

根据uk的定义自然有uk ∈ ∂f1(xk
1) (注意代回b = A1x∗1 + A2x∗2 )．类似地，对xk+1

2 我们有

0 ∈ ∂f2(xk+1
2 ) + AT

2 yk + ρAT
2 (A1xk+1

1 + A2xk+1
2 − b),

同样利用yk的表达式消去yk，得到

−AT
2

(
yk+1 + (1 − τ)ρ(A1xk+1

1 + A2xk+1
2 − b)

)
∈ ∂f2(xk+1

2 ).
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ADMM的收敛性分析

Proof.

根据vk的定义自然有vk ∈ ∂f2(xk
2)．

接下来证明不等式(25)．首先根据(x∗1 , x∗2 , y∗)的最优性条件以及关系式(24)，

uk+1 ∈ ∂f1(xk+1
1 ), − AT

1 y∗ ∈ ∂f1(x∗1 ),

vk+1 ∈ ∂f2(xk+1
2 ), − AT

2 y∗ ∈ ∂f2(x∗2 ).

根据凸函数的单调性， 〈
uk+1 + AT

1 y∗, xk+1
1 − x∗1

〉
≥ 0,〈

vk+1 + AT
2 y∗, xk+1

2 − x∗2
〉
≥ 0.

将上述两个不等式相加，结合uk+1, vk+1的定义，并注意到恒等式

A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b = (τρ)−1(yk+1 − yk) = (τρ)−1(ek+1
y − ek

y), (26)
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ADMM的收敛性分析

Proof.
我们可以得到

1
τρ

〈
ek+1

y , ek
y − ek+1

y

〉
− (1 − τ)ρ∥A1xk+1

1 + A2xk+1
2 − b∥2

+ ρ
〈

A2(xk+1
2 − xk

2),A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b
〉

− ρ
〈

A2(xk+1
2 − xk

2),A2ek+1
2

〉
≥ 0.

(27)

不等式(27)的形式和不等式(25)还有一定差异，主要的差别就在

ρ
〈

A2(xk+1
2 − xk

2),A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b
〉

这一项上．我们接下来估计这一项的上界．
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ADMM的收敛性分析

Proof.
引入新符号

νk+1 = yk+1 + (1 − τ)ρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b),

Mk+1 = (1 − τ)ρ
〈

A2(xk+1
2 − xk

2),A1xk
1 + A2xk

2 − b
〉
,

则−AT
2ν

k+1 ∈ ∂f2(xk+1
2 )以及−AT

2ν
k ∈ ∂f2(xk

2)．再利用单调性知〈
−AT

2 (ν
k+1 − νk), xk+1

2 − xk
2

〉
≥ 0. (28)

根据这些不等式关系我们最终得到

ρ
〈

A2(xk+1
2 − xk

2),A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b
〉

= (1 − τ)ρ
〈

A2(xk+1
2 − xk

2),A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b
〉

+
〈

A2(xk+1
2 − xk

2), yk+1 − yk
〉

= Mk+1 +
〈
νk+1 − νk,A2(xk+1

2 − xk
2)
〉
≤ Mk+1.
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ADMM的收敛性分析

Proof.

估计完这一项之后，不等式(27)可以放缩成

1
τρ

〈
ek+1

y , ek
y − ek+1

y

〉
− (1 − τ)ρ∥A1xk+1

1 + A2xk+1
2 − b∥2

+ Mk+1 − ρ
〈

A2(xk+1
2 − xk

2),A2ek+1
2

〉
≥ 0.

上式中含有内积项，利用恒等式

⟨a, b⟩ = 1
2
(∥a∥2 + ∥b∥2 − ∥a − b∥2) =

1
2
(∥a + b∥2 − ∥a∥2 − ∥b∥2),

进一步得到

1
τρ

(∥ek
y∥2 − ∥ek+1

y ∥2)− (2 − τ)ρ∥A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b∥2

+ 2Mk+1 − ρ∥A2(xk+1
2 − xk

2)∥2 − ρ∥A2ek+1
2 ∥2 + ρ∥A2ek

2∥2 ≥ 0.
(29)
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ADMM的收敛性分析

Proof.

此时除了Mk+1中的项，(29)中的其他项均在不等式(25)中出现．由于Mk+1的符号和τ的取
法有关，下面我们针对τ的两种取法进行讨论．
情形一 τ ∈ (0, 1]，此时Mk+1 ≥ 0，根据基本不等式，

2
〈

A2(xk+1
2 − xk

2),A1xk
1 + A2xk

2 − b
〉

≤∥A2(xk+1
2 − xk

2)∥2 + ∥A1xk
1 + A2xk

2 − b∥2.

代入不等式(29)得到

1
τρ

∥ek
y∥2 + ρ∥A2ek

2∥2 + (1 − τ)ρ∥A1ek
1 + A2ek

2∥2

−
[ 1
τρ

∥ek+1
y ∥2 + ρ∥A2ek+1

2 ∥2 + (1 − τ)ρ∥A1ek+1
1 + A2ek+1

2 ∥2
]

≥ρ∥A1xk+1
1 + A2xk+1

2 − b∥2 + τρ∥A2(xk+1
2 − xk

2)∥2.

(30)
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ADMM的收敛性分析

Proof.

情形二 τ > 1，此时Mk+1 < 0，根据基本不等式，

− 2
〈

A2(xk+1
2 − xk

2),A1xk
1 + A2xk

2 − b
〉

≤τ∥A2(xk+1
2 − xk

2)∥2 +
1
τ
∥A1xk

1 + A2xk
2 − b∥2.

同样代入不等式(29)可以得到

1
τρ

∥ek
y∥2 + ρ∥A2ek

2∥2 +

(
1 − 1

τ

)
ρ∥A1ek

1 + A2ek
2∥2

−
[ 1
τρ

∥ek+1
y ∥2 + ρ∥A2ek+1

2 ∥2 +

(
1 − 1

τ

)
ρ∥A1ek+1

1 + A2ek+1
2 ∥2

]
≥
(

1 +
1
τ
− τ

)
ρ∥A1xk+1

1 + A2xk+1
2 − b∥2

+ (1 + τ − τ 2)ρ∥A2(xk+1
2 − xk

2)∥2.

(31)
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ADMM的收敛性分析

定理

在假设的条件下，进一步假定A1,A2列满秩．如果τ ∈
(

0, 1+
√

5
2

)
，则序列{(xk

1, xk
2, yk)}收

敛到原始问题的一个KKT对．

Proof.

前证引理表明Φk都是有界列，根据Φk的定义(23)可知

∥ek
y∥, ∥A2ek

2∥, ∥A1ek
1 + A2ek

2∥

均有界．根据不等式
∥A1ek

1∥ ≤ ∥A1ek
1 + A2ek

2∥+ ∥A2ek
2∥,

可以进一步推出{∥A1ek
1∥}也是有界序列．注意到AT

1 A1 ≻ 0,AT
2 A2 ≻ 0，因此以上有界性也

等价于{(xk
1, xk

2, yk)}是有界序列．
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ADMM的收敛性分析

Proof.

另一个直接结果是无穷级数

∞∑
k=0

∥A1ek
1 + A2ek

2∥2,

∞∑
k=0

∥A2(xk+1
2 − xk

2)∥2

都是收敛的，这表明

∥A1ek
1 + A2ek

2∥ = ∥A1xk
1 + A2xk

2 − b∥ → 0,

∥A2(xk+1
2 − xk

2)∥ → 0.
(32)

利用这些结果我们就可以推导收敛性了．首先证明迭代点子列的收敛性．由
于{(xk

1, xk
2, yk)}是有界序列，因此它存在一个收敛子列，设

(xkj
1 , xkj

2 , ykj) → (x∞1 , x∞2 , y∞).

由(23)式中的uk, vk的定义及(32)式可得{uk}与{vk}相应的子列也收敛.
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ADMM的收敛性分析

Proof.
记

u∞ def
== lim

j→∞
ukj = −AT

1 y∞, v∞ = lim
j→∞

vkj = −AT
2 y∞. (33)

从(24)式我们知道对于任意的k ≥ 1，有uk ∈ ∂f1(xk
1), vk ∈ ∂f2(xk

2)．由次梯度映射的图像
是闭集可知

−A1y∞ ∈ ∂f1(x∞1 ), −A2y∞ ∈ ∂f2(x∞2 ).

由(32)的第一式可知

lim
j→∞

∥A1xkj
1 + A2xkj

2 − b∥ = ∥A1x∞1 + A2x∞2 − b∥ = 0.

这表明(x∞1 , x∞2 , y∞)是原始问题的一个KKT对．因此上述分析中的(x∗1 , x∗2 , y∗)均可替换
为(x∞1 , x∞2 , y∞)．
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ADMM的收敛性分析

Proof.

注意到Φk是单调下降的，且对子列{Φkj}有

lim
j→∞

Φkj

= lim
j→∞

(
1
τρ

∥ekj
y ∥2 + ρ∥A2ekj

2 ∥
2 +max

{
1 − τ, 1 − 1

τ

}
ρ∥A1ekj

1 + A2ekj
2 ∥

2
)

= 0.

这说明
∥ek

y∥ → 0, ∥A2ek
2∥ → 0, ∥A1ek

1 + A2ek
2∥ → 0,

进一步有

0 ≤ lim sup
k→∞

∥A1ek
1∥ ≤ lim

k→∞

(
∥A2ek

2∥+ ∥A1ek
1 + A2ek

2∥
)
= 0.

注意到AT
1 A1 ≻ 0，AT

2 A2 ≻ 0，所以最终我们得到全序列收敛.
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多块ADMM收敛性反例

▶ 考虑最优化问题
min 0,
s.t. A1x1 + A2x2 + A3x3 = 0, (34)

其中Ai ∈ R3, i = 1, 2, 3为三维空间中的非零向量，xi ∈ R, i = 1, 2, 3是自变量．该问
题实际上就是求解三维空间中的线性方程组，若A1, A2, A3之间线性无关，则问
题(34)只有零解．此时容易计算出最优解对应的乘子为y = (0, 0, 0)T．

▶ 增广拉格朗日函数为

Lρ(x, y) = 0 + yT(A1x1 + A2x2 + A3x3) +
ρ

2
∥A1x1 + A2x2 + A3x3∥2.
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多块ADMM收敛性反例

▶ 当固定x2, x3, y时，对x1求最小可推出

AT
1 y + ρAT

1 (A1x1 + A2x2 + A3x3) = 0,

整理可得

x1 = − 1
∥A1∥2

(
AT

1

(
y
ρ
+ A2x2 + A3x3

))
.

可类似地计算x2, x3的表达式

▶ 因此多块交替方向乘子法的迭代格式可以写为

xk+1
1 = − 1

∥A1∥2 AT
1

(
yk

ρ
+ A2xk

2 + A3xk
3

)
,

xk+1
2 = − 1

∥A2∥2 AT
2

(
yk

ρ
+ A1xk+1

1 + A3xk
3

)
,

xk+1
3 = − 1

∥A3∥2 AT
3

(
yk

ρ
+ A1xk+1

1 + A2xk+1
2

)
,

yk+1 = yk + ρ(A1xk+1
1 + A2xk+1

2 + A3xk+1
3 ).

(35)
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多块ADMM收敛性反例

▶ 自变量初值初值选为(1, 1, 1)，乘子选为(0, 0, 0). 选取A为

Ã =

1 1 2
0 1 1
0 0 1

 或 Â =

1 1 1
1 1 2
1 2 2

 .

▶ 下图记录了在不同A下x和y的ℓ2范数随迭代的变化过程．
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Figure:选取不同A时的数值结果
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本章需要掌握的知识点

1 坐标下降法能求解的问题：如何拆分优化问题

2 分块坐标下降法基本格式

3 对偶坐标上升法：对偶问题的推导
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回顾：对偶方法和ADMM

对偶方法操作在具有以下形式的问题的对偶上:

min
x

f (x) 受约束于 Ax = b

对于凸函数f。对偶（次）梯度方法选择一个初始的u(0)，并重复以下步骤对
于k = 1, 2, 3, . . .:

x(k) ∈ argmin
x

[
f (x) + (u(k−1))T Ax

]
u(k) = u(k−1) + tk(Ax(k−1) − b)

其中tk 是以标准方式选择的步长。

▶ 优点: 第一步可分解性。
▶ 缺点: 收敛性质较差。
改进收敛性的方法:通过增加拉格朗日函数，即在第一步加上项 ρ

2 ∥Ax− b∥2。执行分块最
小化ADMM。
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提纲

1 分块坐标下降法

2 应用举例

3 对偶坐标上升法
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坐标下降法Coordinate descent

在前面的课程中，我们学习了求解可分问题的几个较为复杂的优化算法。
考虑

min
x∈Rn

f (x)

坐标下降法是一种简单而高效的技术，也称为坐标逐次最小化算法。

x(k)
1 ∈ argmin

x1
f
(

x1, x(k−1)
2 , x(k−1)

3 , . . . , x(k−1)
n

)
x(k)

2 ∈ argmin
x2

f
(

x(k)
1 , x2, x(k−1)

3 , . . . , x(k−1)
n

)
x(k)

3 ∈ argmin
x3

f
(

x(k)
1 , x(k)

2 , x3, . . . , x(k−1)
n

)
...

x(k)
n ∈ argmin

xn
f
(

x(k)
1 , x(k)

2 , x(k)
3 , . . . , xn

)
对于k = 1, 2, 3, . . .，请注意，在我们解决x(k)

i 之后，我们将从那时起使用其新值！
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假设1.

坐标下降法可以收敛到一个点x,在该点处函数沿着各个坐标轴方向达到极小。a

a值得注意的是，该假设在函数非凸时不成立。

基于该假设，让我们考虑如下3个问题。
问题1: 给定一个凸且可微的函数f : Rn → R,如果我们在某一点x处，使得f (x)沿每个坐
标轴都已最小化，那么我们是否已找到全局最小值？
即，是否有f (x + δei) ≥ f (x)对所有δ, i，从而有f (x) = minz f (z)？
(这里ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ Rn 是第i个标准基向量)

答案:是的！证明如下: 各个坐标方向均有偏导为0，即

∇f (x) =
(

∂f
∂x1

(x), . . . ,
∂f
∂xn

(x)
)

= 0
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问题2: 相同的问题，但对于不可微的凸函数f 如何？

答案:不一定！看以下反例。
▶ 此时坐标下降法不收敛到最小值！

▶ 如何修正？见后面的交替近似线性极小化算法！

f (x) =
1
2
(x2

1 + x2
2) + |x1 − x2|

在点(−1,−1)处，如果沿着x轴或者y轴看，均为最小值，但不是全局最小。
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问题3: 同样的问题，但现在F(x) = f (x) +
∑n

i=1 ri(xi),其中f 是凸的且可微的，每个ri 也
是凸的.(这里的非光滑部分称为可分的)

答案:是的！此时坐标下降法收敛，见Tseng. 2001: Convergence of a Block Coordinate Descent Method for Nondifferentiable

Minimization.
证明: 由各个坐标轴最小，各个坐标方向导数均非负。对于任何y,

F(y)− F(x) ≥ ∇f (x)T(y− x) +
n∑

i=1

[ri(yi)− ri(xi)] =

n∑
i=1

[∇if (x)(yi − xi) + ri(yi)− ri(xi)]

≥
n∑

i=1

[
(∇if (x) + r′i (xi))(yi − xi)

]
≥ 0

例：F(x) = 1
2 (x

2
1 + x2

2) + |x1|+ |x2|
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更一般的分块问题形式

结合上面3个问题的回答，我们只考虑具有如下形式的问题：

min
x∈X

F(x1, x2, · · · , xs) = f (x1, x2, · · · , xs) +

s∑
i=1

ri(xi),

▶ X是函数的可行域，自变量x拆分成s个变量块x1, x2, · · · , xs，每个变量块xi ∈ Rni．

▶ 函数f是关于x的可微函数，每个ri(xi)关于xi是适当的闭凸函数，但不一定可微．

▶ 目标函数F的性质体现在f，每个ri以及自变量的分块上．通常情况下，f对于所有变
量块xi不可分，但单独考虑每一块自变量时，f有简单结构；ri只和第i个自变量块有
关，因此ri在目标函数中是一个可分项．

▶ 求解该问题的难点在于如何利用分块结构处理不可分的函数f．
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问题形式

▶ 分组LASSO模型：参数x = (x1, x2, · · · , xG) ∈ Rp 可以分成G组，且{xi}G
i=1中只有少

数的非零向量．

min
x

1
2n
∥b− Ax∥2

2 + λ

G∑
i=1

√
pi∥xi∥2.

▶ K-均值聚类问题的等价形式：

min
Φ,H

∥A− ΦH∥2
F,

s.t. Φ ∈ Rn×k,每一行只有一个元素为1，其余为0,
H ∈ Rk×p.

▶ 低秩矩阵恢复: 设b ∈ Rm是已知的观测向量，A是线性映射．

min
X,Y

1
2
∥A(XY)− b∥2

2 + α∥X∥2
F + β∥Y∥2

F,

其中α, β > 0为正则化参数．
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问题形式

▶ 非负矩阵分解：设M是已知张量，考虑求解如下极小化问题：

min
A1,A2,··· ,AN≥0

1
2
∥M− A1 ◦ A2 ◦ · · · ◦ AN∥2

F +
N∑

i=1

λiri(Ai),

其中“◦”表示张量的外积运算．

▶ 字典学习：设A ∈ Rm×n为n个观测，每个观测的信号维数是m，现在我们要从A中学
习出一个字典D ∈ Rm×k和系数矩阵X ∈ Rk×n：

min
D,X

1
2n∥DX − A∥2

F + λ∥X∥1,

s.t. ∥D∥F ≤ 1.

在这里自变量有两块，分别为D和X，此外对D还存在球约束∥D∥F ≤ 1．
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挑战和难点

▶ 函数f关于变量全体一般是非凸的，这使得问题求解具有挑战性

▶ 应用在非凸问题上的算法收敛性不易分析，很多针对凸问题设计的算法通常会失效
（例如后面第18页的反例）

▶ 目标函数的整体结构十分复杂，变量的更新需要很大计算量

▶ 目标: 发展一种更新方式简单且有全局收敛性（收敛到稳定点）的有效算法
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变量划分

▶ 分块坐标下降法更新方式：按照x1, x2, · · · , xs的次序依次固定其他(s− 1)块变量极小
化F，完成一块变量的极小化后，它的值便立即被更新到变量空间中，更新下一块
变量时将使用每个变量最新的值．

▶ 变量划分
X k

i = {x ∈ Rni | (xk
1, · · · , xk

i−1, x, xk−1
i+1 , · · · , xk−1

s ) ∈ X}.

▶ 辅助函数
f k
i (xi) = f (xk

1, · · · , xk
i−1, xi, xk−1

i+1 , · · · , xk−1
s ),

其中xk
j表示在第k次迭代中第j块自变量的值，函数f k

i 表示在第k次迭代更新第i块变量
时所需要考虑的目标函数的光滑部分．
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变量更新方式

在每一步更新中，通常使用以下三种更新格式之一：

xk
i = argmin

xi∈X k
i

{
f k
i (xi) + ri(xi)

}
, (1)

xk
i = argmin

xi∈X k
i

{
f k
i (xi) +

Lk−1
i

2
∥xi − xk−1

i ∥2
2 + ri(xi)

}
, (2)

xk
i = argmin

xi∈X k
i

{
⟨ĝk

i , xi − x̂k−1
i ⟩+ Lk−1

i

2
∥xi − x̂k−1

i ∥2
2 + ri(xi)

}
, (3)

▶ Lk
i > 0为常数

▶ 在更新格式(3)中，x̂k−1
i 可以采用外推定义：

x̂k−1
i = xk−1

i + ωk−1
i (xk−1

i − xk−2
i ), (4)

其中ωk
i ≥ 0为外推的权重，ĝk

i
def
== ∇f k

i (x̂
k−1
i )为外推点处的梯度．

▶ 在(4)式中取权重ωk
i = 0即可得到不带外推的更新格式，此时计算(3)等价于进行一次

近似点梯度法的更新．在(3)式使用外推是为了加快分块坐标下降法的收敛速度．
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算法格式

Algorithm 1分块坐标下降法Block Coordinate descent(BCD)

1: 初始化：选择两组初始点(x−1
1 , x−1

2 , · · · , x−1
s ) = (x0

1, x0
2, · · · , x0

s )．
2: for k = 1, 2, · · · do
3: for i = 1, 2, · · · do
4: 使用格式(1)或(2)或(3)更新xk

i．
5: end for
6: if满足停机条件 then
7: 返回(xk

1, xk
2, · · · , xk

s)，算法终止．
8: end if
9: end for

▶ 三种格式都有其适用的问题，特别是子问题是否可写出显式解

▶ 在每一步更新中，三种迭代格式对不同自变量块可以混合使用，不必仅仅局限于一
种．
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算法格式

▶ BCD算法的子问题可采用三种不同的更新格式，这三种格式可能会产生不同的迭代
序列，可能会收敛到不同的解，坐标下降算法的数值表现也不相同．

▶ 格式(1)是最直接的更新方式，称为交替极小化算法，它严格保证了整个迭代过程的
目标函数值是下降的．然而由于f的形式复杂，子问题求解难度较大．在收敛性方
面，格式(1)在强凸问题上可保证目标函数收敛到极小值，但在非光滑（如第7页）
非凸问题上（第18页）不一定收敛．

▶ 格式(2) (3)则是对格式(1)的修正，称为交替近似极小化算法1，不保证迭代过程目
标函数的单调性，但可以改善收敛性结果．使用格式(2)可使得算法收敛性在函
数F为非严格凸时有所改善．

▶ 格式(3)，称为交替近似线性极小化算法2,实质上为目标函数的一阶泰勒展开近似，
在一些测试问题上有更好的表现，可能的原因是使用一阶近似可以避开一些局部极
小值点．此外，格式(3)的计算量很小，比较容易实现．而且收敛条件很弱，非凸非
光滑（可分时）均可收敛。

1Attouch et al. 2013:Proximal alternating minimization and projection methods for nonconvex problems
2Bolte et al. 2014:Proximal alternating linearized minimization for nonconvex and nonsmooth problems
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例子：二元二次函数

考虑二元二次函数的优化问题

min f (x, y) = x2 − 2xy + 10y2 − 4x− 20y.

故采用格式(1)的分块坐标下降法为

xk+1 = 2 + yk, yk+1 = 1 +
xk+1

10
.

下图描绘了当初始点为 (x, y) = (0.5, 0.2)时的迭代点轨迹，可以看到在进行了7次迭代后
迭代点与最优解已充分接近．

0 2 4 6

1

2
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迭代格式(1)不收敛反例

值得注意的是，对于非凸函数f (x)，分块坐标下降法可能失效．Powell在1973年就给出
了一个使用格式(1)但不收敛的例子:

F(x1, x2, x3) = −x1x2 − x2x3 − x3x1 +

3∑
i=1

[(xi − 1)2
+ + (−xi − 1)2

+],

其中(xi − 1)2
+的含义为先对(xi − 1)取正部再平方．设ε > 0，初始点取为

x0 =
(
−1− ε, 1 +

ε

2
,−1− ε

4

)
,

容易验证迭代序列满足

xk = (−1)k · (−1, 1,−1) + (−1
8
)k ·
(
−ε, ε

2
,− ε

4

)
,

这个迭代序列有两个聚点(−1, 1,−1)与(1,−1, 1)，但这两个点都不是F的稳定点．

注1.
该例子失效的原因是，假设1不成立。如果要满足假设1,迭代格式(1)需要每个坐标方向
的严格拟凸性a。

aGrippo, Luigi, and Marco Sciandrone. "On the convergence of the block nonlinear Gauss–Seidel method
under convex constraints." Operations research letters 26.3 (2000): 127-136.
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LASSO问题求解

下面介绍如何使用分块坐标下降法来求解LASSO问题

min
x

µ∥x∥1 +
1
2
∥Ax− b∥2.

将自变量x记为x =
[
xi, x̄⊤i

]⊤,其中x̄i为x去掉第i个分量而形成的列向量．而相应地，矩
阵A在第i块的更新记为A =

[
ai Āi

]
,其中Āi为矩阵A去掉第i列而形成的矩阵．

在第i块的更新中考虑格式(1)。做替换ci = b− Āix̄i，原问题等价于

min
xi

fi(xi)
def
== µ|xi|+

1
2
∥ai∥2xi

2 − aT
i cixi.

可直接写出它的最小值点

xk
i = argmin

xi

fi(xi) =


aT

i ci−µi
∥ai∥2 , aT

i ci > µ,
aT

i ci+µi
∥ai∥2 , aT

i ci < −µ,
0, 其他.
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非负矩阵分解

考虑最基本的非负矩阵分解问题

min
X,Y≥0

f (X, Y) =
1
2
∥XY −M∥2

F.

可以计算梯度
∂f
∂X

= (XY −M)YT,
∂f
∂Y

= XT(XY −M).

注意到在格式(3)中，当ri(X)为凸集示性函数时即是求解到该集合的投影，因此得到分块
坐标下降法如下：

Xk+1 = max{Xk − tx
k(X

kYk −M)(Yk)T, 0},

Yk+1 = max{Yk − ty
k(X

k)T(XkYk −M), 0},

其中tx
k, ty

k是步长，
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字典学习

minD,X
1
2n∥DX − A∥2

F + λ∥X∥1 +
µ
2 ∥D∥

2
F.

▶ 当固定变量D时，考虑函数

fD(X) =
1

2n
∥DX − A∥2

F + λ∥X∥1.

使用格式(3)．通过直接计算可得fD(X)中光滑部分的梯度为

G =
1
n

DT(DX − A),

因此格式(3)等价于

Xk+1 = proxtkλ∥·∥1

(
Xk − tk

n
(Dk)T(DkXk − A)

)
,

其中tk为步长．
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字典学习

minD,X
1
2n∥DX − A∥2

F + λ∥X∥1 +
µ
2 ∥D∥

2
F.

▶ 当固定变量X时，考虑函数

fX(D) =
1
2n
∥DX − A∥2

F +
µ

2
∥D∥2

F.

使用格式(1)．计算关于DT的梯度为

∇DT fX(D) =
1
n

X(XTDT − AT) + µDT,

令梯度为零向量，可得
D = AXT(XXT + nµI)−1.

因为X ∈ Rk×n，其中k≪ n，所以XXT是一个比较小的矩阵，可以方便地求出它的
逆．故格式(1)等价于

Dk+1 = A(Xk+1)T(Xk+1(Xk+1)T + nµI)−1.
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最大割问题的非凸松弛

最大割问题

(半定松弛) min ⟨C,X⟩ ,
s.t. Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n,

X ⪰ 0.

(非凸松弛) min
〈
C,VTV

〉
,

s.t. vi ∈ Rp, ∥vi∥ = 1, i = 1, 2, · · · , n,

V = [v1, v2, · · · , vn].

▶ 比较两种松弛方式可知，非凸松弛通过引入分解X = VTV并限制V的每一列的ℓ2范数
为1，将半定松弛中的X对角线元素为1以及X半正定的约束消去了．

▶ 这两个问题一般不等价，当p充分大时二者等价．实际计算中通常选取一个较小
的p．
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最大割问题的非凸松弛

矩阵V是按列分成n块的，考虑格式(1)为例，取定i，固定其余vj

Tr





C11 · · · C1i · · · C1n
.
.
.

. . .
.
.
.

. . .
.
.
.

Ci1 · · · Cii · · · Cin

.

.

.
. . .

.

.

.
. . .

.

.

.
Cn1 · · · Cni · · · Cnn





vT
1 v1 · · · vT

1 vi · · · vT
1 vn

.

.

.
. . .

.

.

.
. . .

.

.

.
vT

i v1 · · · vT
i vi · · · vT

i vn

.

.

.
. . .

.

.

.
. . .

.

.

.
vT

n v1 · · · vT
n vi · · · vT

n vn




,

根据以上矩阵分块示意图可知和vi有关的部分为

CiivT
i vi +

∑
j ̸=i

(Cij + Cji)vT
i vj.

由于约束∥vi∥ = 1，上式中第一项是常数。最终在第i步子问题是：

min fi(vi) =
(∑

j̸=i

CjivT
j

)
vi, s.t.∥vi∥ = 1.

其解为：vi = −

(∑
j ̸=i

Cjivj

)
/

∥∥∥∥∥∑j ̸=i
Cjivj

∥∥∥∥∥ .
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问题定义

原问题：

min
w∈Rd

P(w) =
1
n

n∑
i=1

ϕi(wT xi) +
λ

2
∥w∥2

这里x1, . . . , xn是Rd给定的向量，ϕ1, . . . , ϕn 是单变量凸函数, and λ > 0是给定的正则化
参数。

例子：给定{yi}n
i=1, yi ∈ R是对应数据xi的标签，

▶ SVMs: ϕi(a) = max{0, 1− yia} (L-Lipschitz)
▶ Regularized logistic regression: ϕi(a) = log(1 + exp(−yia))
▶ Ridge regression: ϕi(a) = (a− yi)

2 (smooth)
▶ Regression: ϕi(a) = |a− yi|
▶ Support vector regression: ϕi(a) = max{0, |a− yi| − ν}
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对偶问题

原问题：

min
w∈Rd

P(w) =
1
n

n∑
i=1

ϕi(wT xi) +
λ

2
∥w∥2

对偶问题表述为:

max
α∈Rn

D(α) =
1
n

n∑
i=1

−ϕ∗
i (−αi)−

λ

2

∥∥∥∥∥ 1
λn

n∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥
2

其中ϕ∗
i (u) = maxz(zu− ϕi(z))是ϕi 的共轭函数。

不同的共轭函数ϕ∗
i 对应不同训练数据yi. 他们关于对偶变量是坐标可分的。

结论：如果凸函数ϕi的梯度∇ϕi是L−Lipschitz连续的，那么ϕ∗
i 是1/L强凸的。
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对偶间隙

原问题：

min
w∈Rd

P(w) =
1
n

n∑
i=1

ϕi(wT xi) +
λ

2
∥w∥2

对偶问题:

max
α∈Rn

D(α) =
1
n

n∑
i=1

−ϕ∗
i (−αi)−

λ

2

∥∥∥∥∥ 1
λn

n∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥
2

▶ 设原问题最优解为w∗,对偶问题最优解为α∗

▶ 定义w(α) = 1
λn

∑n
i=1 αixi，已知w(α∗) = w∗.

▶ 由对偶定理可知：

P(w∗) = D(α∗), 且∀w, α, P(w) ≥ D(α).

▶ 定义对偶间隙:
P(w(α))− D(α)
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SDCA算法3

SDCA算法步骤如下:
1 随机选择一个训练样本i.
2 对偶问题进行精确线搜索，找到∆αi:

max−ϕ∗
i (−(αt−1,i +∆αi))−

λn
2

∥∥∥∥wt−1 +
1
λn

∆αixi

∥∥∥∥2

3 更新对偶变量αt 和原始变量wt:

αt ← αt−1 +∆αiei, wt ← wt−1 +
1
λn

∆αixi

4 当对偶间隙足够小时终止。

▶ 第一步选取指标i，可以按照顺序选取,此时该算法为，求解对偶问题的分块坐标上
升法。

▶ 第2步的子问题，关于∆αi是强凸的，很多情况有闭式解。

3Shalev-Shwartz, Shai, and Tong Zhang. "Stochastic dual coordinate ascent methods for regularized loss
minimization." Journal of Machine Learning Research 14.1 (2013).
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该算法相对于随机梯度下降法(SGD)（后一讲）有如下优势：
▶ 如果原始问题是光滑的，SDCA在对偶间隙上比SGD有更快的线性收敛速度。
▶ 如果原始问题是非光滑的，SDCA的对偶间隙收敛速度是次线性的。
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随机优化算法

陈士祥

中国科学技术大学

致谢：本教案部分参考北京大学文再文教授《最优化与建模》



本节要点

▶ 随机梯度法的基本格式，如何应用到有限求和形式问题上. 第24、28-30页
▶ 无放回采样的训练方式：29页
▶ 一般凸问题的SGD算法收敛,第48页

Shixiang Chen (USTC) Stochastic Algorithms 2 / 50



提纲

1 背景

2 随机梯度下降算法
随机梯度下降算法
动量方法

3 收敛性分析
强凸且光滑问题的随机梯度方法

Shixiang Chen (USTC) Stochastic Algorithms 3 / 50



动机

▶ 机器学习一词通常用于描述任何涉及数据操作的任务。

▶ 机器学习的确切含义难以明确，因为相关的术语如数据挖掘、数据分析、人工智能
或大数据也指涉到处理数据和学习过程。

▶ 本节中强调数据相关任务与优化之间的联系，尽管主要关注机器学习，但更广义上
属于数据科学范畴。

▶ 机器学习的双重目标：
1 模式提取：从数据中提取模式，着眼于数据的统计特性。
2 信息应用：利用这些数据模式来进行推断或对未知数据进行预测。
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机器学习：一般形式

▶ 关注于将输入映射到准确的输出：寻找合适的映射ϕ :输入→输出。
▶ 强调通过风险最小化来近似预期风险。

▶ 损失函数有助于处理模型输出与真实输出之间的差异。
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机器学习

图像处理：

=狗

自然语言处理：

好好学习，天天向上 =study hard and make progress every day
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监督学习模型

▶ 假定(a, y)服从概率分布P，其中a为输入，y为标签．
▶ 假设我们数据集中的样本来自联合分布p(a, y)。我们寻求一个预测函数ϕ，使得期望
风险较小，其中：

R(ϕ) := P(ϕ(a) ̸= y) = E[1(ϕ(a) ̸= y)]

这里1(·)表示事件的指示函数。在实际中，我们很少知道数据的分布，只能访问分
布的一个样本集{(ai, yi)}N

i=1。在这种情况下，我们可以通过考虑定义为

RN(ϕ) :=
1
N

N∑
i=1

1(ϕ(ai) ̸= yi)

的经验风险来量化我们在这个数据集上的预测效果。与期望风险函数不同，经验风
险函数通常可以计算，因为它对应于可用的数据点。通过基于大数定律的论证，可
以确保在样本足够多的情况下，经验风险与期望风险之间的差异可以以高概率被控
制。
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监督学习模型：损失函数

▶ 然而上述损失函数RN(ϕ)是非连续函数，难以优化。

▶ 我们引入L(·, ·)表示损失函数，使得

1(ϕ(a) ̸= y) ≈ L(ϕ(a), y)

▶ L的例子如
▶ ℓ2损失函数

L(ŷ, y) =
1
2
∥ŷ − y∥2

2

▶ 若ŷ, y ∈ Rd为概率分布（即各分量和为1的向量），则可定义互熵损失函数

L(ŷ, y) =
d∑

i=1

ŷi log
ŷi

yi
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监督学习模型

实际中为了缩小目标函数的范围，需要将ϕ(·)参数化为ϕ(·; x, b)．ϕ参数化的例子如

▶ 线性函数
ϕ(a) = a⊤x + b;

线性函数的参数为x, b．
▶ 深度神经网络

ϕ0(a) = a

ϕl(a) = Wlϕl−1(a) + bl,

ϕ(a) = ϕL(a).

其中ϕ(·)为非线性激活函数．深度神经网络的参数为Wl与bl．
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例：线性模型

通过最小二乘法解决最佳拟合问题。给定数据{(ai, yi)}i=1,...,N ,其中ai ∈ Rd, yi ∈ R

Figure:线性模型数据散点图

▶ 我们定义线性模型使得对任何a ∈ Rd，我们有ϕ(a) = aT x + b。
▶ 通过平方误差(aT

i x + b − yi)
2 评估数据拟合度，并通过优化算法求解模型。损失函数

为：

1
N

N∑
i=1

(aT
i x + b − yi)

2
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例：神经网络 I

然而，线性模型太简单了，复杂问题需要更精巧的模型。

Figure:非线性模型数据散点图
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例：神经网络-分段线性函数逼近

𝑎

𝑦

有界区间上的分段线性函数 = 常数+一些类似于 函数的组合

Figure:分段线性函数
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例：神经网络-Sigmoid函数

何种函数形如 ？

𝑦 = 𝑐
1

1 + exp(− 𝑤𝑎 + 𝑏 )
= 𝑐 sigmoid(𝑤𝑎 + 𝑏)

Sigmoid 函数复合线性变换：

Figure:分段线性函数

Shixiang Chen (USTC) Stochastic Algorithms 17 / 50



−10.0 −7.5 −5.0 −2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y

Effect of w on the Sigmoid Function

w=0.5
w=1
w=2
w=5

−10.0 −7.5 −5.0 −2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y

Effect of b on the Sigmoid Function

b=0.5
b=1
b=2
b=5

−10.0 −7.5 −5.0 −2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
x

0

1

2

3

4

5

y

Effect of c on the Sigmoid Function

c=0.5
c=1
c=2
c=5

Shixiang Chen (USTC) Stochastic Algorithms 18 / 50



神经网络：总结

一维线性模型：
ŷ = b + wa

更为复杂的分段线性模型：(n称之为神经元个数，为神经网络的“宽度”)

ŷ = b +

n∑
i=1

cisigmoid(wia + bi)

多维线性模型：
ŷ = b + w⊤a,w ∈ Rd

更为复杂的分段线性模型：

ŷ = b +
n∑

i=1

cisigmoid(w⊤
i a + bi),wi ∈ Rd

定理 (Universal approximation Theorem; G. Cybenko,1989)

Let C([0, 1]d) denote the set of all continous function [0, 1]d → R, let σ be any sigmoidal
activation function then the finite sum of the form f (x) =

∑n
i=1 ciσ(w⊤

i a + bi) is dense in
C([0, 1]d).
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例：神经网络-单层神经网络

…

𝑎ଵ

𝑎ଶ

𝑎ௗ

…

𝑦ଵ

𝑦ଶ

𝑦୬-ଵ

𝑦௡

𝑤ଵ

𝑤௡

𝑦௜ = sigmoid(𝑤௜
்𝑎 + 𝑏௜)

单层神经网络：

output

Figure:单层神经网络
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多层感知机

上述结论中sigmoid函数可以被替换为更一般的激活函数，同时可以构造更“深层”的复合
函数逼近函数。更深层的网络可以减小网络的“宽度”。上述过程可用下图表示:

y
(0)
1

y
(0)
2

...

y
(0)
p

y
(1)
1

y
(1)
2

...

y
(1)

m(1)

. . .

. . .

. . . y
(L)
1

y
(L)
2

...

y
(L)

m(L)

y
(L+1)
1

y
(L+1)
2

...

y
(L+1)
q

输入层
第一隐藏层 第 L 隐藏层

输出层

Figure:带p个输入单元和q个输出单位的(L + 2)层感知机的网络图，第l个隐藏层包含m(l)个神经
元．
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神经网络的损失函数如下：

▶ 第l层,给定前一层的激活值y(l−1) :

y(l) = ϕ(W(l), b(l); y(l−1)) = ϕ(W(l)y(l−1) + b(l)) (1)

▶ 也可使用ReLU作为激活函数，得到第l层的激活值

y(l) = ReLU(W(l)y(l−1) + b(l)) (2)

▶ 对于最后一层，我们使用softmax函数得到类概率：

softmax(y(L+1)
i ) =

ey(L+1)
i∑q

j=1 ey(L+1)
j

(3)

其中，q是输出类别的数量。
▶ 在所有数据上，计算网络预测与实际标签之间差异的交叉熵损失函数：

CE(y, ŷ) = − 1
N

N∑
i=1

q∑
j=1

yi,j log(softmax(y(L)
i,j )) (4)
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神经网络模型具有以下两个特征：（1）参数维度非常大；（2）训练样本数量N非常
大。表1和表2给出了一些经典的数据集和模型大小。模型规模和数据集大小制约了训
练效率，大模型的训练有可能花费数天甚至数月时间。优化器的选择直接影响模型的训
练效率。本课程中，我们将探讨常用的模型训练优化器。

Table:大数据集数据量

数据集 数据集大小

Cifar10, Cifar100 60000张图像
ImageNet 约1400万张图像
MS Coco 约33万张图像

GPT-3 45TB

Table:大模型参数量

模型名称 参数量

VGG16 1.4亿
ResNet50 2500万

DenseNet-201 2000万
GPT-3 1750亿
GPT-4 1.8万亿

网络上爆料的GPT-4训练成本：一次的训练的成本为6300万美元，OpenAI训
练GPT-4的FLOPS约为2.15e25，在大约25000个A100上训练了90到100天，利用率
在32%到36%之间。
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监督学习模型:总结

▶ 用经验风险来近似期望风险，即要求解下面的极小化问题：

min
x

1
N

N∑
i=1

L(ϕ(ai; x), yi) ≈ E(a,y)∼P̂[L(ϕ(a; x), y)]. (5)

▶ 记
fi(x) = L(ϕ(ai; x), yi)

则只需考虑如下随机优化问题：

min
x∈Rn

f (x) def
==

1
N

N∑
i=1

fi(x), (6)

问题(6)也称为随机优化问题的有限和形式．
▶ 随机算法主要思路：由于数据规模巨大，计算目标函数的梯度非常困难，但是通过
采样的方式只计算部分样本的梯度来进行梯度下降，也能达到非常好的数值表现，
而每步的运算量却得到了极大的减小．
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梯度下降算法

▶ 下面为了讨论方便，先假设(6)中每一个fi(x)是凸的、可微的．
▶ 可以运用梯度下降算法

xk+1 = xk − αk∇f (xk), (7)

来求解原始的优化问题．

▶ 在迭代格式(7)中，

∇f (xk) =
1
N

N∑
i=1

∇fi(xk).

要计算这个梯度必须计算出所有的∇fi(xk)然后将它们相加．

▶ 然而在机器学习中，采集到的样本量是巨大的，因此计算∇f (xk)需要非常大的计算
量．使用传统的梯度法求解机器学习问题并不是一个很好的做法．更别提牛顿算法
这样的二阶算法。
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随机梯度下降算法(SGD)

▶ SGD的基本迭代格式为
xk+1 = xk − αk∇fsk (x

k), (8)

其中sk是从{1, 2, · · · ,N}中随机等可能地抽取的一个样本，αk称为步长．在机器学习
和深度学习领域中，更多的时候被称为学习率(learning rate)．

▶ 通过对比(7)式和(8)式可知，随机梯度算法不去计算全梯度∇f (xk)，而是从众多样本
中随机抽出一个样本si，然后仅仅计算这个样本处的梯度∇fsk (x

k)，以此作
为∇f (xk)的近似．

▶ 在全梯度∇f (xk)的表达式中含系数1/N，而迭代格式(8)中不含1/N．这是因为我们
要保证随机梯度的条件期望恰好是全梯度，即

Esk [∇fsk (x
k)|xk] = ∇f (xk).
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小批量随机梯度法：Mini-batch SGD

▶ 实际计算中每次只抽取一个样本sk的做法比较极端，常用的形式是小批量
（mini-batch）随机梯度法．

▶ 每次迭代中，随机选择一个元素个数为B的集合Ik ⊂ {1, 2, · · · ,N}，然后执行迭代
格式

xk+1 = xk − αk

B

∑
s∈Ik

∇fs(xk),

其中B为Ik中的元素个数．该选取方式为有放回采样。
▶ 实际中，通常采用无放回采样方式选取小批量，该方案比有放回采样效果更好。

1 无放回采样也叫做随机洗牌（random shuffling），因为可以先将所有的数据集随机排
序，即下标1, 2, . . . ,N有一个新的排序σ1, ..., σN ,每批次训练数据按照新的排序，依次选
择长度为B的子集。

2 过完所有的数据，叫做一个epoch。因此训练中1个epoch可以使得模型见完所有数据。
3 理论上也可以证明random shuffling(RS)收敛速度更快。123

1Shamir, Ohad. "Without-replacement sampling for stochastic gradient methods." Advances in neural
information processing systems 29 (2016). 证明RS不比无放回慢

2Gürbüzbalaban, Mert, Asu Ozdaglar, and Pablo A. Parrilo. "Why random reshuffling beats stochastic
gradient descent." Mathematical Programming 186 (2021): 49-84.证明RS渐进地比无放回快

3Haochen, Jeff, and Suvrit Sra. "Random shuffling beats SGD after finite epochs." International Conference
on Machine Learning. PMLR, 2019.证明有限步后RS比无放回快。
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随机次梯度法

▶ 当fi(x)是凸函数但不一定可微时，我们可以用fi(x)的次梯度代替梯度进行迭代．这
就是随机次梯度算法．

▶ 它的迭代格式为
xk+1 = xk − αkgk, (9)

其中αk为步长，gk ∈ ∂fsk (x
k)为随机次梯度，其期望为真实的次梯度．
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动量方法

▶ 传统的梯度法在问题比较病态时收敛速度非常慢，随机梯度下降法也有类似的问
题．为了克服这一缺陷，可以将重球法拓展到随机梯度法中。其思想是在算法迭代
时一定程度上保留之前更新的方向，同时利用当前计算的梯度调整最终的更新方
向．

▶ 动量方法的具体迭代格式如下：

vk+1 = µkvk − αk∇fsk (x
k), (10)

xk+1 = xk + vk+1. (11)

在计算当前点的随机梯度∇fsi(x
k)后，我们并不是直接将其更新到变量xk上，而是将

其和上一步更新方向vk做线性组合来得到新的更新方向vk+1．
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动量方法

▶ 由动量方法迭代格式立即得出当µk = 0时该方法退化成随机梯度下降法．在动量方
法中，参数µk的范围是[0, 1)，通常取µk ≥ 0.5,神经网络训练中通常µk = 0.9，其含
义为迭代点带有较大惯性，每次迭代会在原始迭代方向的基础上做一个小的修正．

▶ 在普通的梯度法中，每一步迭代只用到了当前点的梯度估计，动量方法的更新方向
还使用了之前的梯度信息．

▶ 当许多连续的梯度指向相同的方向时，步长就会很大，这从直观上看也是非常合理
的．
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动量方法

图11比较了梯度法和动量方法的表现．可以看到普通梯度法生成的点列会在椭圆的短轴
方向上来回移动，而动量方法生成的点列更快收敛到了最小值点．

−10 −5 0 5 10
−4

−2

0

2

4 梯度下降法

动量方法

Figure:动量方法在海瑟矩阵病态条件下的表现
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动量方法

在梯度类算法中，很容易陷入局部最优，虽然有学者认为在高维情况中很难遇到局部最
优，但动量法可能会是一个跳出局部最优的解决方案。
《三体：死神永生》

(a) AD 1453。君士坦丁堡和奥斯曼
帝国战争

(b) 女巫狄奥伦娜得到四维时空碎
片

(c) 取出了密封在圣索菲亚大教堂地
基深处的圣杯，把圣杯换成了一串
新鲜的葡萄

Figure: generated by DALL·E

高维度的情况我们无法计算！
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Figure:图片来源：Hung-yi Lee , Machine Learning(2017) : Gradient Descent、Tips for training
DNN
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Nesterov加速算法

▶ 假设f (x)为光滑的凸函数．针对凸问题的Nesterov加速算法为

yk+1 = xk + µk(xk − xk−1)

xk+1 = yk − αk∇f (yk)

▶ 针对光滑问题的Nesterov加速算法迭代的随机版本为

yk+1 = xk + µk(xk − xk−1), (12)

xk+1 = yk+1 − αk∇fsk (y
k+1), (13)

其中µk =
k−1
k+2，步长αk是一个固定值或者由线搜索确定．

▶ 可以看出，二者的唯一区别为随即版本将全梯度∇f (yk)替换为随机梯度∇fsk (y
k+1)．
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Nesterov加速算法与动量方法的联系

▶ 若在第k步迭代引入速度变量vk = xk − xk−1，再合并原始Nesterov加速算法的两步
迭代可以得到

xk+1 = xk + µk(xk − xk−1)− αk∇fk(xk + µk(xk − xk−1)).

▶ 定义有关vk+1的迭代式

vk+1 = µkvk − αk∇fk(xk + µkvk),

▶ 于是得到关于xk和vk的等价迭代：

vk+1 = µkvk − αk∇fsk (x
k + µkvk),

xk+1 = xk + vk+1.

▶ 二者的主要差别在梯度的计算上．Nesterov加速算法先对点施加速度的作用，再求
梯度，可以理解为对标准动量方法做了校正．
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假设

考虑最小化问题minx F(x) := E[f (x; ξ)]，其中：
▶ F 是µ-强凸且L-光滑的。
▶ g(xt; ξt)是给定{ξ0, . . . , ξt−1}的∇F(xt)的无偏估计。

▶ 对于所有的x，随机梯度的方差是有界的：

E
[
∥g(x; ξ)∥2

2

]
≤ σ2

g + cg∥∇F(x)∥2
2
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固定步长的收敛性

定理18.1 (强凸问题的SGD收敛性；固定步长): 在上一页的假设下，如果ηt ≡ η ≤ 1
Lcg

,
那么SGD的迭代序列{xt}t=1,...满足:

E[F(xt)− F(x∗)] ≤
ηLσ2

g

2µ
+ (1 − ηµ)t[F(x0)− F(x∗)] (14)

请参考Bottou, Curtis, Nocedal ’18 4 (定理4.6)以获得证明。

4Bottou, Léon, Frank E. Curtis, and Jorge Nocedal. "Optimization methods for large-scale machine learning."
SIAM review 60.2 (2018): 223-311.
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固定步长SGD的影响

E[F(xt)− F(x∗)] ≤
ηLσ2

g

2µ
+ (1 − ηµ)t[F(x0)− F(x∗)]

在一开始有快速（线性）收敛：

▶ 接近x∗ 的某个邻域—梯度的噪声阻碍了进一步的收敛。
▶ 当梯度计算无噪声（即σg = 0）时，它线性地收敛到最优点。
▶ 较小的步长η 提供了更好的收敛点。

解决方案：运行固定步长的SGD；当收敛停滞时，减小步长并继续SGD。
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具有递减步长的SGD的收敛性

定理18.2 (强凸问题的SGD收敛性；递减步长): 假设F 是µ-强凸的，并且满足条
件(14)且cg = 0。如果ηt =

θ
t+1 对某个θ > 1

2µ，那么SGD:

E[∥xt − x∗∥2
2] ≤

cθ
t + 1

其中cθ = max

{
2θ2σ2

g
2µθ−1 , ∥x0 − x∗∥2

2

}
.

该定理说明使用步长O(1/t)时，收敛速度为O(1/t).
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定理18.2的证明:

使用SGD更新规则，我们有：

∥xt+1−x∗∥2
2 = ∥xt−ηtg(xt; ξt)−x∗∥2

2 = ∥xt−x∗∥2
2−2ηt(xt−x∗)⊤g(xt; ξt)+η2

t ∥g(xt; ξt)∥2
2 (15)

因为xt 独立于ξt，应用双期望定理得到：

E[(xt − x∗)⊤g(xt; ξt)] = E[E[(xt − x∗)⊤g(xt; ξt)|ξ1, . . . , ξt−1]] (16)

= E[(xt − x∗)⊤∇F(xt)]

由强凸性质，
(xt − x∗)⊤(∇F(xt)−∇F(x∗)) ≥ µ∥xt − x∗∥2 (17)

结合(15), (16)和(17)以及(14) (当cg = 0)得到：

E[∥xt+1 − x∗∥2
2] ≤ (1 − 2µηt)E[∥xt − x∗∥2

2] + η2
t σ

2
g (18)

采用ηt =
θ

t+1 并用归纳法完成证明（练习！）
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SGD的强凸时的最优性

根据Nemirovski, Yudin ’835, Agarwal等’116 和Raginsky, Rakhlin ’117 的研究：在最小
化强凸函数时，没有算法在进行t次查询到含噪声的一阶函数信息能够实现比 1

t 更好的精
确度。
结论：使用递减步长的ηt ≈ 1

t 是最优的。

5”Problem complexity and method efficiency in optimization,” A. Nemirovski, D. Yudin, Wiley, 1983.
6”Information-theoretic lower bounds on the oracle complexity of stochastic convex optimization,” A. Agarwal,

P. Bartlett, P. Ravikumar, M. Wainwright, IEEE Transactions on Information Theory, 2011.
7”Information-based complexity, feedback and dynamics in convex programming,” M. Raginsky, A. Rakhlin,

IEEE Transactions on Information Theory, 2011
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凸问题的随机梯度方法

当我们失去强凸性时情况如何？

▶ 最小化F(x) := E[f (x; ξ)]，其中F 是凸的。
▶ 对于所有的x，有E[∥g(x; ξ)∥2

2] ≤ σ2
g。

▶ g(xt; ξt)是给定{ξ0, . . . , ξt−1}的∇F(xt)的无偏估计。

假设我们返回一个加权平均x̃t :=
∑t

k=0 ηkxk∑t
j=0 ηj

。
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定理18.3：在第上一页的假设下，有：

E[F(x̃t)− F(x∗)] ≤
1
2E[∥x0 − x∗∥2

2] +
1
2σ

2
g
∑t

k=0 η
2
k∑t

k=0 ηk

如果ηt ≈ 1√
t，则：

E[F(x̃t)− F(x∗)] ≈ log t√
t
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定理18.3的证明

备注：这与次梯度方法的收敛性分析非常相似。
由F 的凸性，我们有F(x) ≥ F(xt) + (x − xt)

⊤∇F(xt)。
这与(15)和(16)一起表明：

2ηkE[F(xk)− F(x∗)] ≤ E[∥xk − x∗∥2
2]− E[∥xk+1 − x∗∥2

2] + η2
kσ

2
g

对k = 0, . . . , t求和得到：

t∑
k=0

2ηkE[F(xk)−F(x∗)] ≤ E[∥x0−x∗∥2
2]−E[∥xt+1−x∗∥2

2]+σ2
g

t∑
k=0

η2
k ≤ E[∥x0−x∗∥2

2]+σ2
g

t∑
k=0

η2
k

令vt =
ηt∑t

k=0 ηk
，得到：

t∑
k=0

vkE[F(xk)− F(x∗)] ≤
1
2E[∥x0 − x∗∥2

2] +
1
2σ

2
g
∑t

k=0 η
2
k∑t

k=0 ηk

由F 的凸性，我们得出：

E[F(x̃t)− F(x∗)] ≤
1
2E[∥x0 − x∗∥2

2] +
1
2σ

2
g
∑t

k=0 η
2
k∑t

k=0 ηk

这证明了使用加权平均x̃t 可以在凸问题中实现有效的收敛。
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随机梯度算法的收敛性

上述定理11.2表明对于强凸函数，随机梯度下降法的收敛速度可以达到O(1/K)．定
理11.3表明非光滑凸函数有O(1/

√
K).对于一般的凸函数随机梯度算法也有一定的收敛

性，为此我们在下表比较随机算法和普通算法的复杂度．

Table:梯度下降法的算法复杂度

f凸(次梯度算法) f可微强凸 f可微强凸且L-光滑
随机算法 O

( 1
ε2

)
O

( 1
ε

)
O

( 1
ε

)
普通算法 O

(
N
ε2

)
O

(
N
ε

)
O

(
N ln

( 1
ε

))
▶ 在前两种情况下，即f凸(次梯度算法) f可微强凸, SGD比梯度法要更快。这是因为
每次仅需计算一个样本的梯度，达到相同的收敛阶。

▶ 在f可微强凸且L-光滑时，如果求解精度不需太高，

1
ε
< N ln

(
1
ε

)
时，SGD也比梯度法更快。该条件很容易在大数据场景下满足.
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随机梯度法-2

陈士祥

中国科学技术大学



本节要点

▶ 了解Adam优化器的思想
▶ 理解SAG、SAGA、SVRG降低方差的原理
▶ 了解随机梯度法的收敛结果，相较于全梯度法的优势
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Outline

1 自适应步长方法
学习率设置
批量大小（batch size)

2 方差减小技术
SAG算法和SAGA算法
SVRG算法
与SDCA的联系

3 其他方法
非凸光滑问题的降方差方法
优化器与泛化性
人工智能搜索优化器
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AdaGrad

▶ 在一般的随机梯度法中，调参是一个很大的难点．我们希望算法能在运行的过程
中，根据当前情况自发地调整参数．

▶ 对无约束光滑凸优化问题，点x是问题的解等价于该点处梯度为零向量．但梯度的每
个分量收敛到零的速度是不同的．传统梯度算法只有一个统一的步长αk来调节每一
步迭代，它没有针对每一个分量考虑．

▶ 当梯度的某个分量较大时，可以推断出在该方向上函数变化比较剧烈，要用小步
长；当梯度的某个分量较小时，在该方向上函数比较平缓，要用大步
长．AdaGrad1就是根据这个思想设计的．

1Duchi, J., Hazan, E., & Singer, Y. (2011). Adaptive subgradient methods for online learning and stochastic
optimization. Journal of Machine Learning Research, 12(Jul), 2121-2159.
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Figure:图片来源：Hung-yi Lee , Machine Learning(2017) : Gradient Descent、Tips for training
DNN
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AdaGrad

▶ 令gk = ∇fsk (x
k)，为了记录整个迭代过程中梯度各个分量的累积情况，引入向量

Gk =

k∑
i=1

gi ⊙ gi.

从Gk的定义可知Gk的每个分量表示在迭代过程中，梯度在该分量处的累积平方和．
当Gk的某分量较大时，我们认为该分量变化比较剧烈，因此应采用小步长，反之亦
然．

▶ 因此AdaGrad的迭代格式为

xk+1 = xk − α√
Gk + ε1n

⊙ gk, (1)

Gk+1 = Gk + gk+1 ⊙ gk+1, (2)

这里 α√
Gk+ε1n

中的除法和求根运算都是对向量每个分量分别操作的（下同），α为初

始步长，引入ε1n这一项是为了防止除零运算．

▶ ε = 10−6, 10−8是通常的选择。
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AdaGrad

▶ 优点：可以看到AdaGrad的步长大致反比于历史梯度累计值的算术平方根，所以梯
度较大时步长下降很快，反之则下降较慢，这样做的效果是在参数空间更平缓的方
向上，前后两次迭代的距离较大，因此适合梯度是稀疏的情况．

▶ 缺点：在凸优化问题中AdaGrad有比较好的理论性质，但实际应用中也发现在训练
深度神经网络模型时，从训练开始就积累梯度平方会导致步长过早或过多减小．从
而使得训练过早停止。
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AdaGrad的收敛阶

▶ 如果在AdaGrad中使用真实梯度∇f (xk)，那么AdaGrad也可以看成是一种介于一阶
和二阶的优化算法．

▶ 考虑f (x)在点xk处的二阶泰勒展开：

f (x) ≈ f (xk) +∇f (xk)⊤(x− xk) +
1
2
(x− xk)⊤Bk(x− xk),

我们知道选取不同的Bk可以导出不同的优化算法．AdaGrad是使用一个对角矩阵来
作为Bk．具体地，取

Bk =
1
α

Diag(
√

Gk + ε1n)

时导出的算法就是AdaGrad．
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RMSProp

▶ RMSProp2（root mean square propagation）是对AdaGrad的一个改进，该方法在
非凸问题上可能表现更好．AdaGrad会累加之前所有的梯度分量平方，这就导致步
长是单调递减的，因此在训练后期步长会非常小，计算的开销也较大．

▶ RMSProp提出只需使用离当前迭代点比较近的项，同时引入衰减参数ρ．具体地，
令

Mk+1 = ρMk + (1− ρ)gk+1 ⊙ gk+1,

再对其每个分量分别求根，就得到均方根(root mean square)

Rk =
√

Mk + ε1n, (3)

最后将均方根的倒数作为每个分量步长的修正．

2Tieleman, T., & Hinton, G. (2012). Lecture 6.5-rmsprop: Divide the gradient by a running average of its
recent magnitude. COURSERA: Neural networks for machine learning, 4(2), 26-31.
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RMSProp

▶ RMSProp迭代格式为：

xk+1 = xk − α

Rk ⊙ gk, (4)

Mk+1 = ρMk + (1− ρ)gk+1 ⊙ gk+1. (5)

引入参数ε同样是为了防止分母为0的情况发生．一般取ρ = 0.9, α = 0.001．
▶ 可以看到RMSProp和AdaGrad的唯一区别是将Gk替换成了Mk．

最优化算法 (USTC) Advanced stochastic algorithms 10 / 62



Adam

▶ Adam3选择了一个动量项进行更新：

Sk = ρ1Sk−1 + (1− ρ1)gk.

▶ 类似RMSProp，Adam也会记录梯度的二阶矩：

Mk = ρ2Mk−1 + (1− ρ2)gk ⊙ gk.

▶ 与原始动量方法和RMSProp的区别是，由于Sk和Mk本身带有偏差，Adam在更新前
先对其进行修正：

Ŝk =
Sk

1− ρk
1
, M̂k =

Mk

1− ρk
2
,

这里ρk
1, ρ

k
2分别表示ρ1, ρ2的k次方．

▶ Adam最终使用修正后的一阶矩和二阶矩进行迭代点的更新．

xk+1 = xk − α√
M̂k + ε1n

⊙ Ŝk.

3Diederik P. Kingma and Jimmy Ba. Adam: A method for stochastic optimization. In Proceedings of 3rd
International Conference on Learning Representations, 2015.
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AMSGrad

▶ Adam是目前最为常用的优化器,然而对某些凸优化问题其并不收敛4

▶ AMSGrad对Adam进行了修正，得到了有收敛保证的算法。不过在实际大部分神经
网络训练中，Adam的表现仍然最优。

▶ 此外，还有其他算法对Adam进行改进，例如AdaFactor5

▶ NLP训练中，抛弃Adam里边的动量。CV模型很多时候要靠“SGD+动量”来炼出最优效果
来，自适应学习率优化器通常训练不出最好的效果。但对于NLP模型来说，情况有点相
反

▶ 对额外内存需求的矩阵Mk做低秩矩阵分解，进一步减小内存占用。

4Reddi, Sashank J., Satyen Kale, and Sanjiv Kumar. "On the Convergence of Adam and Beyond."
International Conference on Learning Representations. 2018.

5Shazeer, Noam, and Mitchell Stern. "Adafactor: Adaptive learning rates with sublinear memory cost."
International Conference on Machine Learning. PMLR, 2018.

最优化算法 (USTC) Advanced stochastic algorithms 12 / 62



步长/学习率设置

虽然AdaGrad、Adam等算法一定程度缓解了步长的设置，但是实际中步长参数仍然很
大程度影响训练效果。
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Cyclical学习率6

LR Range Test :第一个区域中学习率太小以至于损失几乎没有减少，第二个区域里损失
收敛很快，最后一个区域中学习率太大以至于损失开始发散。

6Smith, Leslie N. "Cyclical learning rates for training neural networks." 2017 IEEE winter conference on
applications of computer vision (WACV). IEEE, 2017.
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Cyclical学习率

▶ 让学习率在合理范围内[lr,max lr]进行周期性变化，这样实际上能以更少的步骤提高
模型的准确率。

▶ 鞍点位置的梯度较小，因此小的学习率使模型在训练后期遍历这些鞍点时会很慢。
通过在后期提高学习率，可以帮助模型更有效地摆脱鞍点。
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SGDR7

▶ Transformer模型训练常用的策略
▶ 重启动是优化中常见的方法，例如无梯度算法、共轭梯度法、Nesterov加速法
▶ SGDR周期性的热启动学习率，

7Loshchilov, Ilya, and Frank Hutter. "SGDR: Stochastic Gradient Descent with Warm Restarts." International
Conference on Learning Representations. 2016.
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批量大小

Figure:来
源：https://towardsdatascience.com/gradient-descent-algorithm-and-its-variants-10f652806a3

▶ 批量越小，噪音越大
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Figure: batchsize={8, 16, ..., 2048}测试误差以及训练时间。来源8

▶ 批量越大，训练越快，达到计算资源并行瓶颈
▶ 批量越大，测试误差越大。
▶ 一般认为，小批量所携带的噪声，有助于逃离鞍点，以及泛化性能较差的局部极小
值（锐度较大的点）

8https://wandb.ai/ayush-thakur/dl-question-bank/reports/What-s-the-Optimal-Batch-Size-to-Train-a-Neural-
Network—VmlldzoyMDkyNDU
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Figure:小批量和大批量对比。来源9

9https://speech.ee.ntu.edu.tw/ hylee/ml/ml2021-course-data/small-gradient-v7.pdf
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大批量训练方案:调整步长

Figure:不同层的参数与梯度比值不同，调整不同层的学习率η = γ
∥w∥

∥∇L(w)∥：
10

▶ Adam版本，Lamb算法11

▶ 各种技巧12 13 14
10You, Yang, Igor Gitman, and Boris Ginsburg. "Scaling sgd batch size to 32k for imagenet training." arXiv

preprint arXiv:1708.03888 6.12 (2017): 6.
11Large Batch Optimization for Deep Learning: Training BERT in 76 minutes (ICLR 2020)
12Extremely Large Minibatch SGD: Training ResNet-50 on ImageNet in 15 Minutes

(https://arxiv.org/abs/1711.04325)
13Stochastic Weight Averaging in Parallel: Large-Batch Training That Generalizes Well

(https://arxiv.org/abs/2001.02312)
14Accurate, large minibatch sgd: Training imagenet in 1 hour (https://arxiv.org/abs/1706.02677)
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梯度下降法与随机梯度下降法的比较

回顾分析梯度下降法与随机梯度下降法的主要区别：

▶ 在强凸性假设下，对梯度下降法有

∆2
k+1 = ∥xk+1 − x∗∥2 = ∥xk − α∇f (xk)− x∗∥2

= ∆2
k − 2α⟨∇f (xk), xk − x∗⟩+ α2∥∇f (xk)∥2

≤ (1− 2αµ)∆2
k + α2∥∇f (xk)∥2

2 (µ-强凸)

≤ (1− 2αµ+ α2L2)∆2
k . (L-光滑)

(6)
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梯度下降法与随机梯度下降法的比较

▶ 对随机梯度下降法，利用条件期望的性质有

E[∆2
k+1] = E[∥xk+1 − x∗∥2

2] = E[∥xk − α∇fsk (x
k)− x∗∥]2

= E[∆2
k ]− 2αE[⟨∇fsk (x

k), xk − x∗⟩] + α2E[∥∇fsk (x
k)∥2]

= E[∆2
k ]− 2αE[⟨∇f (xk), xk − x∗⟩] + α2E[∥∇fsk (x

k)∥2]

≤ (1− 2αµ)E[∆2
k ] + α2E[∥∇fsk (x

k)∥2] (µ-强凸)

= (1− 2αµ)E[∆2
k ] + α2E[∥∇fsk (x

k)−∇f (xk) +∇f (xk)∥2]

≤ (1− 2αµ+ α2L2)E[∆2
k ]︸ ︷︷ ︸

A

+α2E[∥∇fsk (x
k)−∇f (xk)∥2]︸ ︷︷ ︸
B

.

(7)

▶ 可以看到两种算法的主要差别就在B项上，也就是梯度估计的某种方差．它导致了
随机梯度算法只能有O(1/k)的收敛速度．
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方差减小技术

▶ 在许多机器学习的应用中，随机梯度算法的收敛速度更快一些．

▶ 这主要是因为许多应用对解的精度要求不太高，而在开始部分方差较小，即
有B≪ A，那么我们会观察到近似Q-线性收敛速度；

▶ 而随着迭代步数增多，方差增大，最终的收敛速度为O(1/k)．
▶ 为了能获得比较快的渐进收敛速度，我们的主要目标即减少方差项B．下面介绍三
种减小方差的算法：
▶ SAG (stochastic average gradient)
▶ SAGA
▶ SVRG (stochastic variance reduced gradient)

最优化算法 (USTC) Advanced stochastic algorithms 25 / 62



基本思想

假设我们想使用蒙特卡罗方法来估计某随机变量X的均值EX，我们可以很容易的采样一
个样本X,并且可以有效地计算另一个与X 高度相关的随机变量Y 的期望EY。一种降低方
差的方法是使用以下估计器θγ 来近似EX：

θγ = γ(X − Y) + EY γ ∈ [0, 1].

我们有

▶
Eθγ = γEX + (1− γ)EY (8)

▶
Varθγ = γ2[Var(X) + Var(Y)− 2Cov(X, Y)]

▶ 这表明，当γ 从0增大到1,方差增大，但是偏差降低。

随机梯度法中，我们每次仅采样EX的一个估计∇fsk (xk). 这对应在(8)中令γ = 1,是均
值EX = 1

N

∑
i∇fi(xk)的无偏估计，但是方差较大。
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SAG算法

▶ 当迭代接近收敛时，上一步的随机梯度也是当前迭代点处梯度的一个很好的估计．
随机平均梯度法(SAG)15就是基于这一想法．

▶ 在迭代中，SAG算法记录所有之前计算过的随机梯度，再与当前新计算的随机梯度
求平均，最终作为下一步的梯度估计．

▶ 具体来说，SAG算法在内存中开辟了存储N个随机梯度的空间

[gk
1, gk

2, · · · , gk
N ],

分别用于记录和第i个样本相关的最新的随机梯度．在第k步更新时，若抽取的样本
点下标为sk，则计算随机梯度后将gk

sk的值更新为当前的随机梯度值，而其他未抽取
到的下标对应的gk

i保持不变．每次SAG算法更新使用的梯度方向是所有gk
i的平均

值．

15M. Schmidt, N. Le Roux, and F. Bach, Minimizing finite sums with the stochastic average gradient,"
Mathematical Programming, vol. 162, no. 1-2, pp. 83112, 2017.
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SAG算法

▶ 换言之，在每步迭代中，我们先抽样EXk的随机无偏估计∇fsk (x
k),储存的历史随机

梯度视为随机变量Y,则

EYk =
1
N

N∑
i

gk−1
i

▶ 在(8)中令γ = 1
N ,则得到了一个梯度估计：

θk
γ =

1
N
(∇fsk (x

k)− gk−1
sk ) +

1
N

N∑
i=1

gk−1
i , (9)

▶ SAG算法的迭代格式为

xk+1 = xk − αkθ
k
γ = xk − αk

N

N∑
i=1

gk
i

其中gk
i的更新方式为

gk
i =

{
∇fsk (x

k), i = sk,

gk−1
i , 其他,

(10)

这里sk是第k次迭代随机抽取的样本．
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SAG算法

▶ {gk
i }的初值可简单地取为0或中心化的随机梯度向量，

▶ SAG算法每次使用的随机梯度的条件期望并不是真实梯度∇f (xk)，因为

E[θk
γ | everything prior to xk] =

1
N
∇f (xk) + (1− 1

N
)

N∑
i=1

gk−1
i

▶ 但随着迭代进行，随机梯度的期望和真实梯度的偏差会越来越小．
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SAG算法的收敛性

定理 (SAG算法的收敛性)

在强凸性收敛性假设的条件下，取固定步长αk =
1

16L，gk
i的初值取为0，则对任意的k，

有

E[f (xk)]− f (x∗) ≤
(

1−min

{
µ

16L
,

1
8N

})k

C0,

其中常数C0为与k无关的常数．

▶ 优点：SAG每次迭代仅需计算一个随机梯度，有Q-线性收敛速度．
▶ 缺点：SAG算法在于需要存储N个梯度向量，当样本量N很大时，这是一个很大的
开销．因此SAG算法在实际中很少使用．
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SAGA算法

▶ SAGA算法16和SAG算法一样，储存了历史随机梯度。但是(8)中γ = 1.
▶ SAGA算法的迭代方式为

xk+1 = xk − αk

(
∇fsk (x

k)− gk−1
sk +

1
N

N∑
i=1

gk−1
i

)
. (11)

▶ 每次迭代使用的梯度方向都是无偏的，即

E

[
∇fsk (x

k)− gk−1
sk +

1
N

N∑
i=1

gk−1
i

∣∣∣ xk

]
= ∇f (xk).

▶ 但是SAGA对比SAG的方差更大。

16A. Defazio, F. Bach, and S. Lacoste-Julien, SAGA: A fast incremental gradient method with support for
non-strongly convex composite objectives," in Advances in neural information processing systems,pp.
1646-1654, 2014.
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SAGA算法的收敛性

SAGA算法同样有Q-线性收敛速度：

定理 (SAGA算法的收敛性)

在强凸性收敛性假设的条件下，取固定步长αk =
1

2(µN+L)．定义∆k = ∥xk − x∗∥，则对任
意的k ≥ 1有

E[∆2
k ] ≤

(
1− µ

2(µN + L)

)k (
∆2

1 +
N(f (x1)− f (x∗))

µN + L

)
. (12)

如果强凸的参数µ是未知的，也可以取α = 1
3L，有类似的收敛结果．
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SVRG算法

▶ 与SAG算法和SAGA算法不同，SVRG算法17通过周期性缓存全梯度的方法来减小方
差．

▶ 具体做法是在随机梯度下降方法中，每经过m次迭代就设置一个检查点，计算一次
全梯度，在之后的m次迭代中，将这个全梯度作为参考点来达到减小方差的目的．

▶ 令x̃j是第j个检查点，则我们需要计算点x̃j处的全梯度

∇f (x̃j) =
1
N

N∑
i=1

∇fi(x̃j),

在之后的迭代中使用方向vk作为更新方向：

vk = ∇fsk (x
k)− (∇fsk (x̃

j)−∇f (x̃j)), (13)

其中sk ∈ {1, 2, · · · ,N}是随机选取的一个样本．

17Accelerating stochastic gradient descent using predictive variance reduction,” R. Johnson, T. Zhang, NIPS,
2013.
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Algorithm SVRG for finite-sum optimization

for j = 1, 2, . . . do
x̃j ← xj−1

m , and compute ∇F(x̃j) // full gradient

1 Initialize xj
0 ← x̃j

2 for k = 0, . . . ,m− 1 do
// each epoch contains m iterations

3 Choose sk uniformly from {1, . . . ,N}
4 xj

k+1 = xj
k − α

(
∇fsk (x

j
k)−∇fsk (x̃

j) +∇F(x̃j)
)

5 end
end

▶ 算法中，每m步重新计算一个完整的梯度。内层循环完成m步称为一个epoch。
▶ 每个epoch计算2m + n个小梯度。
▶ 相对比SGD，如果m ≥ n,那么计算量只差常数倍，但是收敛速度提高一个阶。
▶ 对比SAG和SAGA，不需要储存梯度表格。
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SVRG算法-无偏估计

▶ 注意到给定s1, s2, · · · , sk−1时xk, x̃j均为定值，由vk的表达式可知

E[vk|s1, s2, · · · , sk−1]

= E[∇fsk (x
k)|xk]− E[∇fsk (x̃

j)−∇f (x̃j)|s1, s2, · · · , sk−1]

= ∇f (xk)− 0 = ∇f (xk),

▶ 当xk ≈ x̃j ≈ x∗时，vk也趋于0.
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SVRG算法-方差

▶ 假设
∥∇fi(x)−∇fi(y)∥ ≤ L∥x− y∥, i = 1, 2, · · · ,N.

▶ 令y = x̃j，x∗为f (x)的最小值点，∆k = ∥xk − x∗∥，则

E
[
∥vk∥2

]
= E

[
∥∇fsk (x

k)− (∇fsk (y)−∇f (y))∥2
]

= E
[
∥∇fsk (x

k)−∇fsk (y) +∇f (y) +∇fsk (x
∗)−∇fsk (x

∗)∥2
]

≤ 2E
[
∥∇fsk (x

k)−∇fsk (x
∗)∥2

]
+ 2E

[
∥∇fsk (y)−∇f (y)−∇fsk (x

∗)∥2
]

≤ 2L2E
[
∆2

k

]
+ 2E

[
∥∇fsk (y)−∇fsk (x

∗)∥2
]

≤ 2L2E
[
∆2

k

]
+ 2L2E

[
∥y− x∗∥2

]
.

(14)

其中第一个不等式是因为∥a + b∥2 ≤ 2∥a∥2 + 2∥b∥2，第二个不等式使用了有关二阶
矩的不等式

E[∥ξ − Eξ∥2] ≤ E[∥ξ∥2].

▶ 所以方差可以被到最优点距离控制
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SVRG算法

▶ 从(14)式看出，若xk和y = x̃j非常接近x∗，梯度估计的方差就很小．
▶ 频繁地更新y可以使得方差更小，但也增加了计算全梯度的次数．
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SVRG算法的收敛性

下面给出SVRG算法的收敛性．这里的收敛性是针对参考点序列{x̃j}而言的．

定理 (SVRG算法的收敛性)

设m为利用每个x̃j更新的次数．设每个fi(x)可微，且梯度L-利普希茨连续；函数f (x)强
凸，强凸参数为µ．取步长α ∈

(
0, 1

2L

]
，并且m充分大使得

ρ =
1

µα(1− 2Lα)m
+

2Lα
1− 2Lα

< 1, (15)

则SVRG算法对于参考点x̃j在函数值期望的意义下有Q-线性收敛速度：

Ef (x̃j)− f (x∗) ≤ ρE[f (x̃j−1)− f (x∗)]. (16)

▶ 若m >
∼

L
µ
= κ,使用常数步长α = O(1/L),那么ρ < 1/2.收敛到Ef (x̃j)− f (x∗) ≤ ϵ需

要计算量为

O((κ+ n) log
1
ϵ
).

▶ 回顾全梯度法需要

O(nκ log
1
ϵ
).

这表明n很大时，SVRG更优。
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定理的证明

▶ 定义∆k = ∥xk − x∗∥．
▶ 对于内层循环，

E[∆2
k+1] = [∥xk+1 − x∗∥2] = E[∥xk − αvk − x∗∥2]

= E[∆2
k ]− 2αE[⟨vk, xk − x∗⟩] + α2E[∥vk∥2]

= E[∆2
k ]− 2αE[⟨∇f (xk), xk − x∗⟩] + α2E[∥vk∥2]

≤ E[∆2
k ]− 2αE[(f (xk)− f (x∗))] + α2E[∥vk∥2].
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▶ 根据fi是凸函数且梯度L−Lipschitz连续，

∥∇fi(x)−∇fi(x∗)∥2 ≤ 2L[fi(x)− fi(x∗)−∇fi(x∗)⊤(x− x∗)].

▶ 对i从1到N进行求和，注意∇f (x∗) = 0：

1
N

N∑
i=1

∥∇fi(x)−∇fi(x∗)∥2 ≤ 2L[f (x)− f (x∗)], ∀x. (17)

▶ 利用(14)式的推导过程可得

E[∥vk∥2] ≤ 2E[∥∇fsk (x
k)−∇fsk (x

∗)∥2] + 2E[∥∇fsk (x̃
j−1)−∇fsk (x

∗)∥2].

对上式右侧第一项，有

E[∥∇fsk (x
k)−∇fsk (x

∗)∥2]

= E[E[∥∇fsk (x
k)−∇fsk (x

∗)∥2|s1, s2, · · · , sk−1]]

= E

[
1
N

N∑
i=1

∥∇fi(xk)−∇fi(x∗)∥2

]
≤ 2LE[f (xk)− f (x∗)],
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▶ 类似地，对右侧第二项，有

E[∥∇fsk (x̃
j−1)−∇fsk (x

∗)∥2] ≤ 2LE[f (x̃j−1)− f (x∗)].

▶ 最终可得对E[∥vk∥2]的估计：

E[∥vk∥2] ≤ 4L(E[f (xk)− f (x∗)] + E[f (x̃j−1)− f (x∗)]).

▶ 将E[∥vk∥2]的上界代入对E[∆2
k+1]的估计，就有

E[∆2
k+1] ≤ E[∆2

k ]− 2αE[f (xk)− f (x∗)] + α2E[∥vk∥2]

≤ E[∆2
k ]− 2α(1− 2αL)E[f (xk)− f (x∗)]

+ 4Lα2E[f (x̃j−1)− f (x∗)].
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▶ 对k从1到m求和，并且注意到x1 = x̃j−1就可以得到

E[∆2
m+1] + 2α(1− 2αL)

m∑
k=1

E[f (xk)− f (x∗)]

≤ E[∥x̃j−1 − x∗∥2] + 4Lα2mE[f (x̃j−1)− f (x∗)]

≤ 2
µ
E[f (x̃j−1)− f (x∗)] + 4Lα2mE[f (x̃j−1)− f (x∗)],

▶ 注意到x̃j = 1
m

∑m
k=1 xk，所以

E[f (x̃j)− f (x∗)]

≤ 1
m

m∑
k=1

E[f (xk)− f (x∗)]

≤ 1
2α(1− 2αL)m

(
2
µ
+ 4mLα2

)
E[f (x̃j−1)− f (x∗)]

= ρE[f (x̃j−1)− f (x∗)].
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回顾：原问题与对偶问题

原问题：（给定数据xi, i = 1, ..., n）

min
w∈Rd

P(w) =
1
n

n∑
i=1

ϕi(wT xi) +
λ

2
∥w∥2

对偶问题:

max
α∈Rn

D(α) =
1
n

n∑
i=1

−ϕ∗
i (−αi)−

λ

2

∥∥∥∥∥ 1
λn

n∑
i=1

αixi

∥∥∥∥∥
2

▶ 设原问题最优解为w∗,对偶问题最优解为α∗

▶ 定义w(α) = 1
λn

∑n
i=1 αixi，已知w(α∗) = w∗.

▶ 由对偶定理可知：

P(w∗) = D(α∗), 且∀w, α, P(w) ≥ D(α).

▶ 定义对偶间隙:
P(w(α))− D(α)
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SDCA算法

SDCA算法步骤如下:
1 随机选择一个训练样本i.
2 对偶问题进行精确线搜索，找到∆αi:

max−ϕ∗
i (−(αt−1,i +∆αi))−

λn
2

∥∥∥∥wt−1 +
1
λn

∆αixi

∥∥∥∥2

3 更新对偶变量αt 和原始变量wt:

αt ← αt−1 +∆αiei, wt ← wt−1 +
1
λn

∆αixi

4 当对偶间隙足够小时终止。
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SDCA-dual free 18

当函数ϕ不易计算其共轭函数ϕ∗时，SDCA并不易用。SDCA-dual free是一种无需对偶函
数的新算法。令

φi(w) = ϕ(wT xi),∀i.

Algorithm SDCA无对偶版本

Input: 初始化w0 = 1
λn

∑n
i=1 v0,i

6 for k = 0, 1, . . . do
7 从{1, . . . , n}中随机等概率选择ik

8 ∆k ← −ηλn (∇φik (wk) + νk,ik )
9 νk+1,i ← νk,i +∆k1{i = ik} // 只更新第ik 个坐标

10 wk+1 ← wk +
1
λn∆k

由初始化方式，以及更新公式，在新算法中，我们仍有原始-对偶变量的关系：

wk =
1
λn

n∑
i=1

νk,i, ∀k ≥ 0 (18)

18”SDCA without duality, regularization, and individual convexity,” S. Shalev-Shwartz, ICML, 2016.
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直观理解

▶ 原问题最优条件：每个ν∗
i 都等于−∇φi(w∗)，对所有i成立。

▶ 通过修改的更新规则，对对偶变量和随机梯度进行凸组合：

νk+1,ik ← (1− ηλn)νk,ik + ηλn (−∇φik (xk))

当它收敛时，它将满足上述最优条件。

▶ SDCA（无对偶性）的更新规则可以整理如下：

wk+1 = wk − η (∇φik (wk) + νk,ik )
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▶ 可以直接验证这是一个无偏的梯度估计。
期望梯度为：

E[∇φik (wk) + νk,ik ] =
1
n

n∑
i=1

(∇φi(wk) + νi,k)
(18)
= ∇P(wk)

▶ 随着我们逐渐接近最优点，可以证明∇φi(wk) + νi,k 的方差将趋于0。
▶ 故SDCA-dual free也是一种方差缩减的随机梯度法。
▶ 缺点：仍需要存储n个向量vk,i, i = 1, . . . , n.
▶ 优点：在强凸时可以证明与SVRG相似的复杂度，也可拓展到求解非凸光滑问题。
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递归随机梯度估计SARAH19

递归/自适应更新梯度估计的关键思想：

gt = ∇fi(xt)−∇fi(xt−1) + gt−1 (19)

xt+1 = xt − ηgt (20)

需要计算2个随机梯度。

与SVRG的比较（在整个epoch中使用固定点处的梯度）:

gt = ∇fi(xt)−∇fi(xold) +∇F(xold)

19”SARAH: A novel method for machine learning problems using stochastic recursive gradient,” L. Nguyen, J.
Liu, K. Scheinberg, M. Takac, ICML, 2017
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SARAH

对于许多（例如强凸）问题，递归梯度估计gt 可能迅速衰减（方差下降；偏差上升）。

▶ gt 可能会迅速偏离目标梯度∇F(xt)

▶ gt 不能保证足够的下降，导致进展停滞

解决方案：每隔几次迭代重置gt 以与真实批梯度校准。

Algorithm随机递归梯度算法（SARAH）
初始化：设定迭代次数S
for s = 1, 2, . . . , S do
设置初始点xs

0 ← xs−1
m+1 并计算gs

0 = ∇F(xs
0)

xs
1 = xs

0 − ηgs
0

for t = 1, . . . ,m do
从{1, . . . , n}中均匀选择it

gs
t = ∇fit (x

s
t )−∇fit (x

s
t−1) + gs

t−1

xs
t+1 = xs

t − ηgs
t

end
end
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梯度估计的偏差

与SVRG不同，gt 并不是∇F(xt)的无偏估计。
期望公式如下：

E[gt |在xt 之前的所有信息] = ∇F(xt)−∇F(xt−1) + gt−1

虽然这不等于∇F(xt)，但如果我们平均掉所有随机性，我们有（数学归纳法）：

E[gt] = E[∇F(xt)]

这表示，在平均意义上，gt 可以看作是对∇F(xt)的无偏估计。所
以SARAH与SAG、SAGA也不相同。
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SARAH

定理19.1（Nguyen等，201920）
假设每个fi 是L-平滑的。那么当η ≤ 1

L
√

m 时，SARAH算法满足：

1
(m + 1)S

S∑
s=1

m∑
t=0

E
[
∥∇F(xs

t )∥2
]
≤ 2

η(m + 1)S

[
F(x0

0)− F(x∗)
]

▶ 其中，(设置m ≈ n，η ≈ 1
L
√

m )寻找ε-近似稳定点的迭代复杂度（即∥∇F(x)∥ ≤ ε）

为：

O
(

n +
L
√

n
ε2

)
是有限求和形式非凸情况下的最优复杂度。

▶ 该结果比全梯度法和SGD相比更优(O( Ln
ε2 ))，此结果也由Fang等人在2018年针对一

个类似SARAH的算法“Spider”推导出，并由Wang等人在2019年针
对“SpiderBoost”进行了改进。

20Nguyen, Lam M., et al. "Finite-sum smooth optimization with SARAH." Computational Optimization and
Applications 82.3 (2022): 561-593.
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总结

对于有限求和问题

min f (x) =
1
N

N∑
i=1

fi(x)

计算单个梯度的收敛复杂度如下表：

Table:梯度类算法复杂度

f凸(次梯度算法) 21 f可微强凸且L-光滑22 f非凸且L-光滑23

SGD O
( 1
ε2

)
O
( 1
ε

)
O( 1

ϵ4 )

全梯度（GD） O
(

N
ε2

)
O
(
Nκ ln

( 1
ε

))
O(N 1

ϵ2 )

Nesterov加速梯度 - O
(
N
√
κ ln

( 1
ε

))
-

SAG/SAGA - O((κ+ N) ln(1/ϵ)) -
SVRG - O((κ+ N) ln(1/ϵ)) O(N + N2/3/ϵ2)

SARAH/Spider - - O(N +
√

N/ϵ2)

21f (x) − f (x∗) ≤ ϵ
22f (x) − f (x∗) ≤ ϵ
23∥∇f (x)∥ ≤ ϵ
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SAM:24 Sharpness Aware Minimization

▶ 谷歌团队提出的SAM优化器，旨在提高训练结果的泛化能力。
▶ 研究者认为，局部极小点如果锐度很高，那么其泛化性较差。

24Foret, Pierre, et al. "Sharpness-aware Minimization for Efficiently Improving Generalization." International
Conference on Learning Representations. 2020.
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SAM

▶ 假设期望损失为LD(w),经验损失为LS(w). 那么以高概率有25

LD(w) ≤ max
∥ϵ∥2≤ρ

LS(w + ϵ) + h(
∥w∥2

2

ρ
)

其中h为某严格单调递增函数, ρ为参数，通常取0.05或0.1。
▶ 可将上式右侧改写为

[ max
∥ϵ∥2≤ρ

LS(w + ϵ)− LS(w)]

衡量sharpness

+ LS(w) + h(
∥w∥2

2

ρ
)

▶ 故，我们最小化右端，用λ∥w∥2
2代替h( ∥w∥2

2
ρ

)，得到如下min-max问题(可以将l2球变
为一般的lp球)：

min
w

LSAM
S (w) + λ∥w∥2

2, 这里 LSAM
S := max

∥ϵ∥p≤ρ
LS(w + ϵ)

25见Foret, Pierre, et al. 2020,定理1
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SAM

▶ 关于ϵ极大化问题难以求解，做一阶泰勒展开

ϵ∗(w) = arg max
∥ϵ∥p≤ρ

LS(w + ϵ) ≈ arg max
∥ϵ∥p≤ρ

LS(w) + ϵT∇wLS(w)

▶ 故有近似解

ϵ̂(w) = ρ sign(∇wLS(w))
|∇wLS(w)|q−1

(∥∇wLS(w)∥q
q)1/p

▶ 令p = 2,则SAM算法迭代如下： ϵt(w) = ρ ∇wLS(wt)
∥∇wLS(wt)∥2

wt+1 = wt − αt(∇LS(wt + ϵt(w)) + λwt)
随机梯度法，亦可使用Adam等

(21)

其中∇LS(wt + ϵt(w)) ≈ ∇wLS(w) |wt+ϵt(w)

▶ 优点：SAM可以提高泛化能力(通常提高1%左右)；缺点：每次迭代需要计算2次梯
度。
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LION26(EvoLved Sign Momentum)

▶ 谷歌团队将优化算法的发现定义为程序搜索。他们在一个既无限又稀疏的程序空间
内部署高级搜索技术，利用进化算法以及如热启动和重启的技术提高效率。

26Chen, Xiangning, et al. "Symbolic discovery of optimization algorithms." Advances in Neural Information
Processing Systems 36 (2024).
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LION

▶ LION（演化符号动量）旨在比传统优化器（如Adam）更节省内存，因为它主要跟
踪动量并使用符号操作进行更新。它提供所有维度上均匀的更新幅度，与自适应优
化器不同，后者的更新可能因参数而异。

▶ 在多个领域（包括图像分类、扩散模型和语言建模）中展示了卓越性能，包括在视
觉任务（如ImageNet分类）中准确度提高2%，以及在训练中显著的计算节省（在
某些情况下计算减少高达5倍）。
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机器学习与优化

机器学习(ML) 优化(OPT)

答案作为现有数据给出
没有给出答案，但我们知道如何评

估答案。

ML从数据中学习，以在未来给出答
案

OPT找到具有最佳评估的答案

L2O (Learning to optimize)使用经验来“更快地优化”或“生成更好的解决方案”。
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Classic Optimization vs Learning-to-Optimize

Figure:传统优化器和学习优化对比，图片来源1

1Chen, Tianlong, et al. "Learning to optimize: A primer and a benchmark." Journal of Machine Learning
Research 23.189 (2022): 1-59.
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何时考虑L2O

情况一 情况二

已有很多好的解决方案样例， 有很多好的解决方案样例，
但很难写出好的解析模型 (例如，逆

问题)
或者反复解决类似的优化问题,实际

问题服从某个分布T .
min f (x)但是目标函数建模不够好 min f (x), f ∼ T
L2O通过学习模型或方法找到更好

的解决方案。
L2O通过采取“快速捷径”找到相似

的解决方案。
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基本形式

传统优化算法考虑目标函数：
min f (x)

▶ 考虑梯度下降(GD)迭代：xt+1 = xt − αf (xt)

▶ 引入自由参数：
▶ zt表示t时刻的输入，它包括迭代到t时的所有迭代点和梯度；
▶ xt+1 = xt − g(zt, ϕ),这里使用ϕ参数化g,其表示某个神经网络，例如LSTM

▶ L2O中的目标函数多种多样，例如(Andrychowicz et al’NIPS162):

minEf∈T

[
T∑

t=1

wtf (xt)

]
xt+1 = xt − g(zt, ϕ), t = 1, . . . , T − 1.

f ∈ T表示从优化问题的分布T中采样出函数，wt是权重。

2Learning to learn by gradient descent by gradient descent. In Advances in neural information processing
systems, pages 3981–3989, 2016.
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基于模型vs非基于模型

基于模型(model-based) 非基于模型(model-free)
g以已有的优化方法为基本更新格式

或作为起点
g基于神经网络的通用逼近能力，例
如多层神经网络或循环神经网络

L2O搜索某些参数的最佳值 L2O设置为发现完全新的优化算法
规则，而不参考任何现有更新格式

可以将此L2O以各种方式与经典优
化方法结合

此处的“模型”，并非机器学习中的模型，而是指传统优化算法的某种框架、结构。
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model-free L2O,基于RNN，特别是LSTM

Figure: RNN
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许多无模型L2O使用LSTM

Figure: model-free L2O
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Figure: model-free L2O
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model-free L2O的局限性

model-free L2O中，网络层数是影响效果的重要变量，然而：
▶ 深层网络具有高内存成本

▶ 浅层网络无法运行更多迭代
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model-based L2O

▶ model-free L2O完全利用神经网络寻找新的优化器
▶ model-based L2O受传统优化算法的迭代格式启发，设计独有的L2O
▶ 利用神经网络训练出剩余的参数，因此可以被看成为“半参数化”
▶ 常见的分类：Unrolling, Safeguarding, Plug-and-Play,等
▶ 优点：传统优化算法可能要上百次或几千次迭代收敛，而L2O只需几十层。
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Unrolling

▶ 例：LASSO
min

1
2
∥b − Ax∥2 + λ∥x∥1,

传统方法，需要调整参数λ,使用近似点梯度法（ISTA: iterative shrinkage and
Thresholding Algorithm):

xk+1 = ηλ/L(xk +
1
L

AT(b − Axk))

▶ 将ISTA改写为：
xk+1 = ηθ(W1b + W2xk),

where W1 = 1
L AT , W2 = In − 1

L AT A, θ = λ/L.

Figure: From 3

3Chen, Xiaohan, et al. "Theoretical linear convergence of unfolded ISTA and its practical weights and
thresholds." Advances in Neural Information Processing Systems 31 (2018).
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Figure: From 4

▶ 将传统算法做截断，限制为K次迭代，端到端训练
▶ 可以减少参数而不会影响性能(Chen et al. NeurIPS’18 & Liu et al. ICLR’19)
▶ 在逆问题、PDE和图模型中已很常见，且取得了成功

4Chen, Xiaohan, et al. "Theoretical linear convergence of unfolded ISTA and its practical weights and
thresholds." Advances in Neural Information Processing Systems 31 (2018).
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挑战：

▶ 展开长度：更多层K带来更好性能但训练困难；
▶ 容量：仅在非常少的情况下可以理论证明其效果(Liu et al’ICLR18)；
▶ 可训练性：缺乏性能保证；

▶ 泛化：但测试问题的数据，不服从训练数据分布时，L2O会失效。当L2O失败时该
怎么办？
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Safe-guarding

▶ (Heaton et al.20) L2O收敛性可通过引入“能量”E来保证

xk+1 =

{
L2O update zk if Et(zk) ≤ Et(xk)

Classic update T(xk) otherwise

▶ 当L2O未能降低能量时，传统的优化算法迭代T 将在该迭代中接管
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测试案例：从噪声测量中恢复稀疏向量

给定观测bq,假设其由如下方式生成

bq = Ax∗q + ϵq

其中，x∗q是稀疏的真实信号，ϵq是噪声

▶ 固定A；改变稀疏向量和噪声
▶ 训练损失是相对于真实信号的平方损失：∥xK − x∗q∥2

▶ 展开至16层
▶ 定义归一均方误差：NMSE(Normalized Mean Squared Error):

NMSEdB(xK , x∗q ) = 10 log10(∥xK − x∗q∥2/∥x∗q∥2)
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Figure:图片来源5

5Chen, Tianlong, et al. "Learning to optimize: A primer and a benchmark." Journal of Machine Learning
Research 23.189 (2022): 1-59.
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与传统优化方法比较

▶ 传统LASSO模型的解记为：

xLasso
q = argmin

x
fq(x), where fq(x) =

1
2
∥b − Ax∥2 + λ∥x∥1.

▶ 定义相对误差

Rf ,Q(x) =
Eq∼Q[fq(x)− f ∗q ]

Eq∼Q[f ∗q ]
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Figure:图片来源6

6Chen, Tianlong, et al. "Learning to optimize: A primer and a benchmark." Journal of Machine Learning
Research 23.189 (2022): 1-59.
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Plug-and-Play：背景

▶ 考虑
min

x
f (x) + γg(x)

▶ 改写为
min

x,y
f (x) + γg(y), s.t. x = y.

▶ ADMM:

xk+1 = Proxβg

(
yk − uk

)
yk+1 = Proxαf

(
xk+1 + uk

)
uk+1 = uk + xk+1 − yk+1.

▶ 在成像中的解释
▶ 步骤1：带噪声图像→减少噪声的图像. Proxβg可以看为去噪器
▶ 步骤2：不一致→更一致的数据
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非邻近去噪器

▶ SOTA去噪器是某些函数的代理操作：
▶ NLM, BM3D, CNN

▶ 但仍有解释：
Hσ : noisy image → less noisy image

▶ 问题：如何集成到如ADMM的迭代中？
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Plug-and-Play

▶ (Venkatakrishnan et al’GlobalSIP13) PnP ADMM：

xk+1 = Proxβg

(
yk − uk

)
xk+1 = Hσ

(
yk − uk

)
yk+1 = Proxαf

(
xk+1 + uk

)
⇒ yk+1 = Proxαf

(
xk+1 + uk

)
uk+1 = uk + xk+1 − yk+1 uk+1 = uk + xk+1 − yk+1.

▶ 即插：训练好的去噪器Hσ插入已有的算法中。
▶ 即用：在新的任务中直接使用。

▶ 实际表现惊人地出色！
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示例：超分辨率
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▶ 优点：
▶ 无限深度（展开长度不是问题）
▶ 具有收敛保证(Ryu et al’ICML19)如果

▶ I − Hσ 是Lipschitz
▶ f 是强凸的

▶ 局限：
▶ 先训练去噪器Hσ在插入（训练非端到端）
▶ 好的泛化性无法解释
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总结

▶ 学习优化是一种新型优化范式,由数据驱动。
▶ 在以下情况下有用：

▶ 使用数据改进建模和方法
▶ 使用数据找到优化捷径
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