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第一章 绪论与预备内容

1.1 绪论
对于控制方程——偏微分方程（组）进行初步分类：

• 线性 PDE：在方程中关于所有未知函数及其偏导数都是线性的，例如 ut + a(x, t)ux = 0；
• 非线性 PDE：除了线性 PDE 之外的 PDE，例如 ut + uux = 0；拟线性 PDE：在方程中关于
所有未知函数的最高阶偏导数是线性的，例如 ut + uux = uxx。

常见模型方程：
• 对流方程（双曲型方程）
• 波动方程（双曲型方程）
• 热方程（扩散方程）（抛物型方程）
• 泊松方程（抛物型方程）
• 对流扩散方程
• Euler 方程组
• N-S 方程组
• …
控制方程（组）不足以给出实际问题的唯一特解，需要加入一些条件来确定特解，这些条件称

为定解条件，常见的定解条件包括：边界条件、初值条件以及其它条件。边界条件可以简单分为：
• 周期性边界条件
• 非周期性边界条件

(a) Dirichlet 边界条件
(b) Neumann 边界条件
(c) Robin 边界条件

控制方程（组）加上适当的定解条件就得到了定解问题，常见的定解问题包括：
• 初值问题（Cauchy 问题）：PDE(s) + 初值条件；
• 边值问题：PDE(s) + 边界条件;
• 初边值问题：PDE(s) + 初值条件 + 边界条件。

Definition 1.1.1. 称函数 u 是定解问题的（经典）解，如果满足：
• 在区域 Ω 内部，u 具有足够的光滑性以使得 PDE(s) 要求的各阶导数存在且连续，将 u

和它的各阶导数代入 PDE(s) 中，可以使 PDE(s) 成为恒等式；
• 当 Ω 内部的点趋于边界 ∂Ω 时，定解条件所要求的 u 以及它的各阶导数的极限处处存在，
且使定解条件成立。

1



第一章 绪论与预备内容 2

Definition 1.1.2. 称定解问题的解是稳定的，如果定解条件发生微小变化时，相应问题的解也
只会发生微小变化，即：解对于定解条件存在连续依赖关系。

Definition 1.1.3. 称定解问题是适定的，如果解存在唯一，并且关于定解条件是稳定的。

我们只考虑针对适定问题的数值求解，求解偏微分方程数值解的主要步骤包括
1. 时空区域剖分（离散）
2. 偏微分方程（组）离散
3. 定解条件（初值，边界条件）离散
4. 求解离散方程组

根据离散方式的不同，常见的数值方法可以简单分为如下几类：
• 有限差分法
• 有限元方法
• 谱方法
• 其它方法

这里主要讨论有限差分法。

1.2 预备内容
差分算子
考虑格点序列 {xj}j∈Z，其中 xj = j h, (h > 0)，对于定义在格点上的序列 {vj}j∈Z，平移算子

Ep （p ∈ Z）定义为：
(Ep v)j = vj+p

例如 (E1 v)j = vj+1，(E0 v)j = vj，(E−1 v)j = vj−1。基于平移算子可以定义几种基本的差分算子：
• 前差算子 D+ := 1

h
(E1 − E0)；

• 后差算子 D− := 1
h
(E0 − E−1)；

• 中心差算子 D0 :=
1
2h
(E1 − E−1)。

它们都是对 ∂
∂x
的一阶或二阶近似：

D+ eiwxj =
1

h
(eiwh − 1) eiwxj = (iw +O(w2h)) eiwxj

D− eiwxj =
1

h
(1− e−iwh) eiwxj = (iw +O(w2h)) eiwxj

D0 e
iwxj =

1

2h
(eiwh − e−iwh) eiwxj = (iw +O(w3h2)) eiwxj

高阶求导可以通过上述算子的乘积近似，例如定义 D+ D−

(D+ D− v)j = (D− D+ v)j =
1

h2
(E2 v − 2E1 v + E−1 v)j =

1

h2
(vj+1 − 2vj + vj−1)

它是 ∂2

∂x2 的二阶近似

D+ D− eiwxj =
1

h2
(eiwh − 2 + e−iwh) eiwxj = (−w2 +O(w4h2)) eiwxj
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某些情况下还会使用不含 h 的算子，例如

∆+ := E1 − E0

∆− := E0 − E−1

∆0 := E1 − E−1

δ := E1/2 − E−1/2

δ2 := E1 − 2E0 + E−1

有限维空间的内积和范数
考虑 m 维空间 Cm，对应的内积和范数为

(u, v) =
m∑
j=1

ujvj , ∥u∥ =
√
(u, u).

周期性格点函数的内积和范数
将 [a, b] 区间均分成 N +1 个等距子区间，对应 N +1 个节点，空间步长 h = (b− a)/(N +1)。

对于固定的 N 或 h，在这些节点处的函数值属于 CN+1，如果直接定义内积为

(u, v) =
N∑
j=0

ujvj ,

在 h → 0（N → ∞）时上式趋于无穷，无法有效刻画格点函数空间。需要对内积的定义进行调整，
定义离散的内积以及对应的范数为

(u, v)h :=
N∑
j=0

ujvj h, ∥u∥h :=
√
(u, u)h .

显然有
(u, v)h =

N∑
j=0

ujvj h
N→∞−−−−→

∫ b

a

u(x)v(x) dx = (u, v)



第二章 模型方程：一维常系数线性对流/扩散
方程

2.1 一维常系数线性对流/扩散方程的性质
目前只考虑一维问题，采用周期性边界条件，两种方程有如下特点：

• 一维常系数线性对流方程 ut + aux = 0：谐波解，特征线 x − at = constant，有限传播速度，
能量守恒等。

• 一维常系数线性扩散方程 ut = uxx：谐波解，无限传播速度，能量稳定（衰减）等。

2.2 经典格式
直接对 PDE 中的时间导和空间导利用差商近似，就可以得到很多经典格式：FTFS，FTBS，

FTCS，BTFS，BTBS，θ 格式，CN 格式，CTCS 格式等。对这些差分格式有很多种分类方式。
• 可以按照能否直接计算来分类：显格式，隐格式。显格式可以直接计算，而隐格式通常需要联
列求解方程组，单步的计算成本通常更大。大部分显格式是条件稳定的，时间步长受到严格限
制；大部分全隐格式是无条件稳定的，可以选取更大的时间步长。

• 可以按照涉及的时间层来分类：双层格式（单步格式），多层格式（多步格式）等。多层格式
在启动时需要通过其它双层格式的辅助，例如 CTCS 格式可以使用 FTCS 格式来启动。

2.3 基于三角插值的收敛性证明
考虑更一般的单步格式

vn+1
j = Qvnj , v0j = fj , Q :=

s∑
µ=−r

Aµ(∆t,∆x)Eµ,

我们可以在加上一些条件（相容，稳定等）之后，利用 Fourier 级数和三角插值证明双层格式的收
敛性，证明需要如下几个条件：
(a) 初值 f 是分片连续的，可以展开为 Fourier 级数，

f(x) =
1√
2π

∞∑
w=−∞

eiwxf̂(w),
∑
w

|f̂(w)|2 < ∞

并且它的三角插值 IntN f 收敛于 f；

IntN f(x) =
1√
2π

N/2∑
w=−N/2

eiwxf̃(w), lim
N→∞

∥IntN f − f∥ = 0

4
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(b) 差分近似是稳定的，即存在常数 Ks 使得对所有的 ∆t 和 ∆x 有：
sup

0⩽tn⩽T
|Q̂n| ⩽ Ks

(c) 差分近似是相容的，即对于每一个固定的 w，都有：
lim

∆t,∆x→0
sup

0⩽tn⩽T
|Q̂n(w∆x)− eiwtn | = 0

Theorem 2.3.1. 对于有限时间区域 0 ⩽ t ⩽ T，考虑 ∆t,∆x → 0 时，对于差分近似：

vn+1
j = Qvnj , v0j = fj , Q :=

s∑
µ=−r

Aµ(∆t,∆x)Eµ,

若上述三个条件均成立，则差分近似解的三角插值 IntN (vnj ) 收敛于微分方程的解 u，即：

lim
∆t,∆x→0

sup
0⩽tn⩽T

∥u(·, tn)− IntN (vnj )(·)∥ = 0

其中 IntN (vnj ) 定义为

IntN (vnj )(x) =
1√
2π

N/2∑
w=−N/2

eiwxQ̂nf̂(w)

2.4 稳定性与放大因子
考虑双层格式

vn+1
j = Qvnj , v0j = fj ,

取谐波解初值为 fj =
1√
2π
f̂(w)eiwxj，取 vnj = 1√

2π
v̂n(w)eiwxj，vn+1

j = 1√
2π
v̂n+1(w)eiwxj 代入上式，

可以得到 v̂n(w) 与 v̂n+1(w) 的关系，定义放大因子

Q̂ = Q̂(w) :=
v̂n+1(w)

v̂n(w)

那么
v̂n+1(w) = Q̂ v̂n(w) = · · · = (Q̂)n+1 v̂0(w) = (Q̂)n+1 f̂(w)

Definition 2.4.1. 称差分格式 vn+1
j = Qvnj 是（L2 模）稳定的，如果对应的放大因子 Q̂ 满足：

lim
∆t,∆x→0

sup
0⩽tn⩽T

|(Q̂(w))n| ⩽ K(T ), ∀w

如果保证始终有 |Q̂| ⩽ 1（严格的 von Neumann 条件），那么显然格式具有稳定性。
Remark. 多层格式的放大因子和 Fourier 分析比双层格式更复杂，例如对流方程的 CTCS 格式
（蛙跳格式）的稳定性分析。

2.5 相容性与局部截断误差
局部截断误差对应的是相容性，直接将精确解代入差分格式，格式两侧的差值为局部截断误差。

计算工具主要为泰勒展开，具体展开的位置不影响结论。
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Remark. 注意代入局部截断误差的定义不要多乘 ∆t。

通常在 (xj , t
n) 处展开得到的结果形如

τn
j = O((∆x)p + (∆t)q)

此时随着 ∆t,∆x → 0，局部截断误差 τn
j → 0，称格式是无条件相容的。但是也可能存在其它形式

的结果，如果必须假定 ∆x 和 ∆t 在趋于 0 时满足一定约束，则称格式是有条件相容的。例如 LF
格式是有条件相容的：需要固定 λ = ∆t/∆x，随着 ∆t → 0，才有

τn
j = O(∆t+

∆x2

∆t
) = O(∆x) → 0

2.6 收敛性与整体误差
整体误差对应的是收敛性，整体误差定义为数值解和精确解之差，记 enj = vnj − un

j，En =

maxj(|enj |)，收敛性要求随着 ∆x,∆t → 0，有 En → 0。为了证明 En 趋于 0，通常需要在计算局部
截断误差的基础上，在时间上累计，利用不等式进行放缩。

2.7 CFL 条件与迎风格式
对于对流方程，需要考虑数值解依赖区和精确解依赖区的关系，对于对流方程 ut+aux = 0，特

征线方程为 x− at = constant，考虑任意点 P (x, t) 处的精确解 u(x, t)，由过该点的特征线与 t = 0

交点 P0(x0, 0) 的初值决定
u(x, t) = u0(x0), x0 = x− at.

Dp = {P0} = {(x0, 0)} 称为精确解的依赖区。

Definition 2.7.1. 称如下条件为 CFL 条件

精确解依赖区Dp ⊂ 数值解依赖区Np

Remark 2.7.1. 通常可以基于这个条件推出更具体的形如 ∆t ⩽ C∆x 的时间步长限制。

Theorem 2.7.1. CFL 条件是差分格式收敛的必要条件。

Remark. CFL 条件也适用对变系数和非线性双曲问题的数值格式分析，但只是这些格式收敛
的必要条件。

对于对流方程，可以根据特征线来定义迎风格式：
• 迎风格式：特征线方向与模板方向一致的数值格式；
• 逆风格式：特征线方向与模板方向不一致的数值格式。

分析可知，迎风格式是条件稳定的，逆风格式则是无条件不稳定的。
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2.8 不稳定格式的修正
对于对流方程 ut + aux = 0 直接设计的 FTCS 格式无条件不稳定

vn+1
j − vnj

∆t
+ a

vnj+1 − vnj−1

2∆x
= 0

考虑对原方程加入人工黏性项（σ > 0）
ut + aux = σ∆xuxx

离散得到
vn+1
j − vnj

∆t
+ a

vnj+1 − vnj−1

2∆x
= σ∆x

vnj+1 − 2vnj + vnj−1

∆x2

分别取不同的 σ 可以得到 Lax-Friedrich 和 Lax-Wendroff 格式。
(a) Lax-Friedrich 格式：取 σ = ∆x

2∆t
，可以得到

vn+1
j − vnj

∆t
+ a

vnj+1 − vnj−1

2∆x
=

(
∆x2

2∆t

)
vnj+1 − 2vnj + vnj−1

∆x2

计算可得局部截断误差为 O(∆t+ (∆x)2

∆t
)，因此是一个有条件相容的格式。整理可得

vn+1
j − 1

2
(vnj−1 + vnj+1)

∆t
+ a

vnj+1 − vnj−1

2∆x
= 0

这也可以解释为：将 vnj 替换为空间上的平均 1
2
(vnj−1 + vnj+1)。

(b) Lax-Wendroff 格式：取 σ = a2∆t
2∆x
，可以得到

vn+1
j − vnj

∆t
+ a

vnj+1 − vnj−1

2∆x
=

(
a2∆t

2

)
vnj+1 − 2vnj + vnj−1

∆x2

计算可得局部截断误差为 O(∆t2 +∆x2)。对格式整理可得

vn+1
j = vnj +∆t (−a)

(
vnj+1 − vnj−1

2∆x

)
+

∆t2

2
a2
(
vnj+1 − 2vnj + vnj−1

∆x2

)
这也可以解释为精确解 u 关于时间的泰勒展开

u(xj , t
n+1) = u(xj , t

n) + ∆t ut(xj , t
n) +

∆t2

2
utt(xj , t

n)

= u(xj , t
n) + ∆t (−a)ux(xj , t

n) +
∆t2

2
a2 uxx(xj , t

n)

Remark. 虽然都可以解释为添加人工黏性项，但是 LF 格式和 LW 格式的各种性质很不相同：
局部截断误差，耗散色散，是否产生数值振荡等。

对于扩散方程 ut = auxx 直接设计的 CTCS 格式（Richardson 格式）
vn+1
j − vnj−1

2∆t
= a

vnj+1 − 2vnj + vnj−1

∆x2

虽然它具有局部截断误差 O(∆x2 +∆t2)，但是格式却是无条件不稳定的。考虑将 vnj 替换为时间平
均 1

2
(vn−1

j + vn+1
j )，得到 Dufort-Frankel 格式

vn+1
j − vnj−1

2∆t
= a

vnj+1 − (vn−1
j + vn+1

j ) + vnj−1

∆x2

DF 格式的局部截断误差为
O(∆x2 +∆t2 +

∆t2

∆x2
).

因此是一个有条件相容的格式。虽然 DF 格式是显格式，却是无条件稳定的。
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2.9 其它方法构造差分格式
可以通过 PDE 的积分形式来构造差分格式，未知量可以是格点处的函数值或函数在单元的平

均值，选取合适的控制体进行数值积分即可。在构造时常用的数值积分公式包括∫ b

a

f(x) dx = (b− a)f(a) +
(b− a)2

4
f ′(ξ)∫ b

a

f(x) dx =
(b− a)

2
(f(a) + f(b))− (b− a)3

12
f ′′(ξ)∫ b

a

f(x) dx = (b− a)f(
a+ b

2
) +

(b− a)3

24
f ′′(ξ)

尤其注意在推导时积分余项的形式，可能漏了 ∆x 或者 ∆t，例如∫ xj+1/2

xj−1/2

un+1 − un dx = ∆x(un+1
j − un

j ) +O(∆x3∆t).

还可以直接指定离散模板，通过待定系数法构造数值微分/积分公式，进而构造差分格式。

2.10 变系数对流/扩散方程
考虑变系数对流方程

ut + a(x, t)ux = 0

特征线满足
dx(t)

dt
= a(x(t), t)

特征线为一族互不相交的曲线，解沿着特征线不变。
可以直接将常系数对流方程的格式直接推广到变系数对流方程，例如 LF 格式

vn+1
j − 1

2
(vnj−1 + vnj+1)

∆t
+ a(xj , t

n)
vnj+1 − vnj−1

2∆x
= 0

在分析稳定性时可以采用冻结系数法，将系数冻结为某个常数，视作常系数方程进行分析。
考虑变系数扩散方程

ut = b(x, t)uxx, b(x, t) ⩾ ε > 0.

可以直接将常系数扩散方程的格式直接推广到变系数扩散方程。对于守恒型扩散方程

ut = (b(x, t)ux)x

可以在格式构造时考虑方程的守恒性质，例如
vn+1
j − vnj

∆t
=

1

∆x

(
bnj+1/2

vnj+1 − vnj
∆x

− bnj−1/2

vnj − vnj−1

∆x

)

2.11 一阶线性偏微分方程组问题
常系数一阶线性偏微分方程组
考虑方程组

Ut +AUx = 0 (2.1)
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其中 A ∈ Rn×n 是常系数矩阵，未知函数 U : R× R+ → Rn。
可以直接将标量方程的格式推广到方程组，例如 LF 格式

V n+1
j =

1

2
(V n

j−1 + V n
j+1)−

∆t

2∆x
A(V n

j+1 − V n
j−1)

LW 格式
V n+1
j = V n

j − ∆t

2∆x
A(V n

j+1 − V n
j−1) +

∆t2

2∆x2
A2(V n

j+1 − 2V n
j + V n

j−1)

Definition 2.11.1. 称方程组 (2.1) 为双曲型方程组，如果 A 可以相似对角化，并且特征值均
为实数。

A = SΛS−1, Λ = diag(λ1, · · · , λn). (λi ∈ R).

进一步，称方程组 (2.1) 为严格双曲型方程组，如果 A 是双曲型方程组，并且特征值互异。

对于双曲型方程组，可以通过换元使得各个分量解耦：记 W = S−1U , 则 W 满足

Wt + ΛWx = 0

记 |Λ| = diag(|λ1|, · · · , |λn|)，可以得到关于 W 的迎风格式

Wn+1
j = Wn

j − ∆t

2∆x
Λ(Wn

j+1 −Wn
j−1) +

∆t

2∆x
|Λ|(Wn

j+1 − 2Wn
j +Wn

j−1)

如果定义 |A| = S|Λ|S−1，可以等价地改写为

V n+1
j = V n

j − ∆t

2∆x
A(V n

j+1 − V n
j−1) +

∆t

2∆x
|A|(V n

j+1 − 2V n
j + V n

j−1)

变系数一阶线性偏微分方程组
考虑方程组

Ut +A(x, t)Ux = 0 (2.2)

其中 A(x, t) ∈ Rn×n，未知函数 U : R× R+ → Rn。

Definition 2.11.2. 称方程组 (2.2) 为双曲型方程组，如果 A(x, t) 可以相似对角化，并且特征
值均为实数。

A(x, t) = S(x, t)Λ(x, t)S(x, t)−1, Λ(x, t) = diag(λ1(x, t), · · · , λn(x, t)). (λi(x, t) ∈ R)

进一步，称方程组 (2.2) 为严格双曲型方程组，如果 A(x, t) 是双曲型方程组，并且特征值始终
互异。

可以将常系数方程组的格式推广到变系数问题中。



第三章 适定问题

3.1 预备知识
通常只考虑对适定问题的数值求解，这一章明确什么样的问题是适定的。我们考虑的问题默认

都是纯初值问题，定义域为整个空间，并且在空间上的每一个维度都具有 2π 周期，从而可以在分
析时使用 Fourier 方法，考虑谐波解。

Definition. 称问题是适定的，若存在唯一解，并且解关于初值是稳定的，即：存在常数 K,α > 0，
使得

∥u(·, t)∥ ⩽ Keα(t−t0)∥u(·, t0)∥

基本的例子：
1. 对流方程 ut + aux = 0, (a ∈ R) 是适定的；
2. 扩散方程 ut = buxx(b > 0) 是适定的，但是 b < 0 就是不适定的；

直接利用方程计算即可验证。
对于加上低阶项的方程也可以分析，例如

ut = ux + αu, (α ∈ R)

通过变量代换，定义 w = e−αtu，可以得到 w 满足方程 wt = wx，因此原方程是适定的。
对于方程组问题，例如对称双曲方程组

Ut = AUx =

(
0 d

d 0

)
Ux,

可以通过对 A 进行正交相似对角化来简化分析

A = RΛRT , R =
1√
2

(
−1 1

1 1

)
, Λ =

(
−d 0

0 d

)
换元 W = RTU，可以得到 W 满足

Wt = ΛWx =

(
−d 0

0 d

)
Wx,

因此原问题是适定的。再例如考虑非对称双曲方程组

Ut = BUx =

(
0 1

d2 0

)
Ux

通过相似变换
B = DSD−1, D =

(
1 0

0 d

)
, S =

(
0 d

d 0

)

10
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换元 V = D−1U，可以得到 V 满足

Vt = S Vx =

(
0 d

d 0

)
Vx

回到了对称双曲方程组的情形，因此原问题也是适定的。

3.2 一维常系数标量方程的适定性
考虑一维常系数标量方程：周期函数 u : R× R+ → C，常系数 a, b, c ∈ C，满足的 PDE 为ut = auxx + bux + cu,

u(x, 0) = f(x)
(3.1)

Theorem 3.2.1. 问题 (3.1) 是适定的，等价于存在常数 α ∈ R，使得 ∀w，下式成立

Reκ ⩽ α, κ := −aw2 + ibw + c.

对表达式 κ = −aw2 + ibw+ c 进行更具体地分析：c 的取值没有什么影响，主导因素为最高阶
导数项系数 a：

1. 如果 Re(a) > 0，则 Re(κ) = Re(−aw2 + ibw + c) 是关于 w 的开口向下的二次函数，显然存
在有限上界，问题适定；

2. 如果 Re(a) < 0，则 Re(κ) = Re(−aw2 + ibw + c) 是关于 w 的开口向上的二次函数，显然不
存在有限上界，问题不适定；

3. 如果 Re(a) = 0，需要考虑 b 的影响：
(a) 如果 Im(b) ̸= 0，则 Re(κ) = Re(ibw + c) 是关于 w 的一次函数，不存在有限上界，问题
不适定；

(b) 如果 Im(b) = 0，则 Re(κ) = Re(c) 与 w 无关，显然存在有限上界，问题适定。

Definition 3.2.1. 称上述方程 (3.1)是抛物型方程，如果满足 Re(a) > 0。

Theorem 3.2.2. 抛物型方程是适定的。

定理 3.2.1 可以直接推广到一般的一维常系数标量方程
ut =

N∑
j=0

aj
∂ju

∂xj

u(x, 0) = f(x)

(3.2)

其中常系数 aj ∈ C。

Theorem 3.2.3. 问题 (3.2) 是适定的，等价于存在常数 α ∈ R，使得 ∀w，下式成立

Reκ ⩽ α, κ :=
N∑
j=0

aj(iw)
j
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3.3 一维常系数方程组的适定性
3.3.1 双曲型方程组
考虑一维常系数一阶方程组：周期函数 U : R × R+ → Cm，常系数矩阵 A ∈ Cm×m，满足的

PDEs 为 Ut = AUx

U(x, 0) = F (x)
(3.3)

有几个定义和结论：

Definition 3.3.1. 方程组 (3.3) 称为：
1. 弱双曲，如果 A 的特征值全部为实数；
2.（强）双曲，如果 A 具有完备的特征向量（A 可以相似对角化），并且特征值全部为实数；
3. 对称双曲，如果 A 是 Hermite 方阵；（显然也是强双曲）
4. 严格双曲，如果特征值全部为实数，并且互异。（显然也是强双曲）

这几个定义的关系如图 3.1。

Symmetric
hyperbolic

Weakly hyperbolic

Strictly
hyperbolic

Strongly hyperbolic

图 3.1: 双曲型问题的几个定义

Theorem 3.3.1. 问题 (3.3)适定的充要条件为：PDEs为强双曲问题。（弱双曲无法保证适定性）

考虑带非导数项的问题 Ut = AUx +BU

U(x, 0) = F (x)
(3.4)

Theorem 3.3.2. 问题 (3.4)适定的一个充分条件为：PDEs 为强双曲问题。
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3.3.2 抛物型方程组
考虑一维常系数二阶方程组：周期函数 U : R× R+ → Cm，常系数矩阵 A,B,C ∈ Cm×m，满

足的 PDEs 为 Ut = Auxx +BUx + C U =: P U

U(x, 0) = F (x)
(3.5)

Definition 3.3.2. 称方程组 (3.5) 是抛物型的，如果存在常数 δ > 0，使得 A 的所有特征值 λ

都满足 Re λ ⩾ δ。

在对抛物型方程进行适定性分析时，通常需要利用如下结论

Lemma 3.3.3. 下面两个结论等价：
1. 存在常数 δ > 0，使得 A 的所有特征值 λ 都满足 Re λ ⩾ δ；（即抛物的定义）
2. 存在常数 δ′ > 0，使得 A+A∗ ⩾ δ′I。

Theorem 3.3.4. 抛物型问题是适定的。

3.3.3 一般常系数方程组
考虑一般的问题：周期函数 u : Rd × R+ → Cm，满足的 PDEs 为ut = P (

∂

∂x
)u

u(x, 0) = f(x)

(3.6)

这里的 ∂
∂x
是在多重指标意义下的。谐波解形如

Û(w, t) = eP̂ (iw)tF̂ (w)

Remark. 这里的记号 eM 是矩阵指数

eM = I +M +
M2

2!
+

M3

3!
+ · · ·

Theorem 3.3.5. 初值问题 (3.6) 是适定的，等价于存在常数 K,α，使得对于任意 w 都有

|eP̂ (iw)t| ⩽ Keαt

这个充要条件不太实用，但是可以据此推出更好用必要或充分条件。

Theorem 3.3.6 (The Petrovskii condition). 初值问题 (3.6) 适定的必要条件为：存在常数 α，使
得对于任意 w，P̂ (iw) 的任意特征值 λ(w)，都有

Re λ(w) ⩽ α

Proof. 取 P̂ (iw) 的任意特征值 λ(w) 以及对应的单位特征向量 ϕ(w)，满足

P̂ (iw)ϕ(w) = λ(w)ϕ(w), ⇒ eP̂ (iw)tϕ(w) = eλ(w)tϕ(w)
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利用适定性的充要条件可得∣∣eλ(w)t
∣∣ = ∣∣eλ(w)tϕ(w)

∣∣ = ∣∣∣eP̂ (iw)tϕ(w)
∣∣∣ ⩽ Keαt

这表明 ∣∣eλ(w)t
∣∣ 的增长被控制，即实部 Re λ(w) 存在一致的上界。

Theorem 3.3.7. 初值问题 (3.6) 适定的一个充分条件为：P̂ (iw) 始终可以相似对角化，记作

P̂ (iw) = S(w)Λ(w)S−1(w), ∀w

并且满足：
1. 对于相似对角化的变换矩阵 S(w)，存在与 w 无关的常数 K，使得

|S(w)||S−1(w)| ⩽ K, ∀w

2. (The Petrovskii condition) 对于对角阵 Λ(w)，存在与 w 无关的常数 α，使得

Re Λ(w) ⩽ αI, ∀w

Proof.∣∣∣eP̂ (iw)t
∣∣∣ = ∣∣∣eS(w)Λ(w)S−1(w)t

∣∣∣ = ∣∣S(w)eΛ(w)tS−1(w)
∣∣ ⩽ |S(w)|

∣∣eΛ(w)t
∣∣ ∣∣S−1(w)

∣∣ ⩽ Keαt

3.3.4 半有界算子与适定性
仍然考虑的是一般的常系数问题 (3.6)。

Definition 3.3.3. 称算子 P 为半有界算子，如果存在常数 α，使得对任意光滑函数 v(x) 都有

(v, Pv) + (Pv, v) ⩽ 2α(v, v)

其中 (·, ·) 为 L2 内积。

Remark. P 是半有界算子并不意味着 P 自身是有界的。

Theorem 3.3.8. 算子 P 是半有界算子，等价于要求：存在常数 α，使得

P̂ (iw) + P̂ ∗(iw) ⩽ 2αI, ∀w

易知半有界算子可以直接推出问题的适定性：

Theorem 3.3.9. 若 P 是半有界算子，则问题 (3.6)是适定的，并且解满足

∥u(·, t)∥ ⩽ eαt∥u(·, 0)∥

Proof.

d

dt

[
e−2αt(u, u)

]
= e−2αt(

d

dt
(u, u)− 2α(u, u)) = e−2αt [(u, Pu) + (Pu, u)− 2α(u, u)] ⩽ 0
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因此

e−2αt∥u(·, t)∥2 ⩽ ∥u(·, 0)∥2

∥u(·, t)∥ ⩽ eαt∥u(·, 0)∥

还可以通过一个 Hermite 矩阵将半有界算子定义中的 L2 内积和范数进行推广：考虑一个关于
w 的 Hermite 矩阵 Ĥ(w) = Ĥ∗(w)，要求存在与 w 无关的常数 K > 0 使得

1

K
I ⩽ Ĥ(w) ⩽ KI, ∀w

此时可以定义一个新的内积 (·, ·)H 和范数 ∥ · ∥H：

(v1, v2)H :=
∑
w

⟨v̂1(w), Ĥ(w)v̂2(w)⟩, ∥v∥H :=
√

(v, v)H

原本的 L2 内积相当于选择了平凡的单位阵 Ĥ(w) = I。

Definition 3.3.4. 称算子 P 在 H 内积意义下是半有界算子，如果满足存在常数 α，使得对任
意光滑函数 v(x) 都有

(v, Pv)H + (Pv, v)H ⩽ 2α(v, v)H

或者等价于要求 P̂ 满足

Ĥ(w)P̂ (iw) + P̂ ∗(iw)Ĥ(w) ⩽ 2αĤ(w), ∀w

同理可以证明：如果 P 在 H 内积意义下为半有界算子，那么原问题在 H 范数意义下是适定的，又
因为范数等价，在 L2 范数意义下也是适定的。

Theorem 3.3.10. 问题 (3.6)是适定的，等价于可以构造出合适的 Ĥ(w)，使得 P 在 H 内积的
意义下为半有界算子，即：存在常数 K,α > 0，使得

1

K
I ⩽ Ĥ(w) ⩽ KI, , ∀w

Ĥ(w)P̂ (iw) + P̂ ∗(iw)Ĥ(w) ⩽ 2αĤ(w), ∀w
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4.1 相容性
相容性体现的是差分方程对 PDE 的逼近程度，包括逐点相容性和模相容性，逐点相容性主要

通过局部截断误差来衡量。

Definition 4.1.1 (局部截断误差). 对于微分方程 Lu = g 以及对应的差分方程 Lvnj = gnj，定义
在 (xj , t

n) 处的局部截断误差为

τn
j := Lun

j − gnj − (Lu(xj , t
n)− g(xj , t

n)) = Lun
j − gnj

其中 u(x, t) 是满足 PDE 的充分光滑函数。

Definition 4.1.2 (逐点相容性). 称差分格式 Lvnj = gnj 是（无条件）逐点相容的：如果局部截
断误差 τn

j 在 ∆x,∆t → 0 时满足
τn
j → 0.

进一步，称这个格式的局部截断误差阶是 (p, q)：如果存在不可改善的正数 p, q，使得下式成立

τn
j = O((∆x)p + (∆t)q)

Remark. 局部截断误差阶与推导过程无关，选取不同的位置进行泰勒展开会得到相同的结果。

Definition 4.1.3 (模相容性). 对于如下形式的差分格式

V n+1 = QV n +∆tGn

将满足 PDE 的充分光滑函数 U 代入会产生余项 ∆t Tn

Un+1 = QUn +∆tGn +∆t Tn

称差分格式是（无条件）关于模 ∥ · ∥ 相容的：如果随着 ∆x → 0，∆t → 0，有

∥Tn∥ → 0

进一步，称这个格式的 ∥ · ∥ 模相容阶是 (p, q)：如果存在不可改善的正数 p, q，使得下式成立

∥Tn∥ = O((∆x)p + (∆t)q)

16
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4.2 稳定性
稳定性体现的是 PDE 的定解条件（初值，边值）的微小变化对差分方程的近似解的影响（在

某个模的意义下）。

Definition 4.2.1 (稳定性). 对于二层格式

V n+1 = QV n, n ⩾ 0,

其中 Q 为差分算子，V n = (· · · , vn−1, v
n
0 , v

n
1 , · · · )。称该差分格式是关于 ∥ · ∥ 模稳定的，若对于

任意 (x, t)，存在 ∆x0 > 0，∆t0 > 0，K ⩾ 0，β ⩾ 0，使得 ∀ 0 < t = (n+1)∆t，0 < ∆x ⩽ ∆x0，
0 < ∆t ⩽ ∆t0，有

∥V n+1∥ ⩽ Keβt ∥V 0∥

Remark. 上述稳定性定义的要求较弱，有时会采用更加严格的稳定性定义，要求满足 ∥V n+1∥ ⩽
K∥V 0∥，其中 K 与时间无关。

Theorem 4.2.1. 考虑二层格式 V n+1 = QV n，数值解关于 ∥ · ∥ 模稳定的充要条件是：存在
∆x0 > 0，∆t0 > 0，K ⩾ 0，β ⩾ 0，使得 ∀ 0 < t = (n+1)∆t，0 < ∆x ⩽ ∆x0，0 < ∆t ⩽ ∆t0，
有

∥Qn+1∥ ⩽ Keβt

4.3 收敛性
收敛性体现的是满足差分方程的近似解和满足 PDE 的准确解之间的关系，包括逐点收敛和按

模收敛。

Definition 4.3.1 (逐点收敛性). 称差分格式是（无条件）逐点收敛的，如果随着 ∆x, ∆t → 0，
j∆x → x∗，n∆t → t∗，有

vnj → u(x∗, t∗)

Definition 4.3.2 (模收敛性). 称差分格式是（无条件）按 ∥ · ∥模收敛的，如果随着 ∆x, ∆t → 0，
n∆t → t∗，有

∥Un − V n∥ → 0

进一步，称这个格式的 ∥ · ∥ 模具有 (p, q) 阶精度：如果存在不可改善的正数 p, q，使得下式成
立

∥Un − V n∥ = O((∆x)p + (∆t)q)

4.4 Lax 定理
收敛性是我们的最终目标，但是不易证明，格式的相容性相对最容易验证。基于 Lax 等价定理，

可以将问题归结于格式的稳定性证明。
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Theorem 4.4.1 (Lax 等价定理). 对于一个适定的线性偏微分方程初值问题的相容二层差分格
式，它的收敛性与稳定性是等价的。

Theorem 4.4.2 (Lax定理). 对于一个适定的线性偏微分方程初值问题，假设它的二层差分格式

V n+1 = QV n +∆tGn

是按 ∥ · ∥ 模相容的，并且关于模 ∥ · ∥ 具有 (p, q) 阶相容阶，那么：格式若关于 ∥ · ∥ 模是稳定
的，则关于 ∥ · ∥ 模 (p, q) 阶收敛。

因此通常有两类方法可以证明格式的收敛性：
1. 直接证明：先计算局部截断误差，然后计算整体误差 enj = un

j − vnj，使用不等式放缩证明整体
误差趋于 0；

2. 间接证明：分别证明相容性和稳定性，然后利用 Lax 等价定理得证收敛性。

4.5 稳定性证明
稳定性的证明有很多种方法，例如

1. Fourier 方法（充要条件）
2. CFL 方法（必要条件）
3. 冻结系数法（必要条件）
4. 离散最大模原理（L∞ 模稳定的充分条件）
5. 能量方法（L2 模稳定的充分条件）

· · ·
由于稳定性含义与具体的模选取有关，选择不同的模进行分析，可能得到不同的稳定性结论。

4.5.1 Fourier 方法
对于周期边界问题，假设空间上均匀剖分，考虑标量方程的线性双层格式。

V n+1 = QV n, V̂ n+1 = Q̂ V̂ n

首先假定我们考虑的稳定性概念是允许随时间增长的，即要求 ∥V n+1∥ ⩽ Keβ(n+1)∆t∥V 0∥，其中
K,β 是常数。此时 L2 模稳定性等价于要求

|Q̂(w)|n+1 ⩽ Keβ(n+1)∆t

其中 Q̂(w) 为放大因子，由此可以导出著名的 von Neumann 条件。

Theorem 4.5.1 (von Neumann 条件). 格式是 L2 模稳定，等价于存在常数 C > 0，使得放大因
子 Q̂(w) 在 ∆t 适当小的时候满足

|Q̂(w)| ⩽ 1 + C∆t

如果我们考虑的稳定性概念是不允许随时间增长的，即要求 ∥V n+1∥ ⩽ K∥V 0∥，其中 K 是常
数，那么有不一样的结果：此时的条件变为放大因子满足 |Q̂(w)| ⩽ 1，称为严格的 von Neumann
条件。
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Remark. 对于一般方程（组）的多层格式，记号和稳定性分析都更加复杂，放大因子 Q̂ 不再是
标量而是一个方阵。一般情况下，von Neumann 条件只是稳定的必要条件，需要加上其它条件
才能得到充要条件。

Example 4.5.1. 考虑 ut = uxx 的 θ 格式

vn+1
j − vnj = ∆t (θ Qvn+1

j + (1− θ)Qvnj ), Q = D+D−.

分析其 L2 模稳定性。

Solution. 计算放大因子（记 µ = ∆t
∆x2）

Q̂ =
1− 4µ(1− θ) sin2( ξ

2
)

1 + 4µθ sin2( ξ
2
)

, (ξ = wh)

要求 −1 ⩽ Q̂ ⩽ 1，显然有 Q̂ ⩽ 1，对于 −1 ⩽ Q̂ 等价于

2

(
1 + 4µθ sin2(

ξ

2
)

)
⩾ 4µ sin2(

ξ

2
)

1− 4µ(
1

2
− θ) sin2(

ξ

2
) ⩾ 0

稳定性要求对任意 ξ 均成立，即要求
4µ(

1

2
− θ) ⩽ 1

当 1
2
⩽ θ ⩽ 1 时，格式无条件稳定；当 0 < θ < 1

2
时，格式有条件稳定，要求 µ ⩽ 1/(2− 4θ)。

4.5.2 CFL 方法
对于双曲型问题，考虑特征线，要求数值解依赖区包含精确解的依赖区，否则不稳定。但是这

只是（在任意模下）稳定的必要不充分条件，例如对流方程的 FTCS 即使满足 CFL 条件也是不稳
定的。

4.5.3 冻结系数法
思路就是将变系数问题在局部近似为常系数问题，过程如下：

1. 将差分系数冻结为某个常数，导出相应的线性常系数差分格式；
2. 利用其他的准确分析技术，给出相应的稳定性结论；
3. 考虑所有合理的系数冻结范围，所有的稳定性结论的交集就是冻结系数方法给出的结果。

冻结系数法只是进行一个模糊的分析，得到的是（在任意模下）稳定的必要条件。

4.5.4 离散最大模原理
要求最大模 ∥vn+1∥∞ ⩽ ∥vn∥∞ 关于时间不增，通常需要使用凸组合不等式，保证凸组合的系

数非负，得到的是最大模稳定的充分条件。
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Example 4.5.2. 考虑 ut = uxx 的 θ 格式

vn+1
j − vnj = ∆t (θ Qvn+1

j + (1− θ)Qvnj ), Q = D+D−.

分析其最大模稳定性。

Solution. 记 µ = ∆t
∆x2，将差分格式整理为

(1 + 2θµ)vn+1
j = [1− 2(1− θ)µ] vnj + (1− θ)µ(vnj+1 + vnj−1) + θµ(vn+1

j+1 + vn+1
j−1 )

若满足 1− 2(1− θ)µ ⩾ 0，利用系数非负性放缩可得

(1 + 2θµ)vn+1
j = [1− 2(1− θ)µ] vnj + (1− θ)µ(vnj+1 + vnj−1) + θµ(vn+1

j+1 + vn+1
j−1 )

⩽ [1− 2(1− θ)µ] ∥vn∥∞ + 2(1− θ)µ∥vn∥∞ + 2θµ∥vn+1∥∞
= ∥vn∥∞ + 2θµ∥vn+1∥∞

对左侧取最大值可得

(1 + 2θµ)∥vn+1∥∞ ⩽ ∥vn∥∞ + 2θµ∥vn+1∥∞
∥vn+1∥∞ ⩽ ∥vn∥∞

此时离散最大模原理成立。条件 1− 2(1− θ)µ ⩾ 0 表明：只有 θ = 0 时格式在最大模意义下无条件
稳定，其他情况下都是有条件稳定，要求 µ ⩽ 1/(2− 4θ)。

Remark. 例 4.5.1 和例 4.5.2 表明在不同的模意义下分析同一个数值格式，也可能得到不同的
稳定性结论。（张强《偏微分方程的有限差分方法》P45）

4.5.5 能量方法 *

构造一个新范数 ∥ · ∥∗，要求 ∥vn+1∥∗ ⩽ eα∆t∥vn∥∗，再利用范数等价得到离散 L2 模的稳定性
（充要条件），过程如下：

1. 选取适当的检验函数，建立能量范数的递推关系；
2. 指出能量范数同离散 L2 模的等价关系；
3. 导出差分格式的 L2 模稳定性，给出相应的充分条件。

在推导过程中需要利用一些不等式和求和技巧。

Example 4.5.3. 考虑 ut = ux 的 CN 格式，分析离散 L2 模稳定性。

vn+1
j − vnj =

∆t

2
D0(v

n
j + vn+1

j ) = 0, D0 :=
1

2∆x
(E1 − E−1).

Solution. 在格式两侧乘以 vn+1
j + vnj 可得

(vn+1
j )2 − (vnj )

2 =
∆t

2
D0(v

n
j + vn+1

j )(vn+1
j + vnj )
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对 j 求和并化简可得
1

∆x

(
∥vn+1∥2∆x − ∥vn∥2∆x

)
=

∆t

2

∑
j

D0(v
n
j + vn+1

j )(vn+1
j + vnj ), (wj := vn+1

j + vnj )

=
∆t

2

∑
j

D0(wj)wj =
∆t

4∆x

(∑
j

wj+1wj −
∑
j

wj−1wj

)
= 0

因此
∥vn+1∥2∆x = ∥vn∥2∆x = · · · = ∥v0∥2∆x

无条件离散 L2 模稳定。

Example 4.5.4. 考虑 ut = a(x)ux（其中 a(x) 是 Lipschitz 连续的周期函数）的 CN 格式，分
析离散 L2 模稳定性。

vn+1
j − vnj =

∆t

2
ajD0(v

n
j + vn+1

j ) = 0, D0 :=
1

2∆x
(E1 − E−1).

Solution. 在格式两侧乘以 vn+1
j + vnj 可得

(vn+1
j )2 − (vnj )

2 =
∆t

2
ajD0(v

n
j + vn+1

j )(vn+1
j + vnj )

对 j 求和
1

∆x

(
∥vn+1∥2∆x − ∥vn∥2∆x

)
=

∆t

2

∑
j

ajD0(v
n
j + vn+1

j )(vn+1
j + vnj ), (wj := vn+1

j + vnj )

=
∆t

2

∑
j

ajD0(wj)wj

注意到∣∣∣∣∣∑
j

ajD0(wj)wj

∣∣∣∣∣ = 1

2∆x

∣∣∣∣∣∑
j

ajwj+1wj −
∑
j

ajwj−1wj

∣∣∣∣∣ = 1

2∆x

∣∣∣∣∣∑
j

(aj − aj+1)wj+1wj

∣∣∣∣∣
⩽ 1

2
M
∑
j

|wj+1wj | ⩽
1

4
M
∑
j

(
|wj+1|2 + |wj |2

)
=

M

2∆x
∥w∥2∆x

因此
∥vn+1∥2∆x − ∥vn∥2∆x ⩽ ∆tM

4
∥vn+1 + vn∥2∆x ⩽ ∆tM

2

(
∥vn+1∥2∆x + ∥vn∥2∆x

)
整理可得，在 M∆t ≪ 1 时，存在 α > 0 使得

∥vn+1∥2∆x ⩽
1 + ∆tM

2

1− ∆tM
2

∥vn∥2∆x ⩽ (1 + α∆t)∥vn∥2∆x,

进一步放缩可得

∥vn+1∥2∆x ⩽ (1 + α∆t)∥vn∥2∆x ⩽ · · · ⩽ (1 + α∆t)n+1∥v0∥2∆x ⩽ eα(n+1)∆t∥v0∥2∆x

此时格式是离散 L2 模稳定的。

Example 4.5.5. 考虑 ut = (b(x)ux)x（其中 M ⩾ b(x) ⩾ m > 0）的如下格式，分析离散 L2 模
稳定性。

vn+1
j − vnj = µ

[
bj+1/2(v

n
j+1 − vnj )− bj−1/2(v

n
j − vnj−1)

]
, µ :=

∆t

∆x2
.
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Solution. 在格式两侧乘以 vn+1
j + vnj 可得

(vn+1
j )2 − (vnj )

2 = µ
[
bj+1/2(v

n
j+1 − vnj )− bj−1/2(v

n
j − vnj−1)

]
(vn+1

j + vnj )

对 j 求和
1

∆x

(
∥vn+1∥2∆x − ∥vn∥2∆x

)
= µ

∑
j

[
bj+1/2(v

n
j+1 − vnj )− bj−1/2(v

n
j − vnj−1)

]
(vn+1

j + vnj )

= µ
∑
j

bj+1/2(v
n
j+1 − vnj )

[
(vn+1

j + vnj )− (vn+1
j+1 + vnj+1)

]
= − µ

∑
j

bj+1/2∆+v
n
j ∆+(v

n+1
j + vnj )

(∗)
= − µ

∑
j

bj+1/2

{
1

2

[
∆+(v

n+1
j + vnj )

]2
+

1

2
(∆+v

n
j )

2 − 1

2
(∆+v

n+1
j )2

}
⩽ − µ

∑
j

bj+1/2

(
1

2
(∆+v

n
j )

2 − 1

2
(∆+v

n+1
j )2

)
其中 (∗) 利用了如下恒等式

p(p+ q) =
1

2
(p+ q)2 +

1

2
(p2 − q2)

整理可得

∥vn+1∥2∆x −
µ∆x

2

∑
j

bj+1/2(∆+v
n+1
j )2 ⩽ ∥vn∥2∆x −

µ∆x

2

∑
j

bj+1/2(∆+v
n
j )

2

放缩可得

∥vn+1∥2∆x −
µ∆x

2

∑
j

bj+1/2(∆+v
n+1
j )2

⩾ ∥vn+1∥2∆x − µ∆x
∑
j

bj+1/2((v
n+1
j+1 )

2 + (vn+1
j )2)

⩾ ∥vn+1∥2∆x − 2µM∥vn+1∥2∆x

其中 M 为 b(x) 的上界。若 µM < 1
2
，则有

∥vn+1∥2∆x ⩽ 1 + 2µM

1− 2µM
∥vn∥2∆x

此时格式是离散 L2 模稳定的。

Example 4.5.6. 考虑 ut + a(x)ux = 0（其中周期函数 a(x) > 0 有上界，并且 ax(x) 有界）的
Lax 格式，分析离散 L2 模稳定性。

vn+1
j =

(
1

2
− λ

2
anj

)
vnj+1 +

(
1

2
+

λ

2
anj

)
vnj−1, λ :=

∆t

∆x

Solution. 记 α = max |a(x)|，β = max |ax(x)|，当 αλ ⩽ 1 时
1

2
− λ

2
anj ⩾ 0,

1

2
+

λ

2
anj ⩾ 0

考虑凸函数 x2 的性质可知

(vn+1
j )2 ⩽

(
1

2
− λ

2
anj

)
(vnj+1)

2 +

(
1

2
+

λ

2
anj

)
(vnj−1)

2
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关于 j 求和可得∑
j

(vn+1
j )2 ⩽

∑
j

(1 +
λ

2
(anj+1 − anj−1))(v

n
j )

2 ⩽
∑
j

(1 + λβ∆x)(vnj )
2 =

∑
j

(1 + β∆t)(vnj )
2

因此
∥vn+1∥2∆x ⩽ (1 + β∆t)∥vn∥2∆x ⩽ · · · ⩽ (1 + β∆t)n+1∥v0∥2∆x ⩽ eβ(n+1)∆t∥v0∥22

在 λ max(|a(x)|) ⩽ 1 时，格式关于离散 L2 模稳定。

Example 4.5.7. 考虑 ut = ux 的蛙跳格式，分析其能量稳定性。

vn+1
j − vn−1

j = λ(vnj+1 − vnj−1), λ :=
∆t

∆x
.

Solution. 在格式两侧乘以 vn+1
j + vn−1

j 可得
(vn+1

j )2 − (vn−1
j )2 = λ(vnj+1 − vnj−1)(v

n+1
j + vn−1

j )

对 j 求和
1

∆x

(
∥vn+1∥2∆x − ∥vn−1∥2∆x

)
= λ

∑
j

(vnj+1 − vnj−1)(v
n+1
j + vn−1

j )

= 2λ
∑
j

vn+1
j ∆0v

n
j + 2λ

∑
j

vn−1
j ∆0v

n
j

= 2λ
∑
j

vn+1
j ∆0v

n
j − 2λ

∑
j

vnj ∆0v
n−1
j

最后一步利用了如下等式
2
∑
j

vn−1
j ∆0v

n
j =

∑
j

vn−1
j (vnj+1 − vnj−1) =

∑
j

vnj (v
n−1
j−1 − vn−1

j+1 ) = −2
∑
j

vnj ∆0v
n−1
j

整理可得
∥vn+1∥2∆x + ∥vn∥2∆x − 2λ∆x

∑
j

vn+1
j ∆0v

n
j = ∥vn∥2∆x + ∥vn−1∥2∆x − 2λ∆x

∑
j

vnj ∆0v
n−1
j

放缩剩下的项

2∆x

∣∣∣∣∣∑
j

vn+1
j ∆0v

n
j

∣∣∣∣∣ ⩽ ∆x

∣∣∣∣∣∑
j

vn+1
j vnj+1

∣∣∣∣∣+∆x

∣∣∣∣∣∑
j

vn+1
j vnj−1

∣∣∣∣∣
⩽ 2∥vn+1∥∆x∥vn∥∆x ⩽ ∥vn+1∥2∆x + ∥vn∥2∆x

因此
∥vn+1∥2∆x + ∥vn∥2∆x − 2λ∆x

∑
j

vn+1
j ∆0v

n
j ⩾ (1− λ)

(
∥vn+1∥2∆x + ∥vn∥2∆x

)
∥vn∥2∆x + ∥vn−1∥2∆x − 2λ∆x

∑
j

vnj ∆0v
n−1
j ⩽ (1 + λ)

(
∥vn∥2∆x + ∥vn−1∥2∆x

)
最终得到在 λ < 1 时，

∥vn+1∥2∆x + ∥vn∥2∆x ⩽ 1 + λ

1− λ

(
∥vn∥2∆x + ∥vn−1∥2∆x

)
此时格式是离散 L2 模稳定的。
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4.5.6 半有界离散算子与稳定性 *

Definition 4.5.1. 空间离散算子 Q 被称为半有界的，如果存在常数 α > 0，使得对所有的周期
格点函数 v，都有

(v,Qv)∆x + (Qv, v)∆x ⩽ 2α∥v∥2∆x

半有界离散算子可以用于证明半离散格式（仅对空间离散）的稳定性，就像半有界算子直接推
出方程的适定性一样。

Theorem 4.5.2. 考虑半离散格式
dvj
dt

= Qvj , j = 0, 1, · · · , N + 1

vj(0) = fj

如果空间离散算子算子 Q 是半有界的，则解满足稳定性

∥u(·, t)∥∆x ⩽ Keα(t−t0)∥u(·, t0)∥∆x

Example 4.5.8. 考虑如下时间向后欧拉格式

vn+1
j − vnj = ∆tQ(vn+1

j )

其中对应空间离散的 Q 是半有界算子，分析格式的稳定性。

Solution 4.5.1. 在格式两侧乘以 vn+1
j 可得（假定都是实值）

(vn+1
j )2 − vn+1

j vnj = ∆tQ(vn+1
j )vn+1

j

对 j 求和并乘以 ∆x

∥vn+1∥2∆x − (vn+1, vn)∆x = ∆t (Q(vn+1), vn+1)∆x

整理并进行放缩

∥vn+1∥2∆x ⩽ ∥vn+1∥∆x∥vn∥∆x + α∆t∥vn+1∥2∆x

∥vn+1∥∆x ⩽ ∥vn∥∆x + α∆t∥vn+1∥∆x

因此
(1− α∆t)∥vn+1∥∆x ⩽ ∥vn∥∆x

Example 4.5.9. 考虑如下 CN 格式

vn+1
j − vnj =

∆t

2
Q(vn+1

j + vnj )

其中对应空间离散的 Q 是半有界算子，分析格式的稳定性。

Solution 4.5.2. 在格式两侧乘以 vn+1
j + vnj 可得（假定都是实值）

(vn+1
j )2 − (vnj )

2 =
∆t

2
Q(vn+1

j + vnj )(v
n+1
j + vnj )
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对 j 求和
1

∆x

(
∥vn+1∥2∆x − ∥vn∥2∆x

)
=

∆t

2∆x

∑
j

Q(vn+1
j + vnj )(v

n+1
j + vnj )∆x ⩽ α∆t

2∆x
∥vn+1 + vn∥2∆x

因此
∥vn+1∥2∆x − ∥vn∥2∆x ⩽ α∆t

2
∥vn+1 + vn∥2∆x ⩽ α∆t

(
∥vn+1∥2∆x + ∥vn∥2∆x

)
得到

∥vn+1∥2∆x ⩽ 1 + α∆t

1− α∆t
∥vn∥2∆x

4.6 耗散性和色散性
需要区分如下三组概念：

• 方程的耗散性/色散性：满足方程的简谐波传播规律；
• 差分格式的耗散性/色散性：满足差分格式的简谐波传播规律；
• 差分格式的数值耗散/数值色散：体现的是方程和差分格式之间的耗散性/色散性比较。

4.6.1 方程的耗散性/色散性
考虑如下常系数线性方程

ut =
N∑
j=1

aj
∂ju

∂xj
, aj ∈ C

取简谐波 u(x, t) = ei(kt+wx)，其中 k 是相位速度，对应时间周期性；w 是波数， 2π
|w| 是波长，对应

空间周期性。
Remark. 有的资料中使用 k 表示波数，使用 w 表示相位速度，与这里的记号相反，此时的简
谐波为 u(x, t) = ei(wt+kx)。

直接将 u(x, t) = ei(kt+wx) 代入方程可以得到 k 和 w 需要满足的广义色散关系 k = k(w)：

k = k(w) = −i
N∑
j=1

aj(iw)
j

把 k = k(w) 拆分为实部和虚部代入可得谐波解

u(x, t) = e− Im k(w)tei(Re k(w)t+wx) = e− Im k(w)teiw(x+
Re k(w)

w t)

定义方程的放大因子 λ = λ(w) 以体现谐波解随时间的变化（包括振幅和相位变化）

λ(w) =
u(x, t+∆t)

u(x, t)
=

ei(k(w)(t+∆t)+wx)

ei(k(w)t+wx)
= eik(w)∆t = e− Im k(w)∆tei Re k(w)∆t

易得方程的放大因子和 k(w) 满足如下关系

Re k(w) = argλ(w)
∆t

, Im k(w) = − ln |λ(w)|
∆t

.

假设方程所对应的广义色散关系为 k = k(w)，关注 Im k(w) 所代表的振幅变化：
• 如果 Im k(w) = 0，表明解的振幅不会随着时间变化；
• 如果 Im k(w) > 0，表明解的振幅会随着时间衰减；
• 如果 Im k(w) < 0，表明解的振幅会迅速增长。
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Definition 4.6.1 (方程的耗散性). 考虑对于所有波数 w 对应的谐波解的行为：
• 称 PDE 是（正）耗散的，其解是稳定的，如果所有的谐波解的振幅不随时间增长，并且
至少一个谐波解的振幅随时间衰减；

• 称 PDE 是无耗散的，其解是稳定的，如果所有的谐波解的振幅不随时间变化；
• 其它情况下，称 PDE 是逆耗散的，其解不稳定。

Remark. 如果存在一个 w 使得 Im k(w) < 0 逆耗散，那么问题本身就是不适定的，只有
Im k(w) ⩾ 0 对于所有的 w 始终成立，问题才是适定的。

假设方程所对应的广义色散关系为 k = k(w)，定义波速 c = c(w) = −Re k(w)/w，若 c > 0，
则波向右传播，若 c < 0 则波向左传播。对于不同波数 w 的波：

• 如果波速 c(w) 与波数 w 无关，这表明不同波数 w 的波传播速度相同；
• 如果波速 c(w) 与波数 w 有关，这表明不同波数 w 的波传播速度不同。

Definition 4.6.2 (方程的色散性). 考虑波速 c = c(w) = −Re k(w)/w 与波数 w 的关系：
• 称 PDE 具有色散性，其解是色散的，如果波速 c(w) 与波数 w 有关；
• 称 PDE 无色散，其解是无色散的，如果波速 c(w) 与波数 w 无关。

Example 4.6.1. 讨论 ut + aux = 0 的耗散性和色散性，其中 a ̸= 0 是固定的实数。

Solution. 将 u(x, t) = ei(kt+wx) 代入方程可得
ikei(kt+wx) + aiwei(kt+wx) = 0, ⇒ k(w) = −aw

基于色散关系 k(w) = −aw 继续分析：
• 耗散性：Im k(w) = 0，方程无耗散；
• 色散性：波速 c(w) = −Re k(w)/w = a 与波数 w 无关，方程无色散。

Example 4.6.2. 讨论 ut + auxx = 0 的耗散性和色散性，其中 a ̸= 0 是固定的实数。

Solution. 将 u(x, t) = ei(kt+wx) 代入方程可得
ikei(kt+wx) + a(iw)2ei(kt+wx) = 0, ⇒ k(w) = −aiw2

基于色散关系 k(w) = −aiw2 继续分析：
• 耗散性：Im k(w) = −aw2

(1) a > 0 时 Im k(w) < 0 逆耗散；（不稳定）
(2) a < 0 时 Im k(w) > 0 耗散。

• 色散性：波速 c(w) = −Re k(w)/w = 0 与波数 w 无关，方程无色散。
这里 a < 0 就是常系数的热方程，a > 0 则是典型的不适定问题。

Example 4.6.3. 讨论 ut + auxxx = 0 的耗散性和色散性，其中 a ̸= 0 是固定的实数。

Solution. 将 u(x, t) = ei(kt+wx) 代入方程可得
ikei(kt+wx) + a(iw)3ei(kt+wx) = 0, ⇒ k(w) = aw3
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基于色散关系 k(w) = aw3 继续分析：
• 耗散性：Im k(w) = 0，方程无耗散；
• 色散性：波速 c(w) = −Re k(w)/w = −aw2 与波数 w 有关，方程有色散。
对于一般的实系数线性方程

ut =
N∑
j=1

aj
∂ju

∂xj
, aj ∈ C

有如下结论：
1. 偶数阶空间导数项对应耗散关系，无色散关系；
2. 奇数阶空间导数项无耗散关系，空间导次数大于 1 的项对应色散关系。

但是如果存在复系数，就需要拆分为实部虚部进行单独的分析，结论显然不一样。

Example 4.6.4. 讨论 ut + iauxx = 0 的耗散性和色散性，其中 a ̸= 0 是固定的实数。

Solution. 将 u(x, t) = ei(kt+wx) 代入方程可得

ikei(kt+wx) + ia(iw)2ei(kt+wx) = 0, ⇒ k(w) = aw2

基于色散关系 k(w) = aw2 继续分析：
• 耗散性：β(w) = Im k(w) = 0，方程无耗散。
• 色散性：波速 c(w) = −Re k(w)/w = −aw 与波数 w 有关，方程有色散。

4.6.2 差分格式的耗散性/色散性
对于差分格式的耗散性/色散性分析包括如下两个方法：

1. 通过直接计算差分格式的放大因子，色散关系来分析；
2. MPDE 方法，需要利用与差分格式等价的方程不断进行变换，消去除 ut 之外的含时间的低阶
导数项。

Remark. MPDE 方法具体参考教材和讲义，计算比较繁琐。

直接将 vnj = ei(ktn+wxj) 代入差分方程，可以得到离散的广义色散关系 k = k(w)，同样拆分为
实部和虚部

vnj = e− Im k(w)tnei(Re k(w)tn+wxj)

定义差分格式的放大因子 λ = λ(w)

λ(w) =
vn+1
j

vnj
= e− Im k(w)∆tei Re k(w)∆t,

易得放大因子和 k(w) 满足如下关系

Re k(w) = argλ(w)
∆t

, Im k(w) = − ln |λ(w)|
∆t

.

差分格式的耗散色散性同样可以通过 Re k(w) 和 Im k(w) 来定义。假设差分格式所对应的广义色散
关系为 k = k(w)，关注 Im k(w) 所代表的振幅变化：

• 如果 Im k(w) = 0，表明数值解的振幅不会随着时间变化；
• 如果 Im k(w) > 0，表明数值解的振幅会随着时间衰减；
• 如果 Im k(w) < 0，表明数值解的振幅会迅速增长。
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Definition 4.6.3 (差分格式的耗散性). 考虑对于所有波数 w 对应的谐波解的行为：
• 称差分格式是（正）耗散的，其数值解是稳定的，如果所有的谐波解的振幅不随时间增长，
并且至少一个谐波解的振幅随时间衰减；

• 称差分格式是无耗散的，其数值解是稳定的，如果所有的谐波解的振幅不随时间变化；
• 其它情况下，称差分格式是逆耗散的，其解不稳定。

Remark. 如果存在一个 w 使得 Im k(w) < 0 逆耗散，那么差分格式本身是不稳定的，只有
Im k(w) ⩾ 0 对于所有的 w 始终成立，格式才是稳定的。

Definition 4.6.4 (差分格式的色散性). 考虑波速 c = c(w) = −Re k(w)/w 与波数 w 的关系：
• 称差分格式具有色散性，如果波速 c(w) 与波数 w 有关；
• 称差分格式无色散，如果波速 c(w) 与波数 w 无关。

对于差分格式的分析，放大因子的计算比较容易，Im k(w) 的正负判断直接等价于对 |λ(w)| 与
1 的大小判断，但是计算波速时涉及到的放大因子的辐角并不容易

argλ(w) = arctan
(
Imλ(w)

Reλ(w)

)
具体表达式可能比较复杂，记 η = w∆x，对上式在 η = 0 附近泰勒展开，只关注 η = 0 附近的表现。

4.6.3 差分格式的数值耗散/数值色散
将方程和差分格式的耗散性/色散性进行比较，这里使用下标 e 强调方程的相关概念（广义色

散关系 ke(w)，放大因子 λe(w)，波速 ce(w)），引入如下的概念：

Definition 4.6.5 (数值耗散). 对于方程以及对应的差分格式：
• 称差分格式是数值（正）耗散的，如果放大因子的模长之比满足 |λ|/|λe| < 1；（表明数值
解的耗散比精确解更强）

• 称差分格式无数值耗散，如果放大因子的模长之比满足 |λ|/|λe| = 1；
• 其它情况下，称差分格式是数值逆耗散。

Definition 4.6.6 (数值色散). 对于方程以及对应的差分格式：
• 称差分格式是数值负色散的，如果波速之比满足 c(w)/ce(w) = argλ(w)/ argλe(w) <

1；（表明数值解的相位滞后于精确解）
• 称差分格式无数值色散，如果波速之比满足 c(w)/ce(w) = argλ(w)/ argλe(w) = 1；
• 其它情况下，称差分格式是数值正色散的。

4.6.4 一些例子

Example 4.6.5. 讨论 ut + aux = 0 的迎风格式的耗散性/色散性，数值耗散性/数值色散性，其
中 a > 0 是固定的实数。
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Solution. 迎风格式为 FTBS 格式

vn+1
j = vnj − r(vnj − vn−1

j ), r = a
∆t

∆x
.

差分格式的放大因子为

λ(w) = 1− r(1− e−iw∆x)

= 1− r + r cos(w∆x)− ir sin(w∆x)

|λ(w)| = 1− 1

2
r(1− r)η2 +O(η4), (η = w∆x)

显然在 0 < r ⩽ 1 时，|λ(w)| ⩽ 1，差分格式具有稳定性。关于格式的耗散性分析：
• r = 1 对应 |λ(w)| = 1，此时 Im k(w) = 0，差分格式无耗散；
• 0 < r < 1 对应 |λ(w)| < 1，此时 Im k(w) > 0，差分格式有耗散；

计算放大因子的幅角

argλ(w) = arctan
(

−r sin(w∆x)

1− r + r cos(w∆x)

)

= arctan

 −r(η − η3

3!
+ . . . )

1− r + r
(
1− η2

2
+ η4

4!
+ · · ·

)


= −rη +
1

6
(r − 3r2 + 2r3)η3 +O(η5)

= −rη

[
1− 1

6
(1− r)(1− 2r)η2 +O(η4)

]
计算波速

c = −Re k(w)
w

= −argλ(w)
w∆t

= a

[
1− 1

6
(1− r)(1− 2r)η2 +O(η4)

]
关于格式的色散性分析：

• r = 1 时，c = a 波速与 w 无关，差分格式无色散；
• 0 < r < 1 时，c = c(w) 与 w 有关，差分格式有色散。

对于方程本身：放大因子满足 |λe| = 1 无耗散，波速 ce = a 无色散。将差分格式和方程进行比较可
得：

• 当 0 < r < 1 时，|λ|/|λe| < 1，差分格式具有数值（正）耗散；当 r = 1 时，|λ|/|λe| = 1，差
分格式无数值耗散。

• 当 r ∈ (0, 1
2
)，c(w)/ce(w) < 1，差分格式具有数值负色散；当 r ∈ ( 1

2
, 1)，c(w)/ce(w) > 1，差

分格式具有数值正色散；当 r = 1 或 r = 1
2
时，c(w)/ce(w) = 1，差分格式无数值色散。

Example 4.6.6. 讨论 ut + aux = 0 的 LW 格式的耗散性/色散性，数值耗散性/数值色散性，其
中 a > 0 是固定的实数。

Solution. LW 格式如下

vn+1
j = vnj − r

2
(vnj+1 − vnj−1) +

r2

2
(vnj+1 − 2vnj + vnj−1), r = a

∆t

∆x
.
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差分格式的放大因子为

λ(w) = 1− r

2
(eiw∆x − e−iw∆x) +

r2

2
(eiw∆x − 2 + e−iw∆x)

= 1− r sin(w∆x)i+
r2

2
(−4 sin2(

w∆x

2
))

= 1− 2r2 sin2(
w∆x

2
)− ir sin(w∆x)

|λ(w)| = 1 +
1

8
r2(r2 − 1)η4 +O(η6), (η = w∆x)

显然在 0 < r ⩽ 1 时，|λ(w)| ⩽ 1，差分格式具有稳定性。关于格式的耗散性分析：
• r = 1 对应 |λ(w)| = 1，此时 Im k(w) = 0，差分格式无耗散；
• 0 < r < 1 对应 |λ(w)| < 1，此时 Im k(w) > 0，差分格式有耗散；

计算放大因子的幅角

argλ(w) = arctan
(

−r sin(η)
1− 2r2 sin2(η

2
)

)

= arctan

 −r(η − η3

3!
+ . . . )

1− r2
(

η2

2
− η4

4!
+ · · ·

)


= −rη +
1

6
(r − r3)η3 +O(η5)

= −rη

[
1− 1

6
(1− r2)η2 +O(η4)

]
计算波速

c = −Re k(w)
w

= −argλ(w)
w∆t

= a

[
1− 1

6
(1− r2)η2 +O(η4)

]
关于格式的色散性分析：

• r = 1 时，c = a 波速与 w 无关，差分格式无色散；
• 0 < r < 1 时，c = c(w) 与 w 有关，差分格式有色散。

对于方程本身：放大因子满足 |λe| = 1 无耗散，波速 ce = a 无色散。将差分格式和方程进行比较可
得：

• 当 0 < r < 1 时，|λ|/|λe| < 1，差分格式具有数值（正）耗散；当 r = 1 时，|λ|/|λe| = 1，差
分格式无数值耗散。

• 当 0 < r < 1 时，c(w)/ce(w) < 1，差分格式具有数值负色散; 当 r = 1 时，c(w)/ce(w) = 1，
差分格式无数值色散;
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现在将前面的一维方程和格式推广到二维情形。

5.1 二维常系数对流问题
对于二维常系数对流问题（纯初值问题，周期边界条件）ut + aux + buy = 0

u(x, y, 0) = u0(x, y)

其中 a, b 为常值，初值 u0(x, y) 在每一个方向都具有 2π 周期性。易知二维常系数对流方程的适定
性条件为：a, b 都是实数。特征线方程为：x′(t) = a

y′(t) = b
⇒

x(t) = x0 + at

y(t) = y0 + bt

解沿着特征线保持不变
d

dt
u(x(t), y(t), t) = uxx

′(t) + uyy
′(t) + ut = aux + buy + ut = 0

精确解为 u(x, y, t) = u0(x− at, y − bt)。
对时空进行均匀网格剖分后，可以直接构造迎风格式，FTBS，CN 格式，LF 格式，LW 格式

等，也可以通过积分方法构造数值格式，这些与一维常系数对流方程相比没有区别。对于二维对流
方程考虑 CFL 条件时，可以简单地认为数值依赖区是各个分量的数值依赖区的笛卡儿积

Dp ⊂ Np = [x1, x2]× [y1, y2]

例如 FTBS 格式为
vn+1
j,k − vnj,k

∆t
+ a

(
un
j,k − un

j−1,k

∆x

)
+ b

(
un
j,k − un

j,k−1

∆y

)
= 0

使用 Fourier 方法分析稳定性，放大因子为

Q̂ = 1− a
∆t

∆x
(1− e−iwx∆x)− b

∆t

∆y
(1− e−iwy∆y) = 1− rx(1− e−iwx∆x)− ry(1− e−iwy∆y)

若 rx > 0, ry > 0, 0 < rx + ry ⩽ 1，则有 |Q̂| ⩽ 1。取 P = (xj , yk, t
n+1) 分析 CFL 条件，计算可得

Dp = {(xj − atn+1, yk − btn+1)} ⊂ Np = [xj−n−1, xj ]× [yk−n−1, yk] (5.1)

可以推出 0 ⩽ rx ⩽ 1 和 0 ⩽ ry ⩽ 1。注意 CFL 条件只是必要条件，不是充分的。
Remark. 如果取数值依赖区为三角形区域而非矩形区域，也可以得到 0 < rx + ry ⩽ 1。

31
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5.2 二维变系数对流问题
对于二维变系数对流问题 ut + a(x, y, t)ux + b(x, y, t)uy = 0

u(x, y, 0) = u0(x, y)

对应的特征线方程为 x′(t) = a(x, y, t)

y′(t) = b(x, y, t)

特征线是一族互不相交的曲线，解沿着特征线保持不变
d

dt
u(x(t), y(t), t) = uxx

′(t) + uyy
′(t) + ut = a(x, y, t)ux + b(x, y, t)uy + ut = 0

可以用冻结系数等处理将常系数对流方程的有限差分格式直接推广到变系数问题中。

5.3 二维常系数扩散问题
对于二维常系数扩散问题（纯初值问题，周期边界条件）ut = auxx + buyy

u(x, y, 0) = u0(x, y)

其中 a, b 为常值，初值 u0(x, y) 在每一个方向都具有 2π 周期性。易知二维常系数扩散方程的适定
性条件为：a, b > 0。
对时空进行均匀网格剖分后，可以直接构造 FTCS，CN 格式等，也可以通过积分方法构造数

值格式，这些与一维常系数扩散方程相比没有区别。
除此之外，还有一些针对二维扩散问题特有的方法，通过将二维差分格式近似转换为一组“具

有一维求解属性”的二维差分格式来求解，显著提升计算效率。例如交替方向隐式方法（alternative
direction implicit，ADI）：引入中间过渡层，在两个方向交替使用显式隐式。

Remark. 注意当前考虑的是纯初值或者周期边界问题，此时 δ2xδ
2
y = δ2yδ

2
x 算子可交换。

ADI 方法的代表格式有 Peaceman-Rachford 格式（PR 格式）：在二维 CN 格式的基础上加上
最后的高阶修正项（记 µx = a ∆t

∆x2，µy = b ∆t
∆y2）

vn+1
j,k = vnj,k +

1

2
µxδ

2
x(v

n
j,k + vn+1

j,k ) +
1

2
µyδ

2
y(v

n
j,k + vn+1

j,k ) +
1

4
µxµyδ

2
xδ

2
y(v

n
j,k − vn+1

j,k )

得到的差分格式保持了 CN 格式的局部截断误差，并且可以对算子进行因式分解(
1− 1

2
µxδ

2
x

)(
1− 1

2
µyδ

2
y

)
vn+1
j,k =

(
1 +

1

2
µxδ

2
x

)(
1 +

1

2
µyδ

2
y

)
vnj,k

引入中间层，可以分裂为两个实际的计算步骤(
1− 1

2
µxδ

2
x

)
v
n+ 1

2

j,k =

(
1 +

1

2
µyδ

2
y

)
vnj,k(

1− 1

2
µyδ

2
y

)
vn+1
j,k =

(
1 +

1

2
µxδ

2
x

)
v
n+ 1

2

j,k

这两个计算步骤可以解释为：
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• Step 1: tn → tn+
1
2，在 x 方向使用隐式，在 y 方向使用显式：

• Step 2: tn+ 1
2 → tn+1，在 x 方向使用显式，在 y 方向使用隐式：

也可以以另一种方式分裂： (
1− 1

2
µyδ

2
y

)
v
n+ 1

2

j,k =

(
1 +

1

2
µxδ

2
x

)
vnj,k(

1− 1

2
µxδ

2
x

)
vn+1
j,k =

(
1 +

1

2
µyδ

2
y

)
v
n+ 1

2

j,k

对应的解释为：
• Step 1: tn → tn+

1
2，在 x 方向使用显式，在 y 方向使用隐式：

• Step 2: tn+ 1
2 → tn+1，在 x 方向使用隐式，在 y 方向使用显式：

Fourier 分析可得，PR 格式是无条件 L2 稳定的。

Q̂ =
(1− 2µx sin2(wx∆x/2))(1− 2µy sin2(wy∆y/2))

(1 + 2µx sin2(wx∆x/2))(1 + 2µy sin2(wy∆y/2))
, |Q̂| ⩽ 1

Remark. 与之类似的，还可以拆分为不太对称的 D’Yakonov 格式(
1− 1

2
µxδ

2
x

)
v∗j,k =

(
1 +

1

2
µxδ

2
x

)(
1 +

1

2
µyδ

2
y

)
vnj,k(

1− 1

2
µyδ

2
y

)
vn+1
j,k = v∗j,k

还有 Douglas-Rachford 格式（DR 格式）：在二维 BTCS 格式的基础上加上最后的高阶修正项
（记 µx = a ∆t

∆x2，µy = b ∆t
∆y2）

vn+1
j,k = vnj,k + µxδ

2
xv

n+1
j,k + µyδ

2
yv

n+1
j,k + µxµyδ

2
xδ

2
y(v

n
j,k − vn+1

j,k )

得到的差分格式保持了 BTCS 格式的局部截断误差，并且可以对算子进行因式分解(
1− µxδ

2
x

) (
1− µyδ

2
y

)
vn+1
j,k =

(
1 + µxµyδ

2
xδ

2
y

)
vnj,k

可以分裂为两个实际的计算步骤 (
1− µxδ

2
x

)
v∗j,k =

(
1 + µyδ

2
y

)
vnj,k(

1− µyδ
2
y

)
vn+1
j,k = v∗j,k − µyδ

2
yv

n
j,k

Fourier 分析可得，DR 格式是无条件 L2 稳定的。

Q̂ =
1 + 4µx sin2(wx∆x/2) × 4µy sin2(wy∆y/2)

(1 + 4µx sin2(wx∆x/2))(1 + 4µy sin2(wy∆y/2))
, |Q̂| ⩽ 1

5.4 一般的算子分裂方法
考虑如下问题

ut = Au = A1u+A2u.

其中 A = A(t) = A1(t) + A2(t)。不妨设 Q1, Q2 是对应于 A1, A2 的离散算子，分别对应如下的方
程和数值格式

ut = Ai(t)u, ⇒ vn+1 = Qi(∆t, tn)vn
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考虑如下分裂格式：
vn+1 = Q2(∆t, tn)Q1(∆t, tn)vn.

假设 Qi 是时间上至少一阶，空间 p 阶的离散算子，那么上述格式为时间一阶分裂格式，局部截断
误差为 O(∆xp +∆t)。

考虑如下分裂格式：

vn+1 = Q1(
∆t

2
, tn+

1
2 )Q2(∆t, tn)Q1(

∆t

2
, tn)vn

假设 Qi 是时间上至少二阶，空间 p 阶的离散算子，那么上述格式为时间二阶分裂格式，局部截断
误差为 O(∆xp +∆t2)。
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这里考虑一维问题的边界处理，边界条件分为：
1. Dirichlet 边界条件：本质边界条件
2. Neumann、Robin 边界条件：自然边界条件

6.1 一维扩散方程的边界处理
对于 ut = uxx，以左边界 x = 0 的混合边界条件为例

−aux(0, t) + σu(0, t) = φ0(t)

可以直接基于微分形式做近似，有如下的边界处理方法：
1. 单侧差商离散

−a
vn1 − vn0
∆x

+ σvn0 = φ0(t
n)

2. 双侧离散方法：
(a) 虚拟点方法：x−1 = x0 −∆x（如图 6.1），有两种做法

(1) − a
vn1 − vn−1

2∆x
+ σvn0 = φ0(t

n)

(2) − a
vn1 − vn−1

2∆x
+ σ

vn−1 + vn1
2

= φ0(t
n)

(b) 半网格法：x1 = ∆x/2，x0 = −∆x/2（如图 6.1）

−a
vn1 − vn0
∆x

+ σ
vn0 + vn1

2
= φ0(t

n)

也可以基于积分形式进行近似，例如取 [x0, x1/2]× [tn, tn+1] 积分可得
∆x

2
(vn+1

0 − vn0 ) = ∆ta
vn1 − vn0
∆x

+∆t(φ0(t
n)− σun

0 )

⇒ vn+1
0 =

(
1− 2a∆t

∆x2
− 2σ∆t

∆x

)
vn0 +

2a∆t

∆x2
vn1 +

2∆t

∆x
φ0(t

n)

6.2 一维对流方程的边界处理
对流方程的边界条件设置需要根据风向确定，例如对于入流边界 x = 1 和出流边界 x = 0，只

有入流边界需要提供边界条件 u(1, t) = φ(t)，对于出流边界不应该提供边界条件，数值格式在处理
出流边界时有如下的处理办法：

1. 对于单边迎风格式，此时无需特殊的边界处理；
2. 对于 LW 格式，LF 格式等双边离散的格式，需要设计人工出流边界，即更新 vn+1

0 的公式：包
括直接利用内部点外插，以及利用特征线求解等。

35
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0 1

x0 x1 xM

0 1

x−1

x0 x1 xM

图 6.1: 整网格（以及左侧虚拟点）和（左侧）半网格示意图

6.3 初边值问题的性质分析
初值问题与初边值问题的差分格式在分析时的最大区别：

• 初值问题：∆x 减小时，考虑的空间序列仍是同一个序列空间（无限维空间）；
• 初边值问题：∆x 减小时，考虑的空间序列会发生变化（空间维度逐渐提升的有限维空间）。没
有一个合适的空间可以定义差分格式的收敛性，必须考虑一个变化的空间序列以及相应的模
序列。
考虑有界区域 [0, 1]，默认考虑均匀剖分并对网格逐渐加密：设第 k 个网格含两侧边界的格点

数为 Mk + 1，网格尺度 ∆x(k) = 1
Mk
，满足 ∆x(k) → 0 (k → ∞)。第 k 个网格的离散点序列为

0 = x
(k)
0 < x

(k)
1 < · · · < x

(k)
Mk

= 1, x
(k)
j = j∆x(k).

对应的数值解和精确解记作

V n,(k) = {vn,(k)0 , v
n,(k)
1 , · · · , vn,(k)Mk

}, Un,(k) = {un,(k)
0 , u

n,(k)
1 , · · · , un,(k)

Mk
}

对应的有限维空间 X(k) 具有范数 ∥ · ∥k。

6.3.1 相容性

Definition 6.3.1 (局部截断误差). 对于微分方程 Lu = g 以及对应的差分方法 Lvnj = gnj（包括
内部和边界的近似），定义在 (xj , t

n) 处的局部截断误差为

τn
j = Lun

j − gnj − (Lu(xj , t
n)− g(xj , t

n)) = Lun
j − gnj

其中 u(x, t) 是满足 PDE 的充分光滑函数。在内部和边界计算得到的局部截断误差可能不一
样。
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Definition 6.3.2 (逐点相容性). 称差分格式 Lvnj = gnj 是（无条件）逐点相容的：如果局部截
断误差 τn

j 在 ∆x(k),∆t(k) → 0 时满足
τn
j → 0.

进一步，称这个格式的局部截断误差阶是 (p, q)：如果存在不可改善的正数 p, q，使得下式成立

τn
j = O((∆x(k))p + (∆t(k))q)

由于通常对内部和边界采用了不同的近似处理，在内部和边界计算得到的局部截断误差阶可能
不一样，差分格式的局部截断误差阶取两者中的最小值。

Definition 6.3.3 (模相容性). 对于如下形式的包括数值边界处理的二层格式

V n+1,(k) = QV n,(k) +∆t(k) Gn,(k)

将满足 PDE 的充分光滑函数 U 代入会产生余项 ∆t(k) Tn,(k)

Un+1,(k) = QUn,(k) +∆t(k) Gn,(k) +∆t(k) Tn,(k)

称差分格式是（无条件）关于模 ∥ · ∥k 相容的：如果随着 k → ∞，∆t(k) → 0，n∆t(k) → t∗，有

∥Tn,(k)∥k → 0

进一步，称这个格式的模 ∥ · ∥k 相容阶是 (p, q)：如果存在不可改善的正数 p, q，使得下式成立

∥Tn,(k)∥k = O((∆x(k))p + (∆t(k))q)

6.3.2 稳定性

Definition 6.3.4 (模稳定性). 对于包括数值边界处理的二层格式

V n+1 = QV n

称差分格式是关于模 ∥ · ∥k 稳定的：如果存在常数 K,β > 0，以及正的 ∆x0,∆t0，使得对于任
意 0 < ∆x(k) ⩽ ∆x0、0 < ∆t(k) ⩽ ∆t0，以及 0 ⩽ t = (n+ 1)∆t(k)，有

∥V n+1,(k)∥k ⩽ Keβt∥V 0,(k)∥k

根据定义很容易得到模稳定性的充要条件：

Theorem 6.3.1. 对于包括数值边界处理的二层格式

V n+1 = QV n

差分格式是关于模 ∥ · ∥k 稳定的充要条件是：存在常数 K,β > 0，以及正的 ∆x0,∆t0，使得对
于任意 0 < ∆x(k) ⩽ ∆x0、0 < ∆t(k) ⩽ ∆t0，以及 0 ⩽ t = (n+ 1)∆t(k)，有

∥Qn+1∥k ⩽ Keβt
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如果特别取 ∥ · ∥k 为具体的模，可以得到一些与矩阵 Q 相关的稳定性条件。

Theorem 6.3.2. 对于包括数值边界处理的二层格式

V n+1 = QV n

关于模 ∥ · ∥2,k 稳定的必要条件是：存在常数 c ⩾ 0，使得

σ(Q) = max
i

|λi(Q)| ⩽ 1 + c∆t

若 Q 是对称的，或者存在可逆矩阵 S 使得 Q 相似于一个对称矩阵，且 S 和 S−1 一致有界，
则上述条件是充要的。

Theorem 6.3.3. 对于包括数值边界处理的二层格式

V n+1 = QV n

关于最大模 ∥ · ∥∞,k 稳定的一个充分条件是 ∥Q∥∞,k ⩽ 1。

6.3.3 收敛性

Definition 6.3.5 (模收敛性). 对于初边值问题的差分格式

V n+1,(k) = QV n,(k) +∆t(k) Gn,(k)

称这个格式是（无条件）关于模 ∥ · ∥k 收敛的：如果随着 k → ∞，∆t(k) → 0，(n+1)∆t(k) → t∗，
有

∥Un+1,(k) − V n+1,(k)∥k → 0

进一步，称这个格式关于模 ∥ · ∥k 的收敛阶是 (p, q)：如果存在不可改善的正数 p, q，使得下式
成立

∥Un+1,(k) − V n+1,(k)∥k = O((∆x(k))p + (∆t(k))q)

6.3.4 Lax 定理
Theorem 6.3.4 (Lax 定理). 对于一个适定的线性偏微分方程初边值问题的二层差分格式

V n+1,(k) = QV n,(k) +∆tGn,(k)

若其关于模 ∥ · ∥k 相容阶是 (p, q)，并且它关于模 ∥ · ∥k 稳定，那么该格式关于模 ∥ · ∥k 的收敛
阶是 (p, q)。

6.3.5 一些例子
主要关注一维常系数扩散方程的初边值问题分析。



第六章 初边值问题 39

Dirichlet 边界

考虑如下扩散方程初边值问题，左右均为 Dirichlet 边界
ut = auxx, x ∈ (0, 1), t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1],

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ⩾ 0.

在边界直接赋值，得到数值格式（记 µ = a∆t
(∆x)2

）
vn+1
j = vnj + µδ2xv

n
j , j = 1, . . . ,Mk − 1, n = 0, 1, . . . ,

v0j = u0(xj), j = 0, . . . ,Mk,

vn+1
0 = vn+1

Mk
= 0, n = 0, 1, . . . .

(6.1)

Example 6.3.1. 当 0 < µ ⩽ 1
2
时，数值格式 (6.1)关于最大模 ∥ · ∥∞ 稳定 & 收敛。

Proof. 直接放缩可以证明最大模稳定性

vn+1
j = vnj + µ(vnj+1 − 2vnj + vnj−1)

= µvnj+1 + (1− 2µ)vnj + µvnj−1

|vn+1
j | ⩽ µ|vnj+1|+ (1− 2µ)|vnj |+ µ|vnj−1| ⩽ ∥V n∥∞

因此 ∥V n+1∥∞ ⩽ ∥V n∥∞。
对于数值解 vn+1

j 和精确解 un+1
j ，满足

vn+1
j = vnj + µδ2xv

n
j ,

un+1
j = un

j + µδ2xu
n
j +∆tτn

j ,

其中局部截断误差为 τn
j = O(∆t+∆x2)。将两式作差，定义 zn+1

j = un+1
j − vn+1

j

zn+1
j = znj + µ(znj+1 − 2znj + znj−1) + ∆tτn

j

= µznj+1 + (1− 2µ)znj + µznj−1 +∆tτn
j

|zn+1
j | ⩽ µ|znj+1|+ (1− 2µ)|znj |+ µ|znj−1|+∆tA(∆t+∆x2)

⩽ ∥Zn∥∞ +∆tA(∆t+∆x2)

因此得证最大模收敛性

∥Zn+1∥∞ ⩽ ∥Zn∥∞ +∆tA(∆t+∆x2)

⩽ · · · ⩽ (n+ 1)∆tA(∆t+∆x2)

= t∗A(∆t+∆x2) → 0.

精度为 O(∆t+∆x2)。
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Neumann、Robin 边界（整网格）

考虑如下扩散方程初边值问题，左侧为 Robin 边界，右侧为 Dirichlet 边界

ut = auxx, x ∈ (0, 1), t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1],

− ux(0, t) + σu(0, t) = 0, t ⩾ 0,

u(1, t) = 0, t ⩾ 0.

左侧边界使用单侧差商离散

−vn1 − vn0
∆x

+ σvn0 = 0, ⇒ vn0 =
1

1 + σ∆x
vn1

得到数值格式（记 µ = a∆t
(∆x)2

）

vn+1
j = vnj + µδ2xv

n
j , j = 1, . . . ,Mk − 1, n = 0, 1, . . . ,

v0j = u0(xj), j = 0, . . . ,Mk,

vn+1
0 =

1

1 + σ∆x
vn+1
1 , n = 0, 1, . . . .

vn+1
Mk

= 0, n = 0, 1, . . . .

(6.2)

Example 6.3.2. 数值格式 (6.2) 在最大模 & L2 模意义下是稳定的。

Proof. 将格式写作 V n+1 = QV n 的形式（不含 v0 和 vM）

vn+1
1

vn+1
2

...
vn+1
M−2

vn+1
M−1


=



1− 2µ+ µ
1+σ∆x

µ

µ 1− 2µ µ
. . . . . . . . .

µ 1− 2µ µ

µ 1− 2µ





vn1

vn2
...

vnM−2

vnM−1


稳定性只需要证明无穷范数 ∥Q∥∞ ⩽ 1 和谱半径 σ(Q) ⩽ 1，对于上述矩阵 Q，这两个结论显然成
立。

Example 6.3.3. 数值格式 (6.2) 是逐点相容的。

Proof. 对于内部离散，将精确解 u 代入可得

τn
j =

un+1
j − un

j

∆t
−

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

∆x2
= O(∆t+ (∆x)2)

对于边界离散，将精确解 u 代入可得

τn
0 = −un

1 − un
0

∆x
+ σun

0 = O(∆x)

因此逐点相容，局部截断误差阶是 (1, 1)。
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Example 6.3.4. 数值格式 (6.2) 是最大模不相容的。

Proof. 将精确解 u 代入格式 (6.2)，产生余项 ∆t Tn

un+1
1

un+1
2

...
un+1
M−2

un+1
M−1


=



1− 2µ+ µ
1+σ∆x

µ

µ 1− 2µ µ
. . . . . . . . .

µ 1− 2µ µ

µ 1− 2µ





un
1

un
2

...
un
M−2

un
M−1


+∆t



Tn
1

Tn
2

...
Tn
M−2

Tn
M−1


易知 Tn

j = O(∆t+∆x2)，j = 2, . . . ,M − 1，只需要关注 Tn
1

∆t Tn
1 = un+1

1 −
(
1− 2µ+

µ

1 + σ∆x

)
un
1 − µun

2

= µ

(
un
0 − 1

1 + σ∆x
un
1

)
+
[
un+1
1 − un

1 − µ(un
0 − 2un

1 + un
2 )
]

= µ

(
un
0 − 1

1 + σ∆x
un
1

)
+O(∆t2 +∆t(∆x)2)

由边界条件可得
−un

1 − un
0

∆x
+ σun

0 = −∆x

2
(uxx)

n
1 +O(∆x2),

un
0 − un

1

1 + σ∆x
= −∆x2

2
(uxx)

n
1 +O(∆x3).

代入可得
∆t Tn

1 = − a∆t

2
(uxx)

n
1 +O(∆t2∆x) +O(∆t2 +∆t(∆x)2)

因此 Tn
1 = O(1)，最大模不相容。

左侧边界引入虚拟点 x−1，满足

−
vn1 − vn−1

2∆x
+ σvn0 = 0, ⇒ vn−1 = vn0 − 2σ∆xvn0 .

得到数值格式（记 µ = a∆t
(∆x)2

）

vn+1
j = vnj + µδ2xv

n
j , j = 1, . . . ,Mk − 1, n = 0, 1, . . . ,

v0j = u0(xj), j = 0, . . . ,Mk,

vn+1
0 = vn0 + 2µ(vn1 − (1 + σ∆x)vn0 ), n = 0, 1, . . . .

vn+1
Mk

= 0, n = 0, 1, . . . .

(6.3)

还可以采用如下方式离散
−
vn1 − vn−1

2∆x
+ σ

vn−1 + vn1
2

= 0, ⇒ vn−1 =
1− σ∆x

1 + σ∆x
vn1 .

得到数值格式（记 µ = a∆t
(∆x)2

）

vn+1
j = vnj + µδ2xv

n
j , j = 1, . . . ,Mk − 1, n = 0, 1, . . . ,

v0j = u0(xj), j = 0, . . . ,Mk,

vn+1
0 = vn0 + 2µ

(
1

1 + σ∆x
vn1 − vn0

)
, n = 0, 1, . . . .

vn+1
Mk

= 0, n = 0, 1, . . . .

(6.4)
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Example 6.3.5. 数值格式 (6.3)和 (6.4) 是最大模相容的。

Proof. 只验证格式 (6.4)。将格式写作 V n+1 = QV n 的形式（不含 vM）

vn+1
0

vn+1
1

...
vn+1
M−2

vn+1
M−1


=



1− 2µ 2µ
1+σ∆x

µ 1− 2µ µ
. . . . . . . . .

µ 1− 2µ µ

µ 1− 2µ





vn0

vn1
...

vnM−2

vnM−1


将精确解 u 代入格式，产生余项 ∆t Tn

un+1
0

un+1
1

...
un+1
M−2

un+1
M−1


=



1− 2µ 2µ
1+σ∆x

µ 1− 2µ µ
. . . . . . . . .

µ 1− 2µ µ

µ 1− 2µ





un
0

un
1

...
un
M−2

un
M−1


+∆t



Tn
0

Tn
1

...
Tn
M−2

Tn
M−1


易知 Tn

j = O(∆t+∆x2)，j = 1, . . . ,M − 1，只需要关注 Tn
0

∆t Tn
0 = un+1

0 − (1− 2µ)un
0 − 2µ

1 + σ∆x
un
1

= µ

(
un
−1 −

1− σ∆x

1 + σ∆x
un
1

)
+
[
un+1
0 − un

0 − µ(un
−1 − 2un

0 + un
1 )
]

= µ

(
un
−1 −

1− σ∆x

1 + σ∆x
un
1

)
+O(∆t2 +∆t(∆x)2)

由边界条件可得

−
un
1 − un

−1

2∆x
+ σ

un
−1 + un

1

2
= −∆x2

6
(uxxx)

n
1 +

σ∆x2

2
(uxx)

n
1 +O(∆x4),

un
−1 −

1− σ∆x

1 + σ∆x
un
1 = −∆x3

3
(uxxx)

n
1 + σ∆x3(uxx)

n
1 +O(∆x5)

代入可得

∆t Tn
0 = a∆t∆x

(
−1

3
(uxxx)

n
1 + σ(uxx)

n
1

)
+O(∆t∆x3) +O(∆t2 +∆t(∆x)2)

因此 Tn
0 = O(∆t+∆x)，格式按最大模相容。

Remark. 如果 σ = 0，即边界条件为 ux(0, t) = 0，可以由方程推出在边界处 uxxx(0, t) = 0，此
时 Tn

0 = O(∆t+∆x2)。

Neumann、Robin 边界（半网格）

考虑如下扩散方程初边值问题，左侧为 Robin 边界，右侧为 Dirichlet 边界

ut = auxx, x ∈ (0, 1), t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1],

− ux(0, t) + σu(0, t) = 0, t ⩾ 0,

u(1, t) = 0, t ⩾ 0.
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和上一节不同的是，这里对左边界采用半网格离散：x0 =
∆x
2
，x1 =

∆x
2
，对右边界仍然使用整网格

xMk
= 1。对左侧边界采用如下方式离散

−vn1 − vn0
∆x

+ σ
vn0 + vn1

2
= 0. ⇒ vn0 =

1− σ
2
∆x

1 + σ
2
∆x

vn1

得到数值格式（记 µ = a∆t
(∆x)2

）

vn+1
j = vnj + µδ2xv

n
j , j = 1, . . . ,Mk − 1, n = 0, 1, . . . ,

v0j = u0(xj), j = 0, . . . ,Mk,

vn+1
0 =

1− σ
2
∆x

1 + σ
2
∆x

vn+1
1 , n = 0, 1, . . . .

vn+1
Mk

= 0, n = 0, 1, . . . .

(6.5)

Example 6.3.6. 数值格式 (6.5)是最大模相容的。

Proof. 将格式写作 V n+1 = QV n 的形式（不含 v0 和 vM）

vn+1
1

vn+1
2

...
vn+1
M−2

vn+1
M−1


=



1− 2µ+ µ
1−σ

2 ∆x

1+σ
2 ∆x

µ

µ 1− 2µ µ
. . . . . . . . .

µ 1− 2µ µ

µ 1− 2µ





vn1

vn2
...

vnM−2

vnM−1


将精确解 u 代入格式，产生余项 ∆t Tn

un+1
1

un+1
2

...
un+1
M−2

un+1
M−1


=



1− 2µ+ µ
1−σ

2 ∆x

1+σ
2 ∆x

µ

µ 1− 2µ µ
. . . . . . . . .

µ 1− 2µ µ

µ 1− 2µ





un
1

un
2

...
un
M−2

un
M−1


+∆t



Tn
1

Tn
2

...
Tn
M−2

Tn
M−1


易知 Tn

j = O(∆t+∆x2)，j = 2, . . . ,M − 1，只需要关注 Tn
1

∆t Tn
1 = un+1

1 −
(
1− 2µ+ µ

1− σ
2
∆x

1 + σ
2
∆x

)
un
2 − µun

1

= µ

(
un
0 −

1− σ
2
∆x

1 + σ
2
∆x

un
1

)
+
[
un+1
1 − un

1 − µ(un
0 − 2un

1 + un
2 )
]

= µ

(
un
0 −

1− σ
2
∆x

1 + σ
2
∆x

un
1

)
+O(∆t2 +∆t(∆x)2)

由边界条件可得
−un

1 − un
0

∆x
+ σ

un
0 + un

1

2
= −∆x2

24
(uxxx)

n
1 +

σ∆x2

8
(uxx)

n
1 +O(∆x4)

un
0 −

1− σ
2
∆x

1 + σ
2
∆x

un
1 = −∆x3

24
(uxxx)

n
1 +

σ∆x3

8
(uxx)

n
1 +O(∆x5)

代入可得
∆t Tn

1 = a∆t∆x

(
− 1

24
(uxxx)

n
1 +

σ

8
(uxx)

n
1

)
+O(∆t∆x3) +O(∆t2 +∆t(∆x)2)

因此 Tn
1 = O(∆t+∆x)，格式按最大模相容。
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6.3.6 能量稳定性
对流方程

考虑对流方程初边值问题 
ut = ux, x ∈ (0, 1), t > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1],

u(1, t) = g(t), t ⩾ 0.

易知 PDE 具有如下性质
d

dt
∥u∥2 = (u, ut) + (ut, u) = (u, ux) + (ux, u) = |u|2

∣∣1
0
= |g(t)|2 − |u(0, t)|2

Example 6.3.7. 分析如下半离散格式的能量稳定性
dvj
dt

= D+vj , j = 0, . . . ,M − 1,

vj(0) = fj , j = 0, . . . ,M,

vM (t) = g(t), t ⩾ 0.

Solution.
d

dt
∥v∥20,N−1 =

(
v,

dv

dt

)
0,N−1

+

(
dv

dt
, v

)
0,N−1

= (v,D+v)0,N−1 + (D+v, v)0,N−1

(∗)
= − h∥D+v∥20,N−1 + |vN (t)|2 − |v0(t)|2 ⩽ |g(t)|2

其中的 (∗) 利用了如下恒等式，相当于离散版本的“分部积分”

(u,D+v)r,s + (D+u, v)r,s = −h(D+u,D+v)r,s + ujvj
∣∣s+1

r
.

Example 6.3.8. 分析如下 FTFS 格式的能量稳定性
vn+1
j = vnj +∆tD+vj , j = 0, . . . ,M − 1,

v0j = fj , j = 0, . . . ,M,

vnM = gn, n = 0, 1, . . . .

Solution.

∥vn+1∥20,N−1 = ∥(I +∆tD+)v
n∥20,N−1

= ∥vn∥20,N−1 +∆t2∥D+v
n∥20,N−1 +∆t

[
(vn, D+v

n)0,N−1 + (D+v
n, vn)0,N−1

]
= ∥vn∥20,N−1 +∆t2∥D+v

n∥20,N−1 +∆t
(
−h∥D+v

n∥20,N−1 + |vnN |2 − |vn0 |2
)

当 ∆t ⩽ h 时，有

∥vn+1∥20,N−1 ⩽ ∥vn∥20,N−1 +∆t|vnN |2 ⩽ · · · ⩽ ∥v0∥20,N−1 +∆t
n∑

ℓ=0

|gℓ|2
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抛物型方程（Dirichlet 边界）

考虑抛物方程初边值问题（Dirichlet 边界）
ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1],

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ⩾ 0.

易知 PDE 具有如下性质
d

dt
∥u∥2 = (u, ut) + (ut, u) = (u, uxx) + (uxx, u) = −2∥ux∥2 + (ūux + ūxu)

∣∣1
0
= −2∥ux∥2 ⩽ 0

Example 6.3.9. 分析如下半离散格式的能量稳定性
dvj
dt

= D+D−vj , j = 0, . . . ,M − 1,

vj(0) = fj , j = 0, . . . ,M,

v0(t) = vM (t) = 0, t ⩾ 0.

Solution.
1

2

d

dt
∥v∥21,N−1 = (v,D+D−v)1,N−1

(∗)
= − ∥D−v∥22,N + vjD−vj

∣∣N
1

= − ∥D−v∥21,N + h(D−v1)
2 + vND−vN − v1D−v1

= − ∥D−v∥21,N ⩽ 0

其中的 (∗) 利用了如下恒等式

(v,D+w)r,s + (D−v, w)r+1,s+1 = vjwj

∣∣s+1

r
.

取 v = D−v 代入可得
(v,D+D−v)r,s + ∥D−v∥2r+1,s+1 = vjD−vj

∣∣s+1

r
.

Lemma 6.3.5.
∥D+y∥21,N−1 ⩽

4

h2
∥y∥21,N

Proof.

∥D+y∥21,N−1 =
1

h2

N−1∑
j=1

|yj+1 − yj |2 h ⩽ 2

h2

N−1∑
j=1

(|yj+1|2 + |yj |2)h ⩽ 4

h2
∥y∥21,N

Example 6.3.10. 分析如下 FTCS 格式的能量稳定性
vn+1
j = vnj +∆tD+D−vj , j = 0, . . . ,M − 1,

v0j = fj , j = 0, . . . ,M,

vn0 = vnM = 0. n = 0, 1, . . . .
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Solution.

∥vn+1∥21,N−1 = ∥(I +∆tD+D−)v
n∥21,N−1

= ∥vn∥21,N−1 +∆t2∥D+D−v
n∥21,N−1 + 2∆t (vn, D+D−v

n)1,N−1

= ∥vn∥21,N−1 +∆t2∥D+D−v
n∥21,N−1 − 2∆t∥D−v

n∥21,N

根据引理 6.3.5 有如下不等式成立

∥D+D−v
n∥21,N−1 ⩽

4

h2
∥D−v

n∥21,N

代入可得
∥vn+1∥21,N−1 ⩽ ∥vn∥21,N−1 − 2∆t

(
1− 2∆t

h2

)
∥D−v

n∥21,N

因此在 ∆t ⩽ 1
2
h2 时

∥vn+1∥21,N−1 ⩽ ∥vn∥21,N−1

抛物型方程（Rubin 边界）（半网格）

Lemma 6.3.6. 对于 f ∈ C1([0, 1])

∥f∥2∞ ⩽ ε∥fx∥2 + (1 +
1

ε
)∥f∥2, (∀ ε > 0)

Lemma 6.3.7.
max

0⩽j⩽N
|fj |2 ⩽ ε∥D−f∥21,N + (1 +

1

ε
)∥f∥20,N , (∀ ε > 0)

考虑抛物方程初边值问题（Rubin 边界）

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1],

ux(0, t) + r0u(0, t) = 0, t ⩾ 0,

ux(1, t) + r1u(1, t) = 0, t ⩾ 0.

易知 PDE 具有如下性质
d

dt
∥u∥2 = (u, ut) + (ut, u) = (u, uxx) + (uxx, u)

= − 2∥ux∥2 + (ūux + ūxu)
∣∣1
0

⩽ − 2∥ux∥2 + 2(|r0|+ |r1|)∥u∥2∞, (ε :=
1

2(|r0|+ |r1|)
)

(∗)
⩽ − 2∥ux∥2 + ∥ux∥2 +

1

ε
(1 +

1

ε
)∥u∥2

= − ∥ux∥2 + 2(|r0|+ |r1|)(2(|r0|+ |r1|) + 1)∥u∥2

其中 (∗) 利用了引理 6.3.6。
对于空间离散采用半网格：x0 = −∆x/2，x1 = ∆x/2，xN−1 = 1−∆x/2，xN = 1 +∆x/2。
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Example 6.3.11. 分析如下半离散格式的能量稳定性

dvj
dt

= D+D−vj , j = 0, . . . ,M − 1,

vj(0) = fj , j = 0, . . . ,M,

D+v0(t) +
1

2
r0(v0(t) + v1(t)) = 0, t ⩾ 0,

D−vN (t) +
1

2
r1(vN−1(t) + vN (t)) = 0, t ⩾ 0.

Solution.

1

2

d

dt
∥v∥21,N−1 = (v,D+D−v)1,N−1

= − ∥D−v∥22,N + vjD−vj
∣∣N
1

= − ∥D−v∥22,N − 1

2
r1vN (vN−1 + vN ) +

1

2
r0v1(v0 + v1)

注意到当 h 足够小时，有

|v0| ⩽ constant |v1|, |vN | ⩽ constant |vN−1|.

利用引理 6.3.7可得

v0v1 ⩽ constant |v1|2 ⩽ ε∥D−v∥22,N + C(ε)∥v∥21,N ,

vN−1vN ⩽ constant |vN−1|2 ⩽ ε∥D−v∥22,N + C(ε)∥v∥21,N .

注意到 ∥v∥21,N ⩽ constant ∥v∥21,N−1，因此可以取足够小的 ε，使得
1

2

d

dt
∥v∥21,N−1 ⩽ constant ∥v∥21,N−1

6.4 二维扩散方程的边界处理
关注二维常系数扩散方程的边界处理，只考虑直边界的情形，例如计算区域为 [0, 1]2。

FTCS 的边界处理
与一维的边界处理类似，例如

1. Dirichlet B.C. 直接赋值即可
2. Nuemann B.C.

(a) 一阶近似，采用单侧差商来近似导数
(b) 二阶近似，引入虚拟点，或考虑半网格

过渡层的边界处理
ADI 方法等引入了中间过渡层，过渡层的计算需要特殊的边界处理，考虑竖直边界 x = 0 或

x = 1，边界条件为 u = g(t)。
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1. 对于 ADI 方法的 PR 格式：如果用 tn+1/2 的边界条件赋值会掉阶，中间层只是算子分裂计算
所产生的，并不是真正对应 tn+1/2 时间层。可以利用格式相加得到更合适的边界条件

2v
n+1/2
i,j =

(
1 +

1

2
bµyδ

2
y

)
vnj,k +

(
1− 1

2
bµyδ

2
y

)
vn+1
j,k

=

(
1 +

1

2
bµyδ

2
y

)
gnj,k +

(
1− 1

2
bµyδ

2
y

)
gn+1
j,k

2. 对于 D’Yakonov 格式：如果用 tn+1/2 的边界条件赋值会掉阶，可以利用格式得到

v∗j,k =

(
1− 1

2
bµyδ

2
y

)
vn+1
j,k =

(
1− 1

2
bµyδ

2
y

)
gn+1
j,k



第七章 模型方程：一维非线性双曲守恒律方
程

7.1 预备知识
只考虑一维标量情形下的双曲守恒律方程

ut + f(u)x = 0, (x, t) ∈ R× R+ (7.1)

考虑纯初值问题或者具有周期边界条件的初边值问题，其中未知函数 u : R×R+ → R，以及已知的
（连续可微的）流通量函数 f : R → R。

Example 7.1.1.
• 取 f(u) = au，其中 a ∈ R 为常数，就可以得到最简单的常系数线性对流方程

ut + aux = 0

• 取 f(u) = 1
2
u2，就可以得到最简单的非线性守恒律方程——Burgers 方程

ut +

(
u2

2

)
x

= 0

对于双曲守恒律方程，记 f ′(u) = a(u)，可以得到两种形式
1. 守恒形式 ut + f(u)x = 0

2. 非守恒形式 ut + a(u)ux = 0

这两种形式在方程层面是等价的，但是从两种形式出发设计的差分格式并不等价，具有不同的性质
和求解效果。
对于双曲守恒律方程，有一类特殊的问题称为 Riemann 问题：

ut + f(u)x = 0, (x, t) ∈ R× R+

u(x, 0) =

uL x < 0

uR x > 0

(7.2)

即 u(x, t) 在 x = 0 的左右两侧分别有不同的常数初值 uL ̸= uR。对于 Riemann 问题，uL 和 uR 的
大小关系会决定解的结构。

7.2 特征线
双曲型方程具有特征线的性质，例如

49
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• 常系数线性对流方程： ut + aux = 0，特征线方程为
dx

dt
= a,

特征线为一族平行直线，斜率由 a 决定。
d

dt
u(x(t), t) = ux

dx

dt
+ ut = aux + ut = 0

因此解 u(x(t), t) 的值沿着特征线不变。
• 变系数线性对流方程： ut + a(x, t)ux = 0，其中 a(x, t) 为已知的连续函数，特征线方程为

dx

dt
= a(x, t)

特征线为一族互不相交的曲线。
d

dt
u(x(t), t) = ux

dx

dt
+ ut = a(x, t)ux + ut = 0

因此解 u(x(t), t) 的值沿着特征线不变。
• 双曲守恒律方程： ut + f(u)x = 0，特征线方程为

dx

dt
= f ′(u)

特征线为一族可能相交的直线，直线的斜率可以由初值确定。
d

dt
u(x(t), t) = ux

dx

dt
+ ut = f ′(u)ux + ut = 0

因此解 u(x(t), t) 的值沿着特征线不变。
特征线的性质可以被用来进行精确求解，或者用于设计数值格式等。
双曲守恒律的特征线的斜率由初值确定，特征线可能在某些位置出现相交或者发散，这导致解

随着时间演化会产生各种复杂的结构。对于具体的 Burgers 方程有如下结论：

Theorem 7.2.1. 对于 Burgers 方程，假设给定光滑的初值 u0(x)，满足 minu′
0(x) < 0，那么在

有限时间之后会出现特征线相交，解在特征线相交位置会产生无穷斜率（间断，激波）。临界时
刻 Tb 为

Tb =
−1

minu′
0(x)

Proof. 首先证明在 Tb 时刻特征线首次相交：从 (ξ, 0) 发出的特征线记作 lξ : x = ξ + u0(ξ)t，定义
集合 Ω

Ω = {(ξ, η) | (ξ − η)(u0(ξ)− u0(η)) < 0}

由于存在某些点的导数 u′
0(x) < 0，可以保证集合 Ω 非空。在集合 Ω 上定义二元函数 T (ξ, η) 为直

线 lξ 和 lη 的相交时刻，并对相交时刻取极小值

x = ξ + u0(ξ)T (ξ, η) = η + u0(η)T (ξ, η)

T (ξ, η) =
−1(

u0(ξ)−u0(η)
ξ−η

) > 0, ∀ (ξ, η) ∈ Ω

inf
(ξ,η)∈Ω

T (ξ, η) =
−1

inf
(

u0(ξ)−u0(η)
ξ−η

) =
−1

minx u′
0(x)

= Tb
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然后证明在 Tb 时刻会出现无穷斜率：设 (x, t) 位于从 (ξ, 0) 发出的特征线 lξ 上，那么x = ξ + u0(ξ)t

u(x, t) = u0(ξ)

其中 ξ = ξ(x, t) 由 (x, t) 隐式确定。对上式关于 x 求导得到

1 =
∂ξ

∂x
+ u′

0(ξ)
∂ξ

∂x
t

∂u(x, t)

∂x
= u′

0(ξ)
∂ξ

∂x

消去 ∂ξ
∂x
得到解 u(x, t) 在 t 时刻在 x 处的斜率

∂u(x, t)

∂x
=

u′
0(ξ)

1 + u′
0(ξ)t

假设 u′
0(ξ) = minx u

′
0(x)，那么在 t → T−

b 时，在 x 处的斜率便会趋于无穷，解产生间断，并且间
断出现的位置与特征线首次相交的位置一致∣∣∣∣∂u(x, t)∂x

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ u′
0(ξ)

1 + u′
0(ξ)t

∣∣∣∣→ ∞, as t → T−
b

7.3 弱解、黏性解和熵解
7.3.1 弱解
对于双曲守恒律方程

ut + f(u)x = 0, (7.3)

即使初值足够光滑，解也可能随着时间演化产生间断等复杂结构，在间断位置显然不连续、不可导，
此时无法找到满足要求的解（经典解，古典解），或者说在经典解的范围内解不存在，需要扩大解的
范围。

Definition 7.3.1 (弱解定义之一). 称函数 u(x, t) ∈ L∞(R × (0,+∞);R) 为双曲守恒律方
程 (7.3)的弱解，如果对于任意函数 φ(x, t) ∈ C∞

0 (R× R+)，都有下式成立∫ +∞

0

∫
R
(uφt + f(u)φx) dx dt+

∫
R
u(x, 0)φ(x, 0) dx = 0

Definition 7.3.2 (弱解定义之二). 称函数 u(x, t) ∈ L∞(R × (0,+∞);R) 为双曲守恒律方
程 (7.3)的弱解，如果对于任意有界区域 [xL, xR]× [t0, t1] ⊂ R× R+，都有下式成立∫ xR

xL

u(x, t1) dx−
∫ xR

xL

u(x, t0) dx =

∫ t1

t0

f(u(xL, t)) dt−
∫ t1

t0

f(u(xR, t)) dt

Remark. 可以证明对于弱解的两种定义是等价的。弱解是比经典解更大的概念，因为弱解对于
函数的光滑性没有要求。如果方程有一个经典解 u ∈ C1

0 (R × (0,+∞);R)，那么使用分部积分
就可以证明它也是弱解。
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Example 7.3.1. 取 f(u) = au，其中 a为常数。对于方程 ut+aux = 0和任意初值 u0(x)，只有
在 u0(x) 具有足够光滑性时，函数 u(x, t) = u0(x− at) 才是原方程的经典解。但是只要 u0(x)

具有可积性，函数 u(x, t) = u0(x− at) 始终是原方程的弱解。

下面关注由分片经典解组成的函数，它可能在拼接位置没有足够的光滑性，从而不是经典解，
但是只需要在分界面上满足体现局部守恒性的 Rankine-Hugoniot 条件，就仍然是满足定义的弱解。

Theorem 7.3.1 (Rankine-Hugoniot jump condition). 考虑一个时空区域 Ω ⊂ R × (0,+∞)，假
设 Ω 被一个光滑的时空曲线 Γ 划分为两个部分：Ω1,Ω2，假设 ul(x, t), ur(x, t) 分别是守恒律
方程 ut + f(u)x = 0 在区域 Ω1,Ω2 的经典解，考虑定义在整个区域 Ω 上的函数

u(x, t) =

ul(x, t), (x, t) ∈ Ω1

ur(x, t), (x, t) ∈ Ω2

那么 u 是弱解等价于在时空曲线 Γ 上逐点成立

[f(ul(x))− f(ur(x))]nx + [ul(x)− ur(x)]nt = 0, ∀ (x, t) ∈ Γ ∩ Ω

其中 n = (nx, nt) 是曲线 Γ 在 x 处的单位法向量。

Proof. 任取测试函数 φ(x, t) ∈ C∞
0 (R × R+;R)，由于 u 在 Ωi 内部是连续可微的经典解，逐点成

立 ut + f(u)x = 0，可以使用分部积分得到下式∫
Ωi

[uφt + f(u)φx] dx dt = −
∫
Ωi

[utφ+ f(u)xφ] dx dt+

∫
∂Ωi

[nxf(u) + ntu]φds

对于整个区域 Ω 有∫
Ω

[u · φt + f(u) · φx] dx dt

=
2∑

i=1

{
−
∫
Ωi

[ut · φ+ f(u)x · φ] dx dt+
∫
∂Ωi

[nxf(u) + ntu] · φds

}
= 0−

∫
R
u(x, 0)φ(x, 0) dx+

∫
Γ

[nxf(ul) + ntul] · φds−
∫
Γ

[nxf(ur) + ntur] · φds

这里 −
∫
R u(x, 0)φ(x, 0) dx 是在 x − t 上半平面的下边界（即实轴上）进行的边界积分得到的，此

时 nxf(u) + ntu = −u；n = (nx, nt) 是时空曲线 Γ 在 x 处的单位法向量（从 Ω1 指向 Ω2）。由 φ

的任意性可知，u 是弱解等价于在时空曲线 Γ 上逐点成立
[f(ul(x))− f(ur(x))]nx + [ul(x)− ur(x)]nt = 0, ∀x ∈ Γ ∩ Ω (7.4)

在定理 7.3.1的条件下，考虑一个更具体的情况：一条连续可微的时空曲线 Γ : x = x(t), t ⩾ 0

将整个 x− t 上半平面划分为左右两个区域：
Ω1 = {(x, t) | x < x(t), t ⩾ 0},Ω2 = {(x, t) | x > x(t), t ⩾ 0}.

这两个时空区域在任意固定时刻的切片就是实轴的两个无界区间 Ω1(t) = (−∞, x(t)) 和 Ω2(t) =

(x(t),+∞)，分界点为 x = x(t)。单位法向量可以取作
n = (nx, nt) =

1√
1 + (x′(t))2

(1,−x′(t))
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此时定理 7.3.1中的条件即

[f(ul(x))− f(ur(x))]− [ul(x)− ur(x)]x
′(t) = 0, ∀ (x, t) ∈ Γ ∩ Ω (7.5)

如果记分界点的移动速度为 s = x′(t)，就可以得到 RH 跳跃条件最常见的形式

f(ul)− f(ur) = s (ul − ur).

在下文中将会用 Burgers方程的 Riemann问题说明：从经典解到弱解虽然扩大了解的范围，但
是弱解可能是不唯一的。由于问题具有实际物理背景，必然存在唯一的解与实际的物理现象对应。
有一些方法可以在弱解范围内进一步筛选出唯一的合理的解，例如黏性解和熵解。

7.3.2 黏性解 *

考虑在原始的方程中加上黏性项，我们关注黏性消失后得到的极限情况，这种做法契合守恒律
问题的实际物理背景。

Definition 7.3.3. 记 uε(x, t) 为如下方程的解

uε
t + f(uε)x = εuε

xx, (ε > 0)

如果存在极限函数 u(x, t) = limε→0+ uε(x, t)，就称其为双曲守恒律方程的黏性解。

加黏性得到的解通常具有很好的光滑性，但是随着黏性的消失，仍然可以使其收敛到存在间断
的弱解。

7.3.3 熵解 *

Definition 7.3.4 (熵函数和熵通量). 称函数 η : R → R 为熵函数，如果满足：η ∈ C2(R)，并
且 η′′ ⩾ 0。称函数 ξ : R → R 为对应的熵通量，如果满足：

ξ′(u) = η′(u)f ′(u)

此时称 (η, ξ) 为一个熵对。

Example 7.3.2. 考虑 Burgers 方程，例如取熵函数 η(u) = 1
2
u2 和熵通量 ξ(u) = 1

3
u3，就满足

熵对的所有要求。再例如取熵函数

η(u) =
1

2p
u2p +

α

2
u2, (p ∈ N, p ⩾ 2, α > 0)

计算可得 η′′(u) = (2p− 1)u2p−2 + α > 0，代入计算可得

ξ(u) =
1

2p+ 1
u2p+1 +

α

3
u3

任取参数 p, α 就可以构造一组熵对 (η, ξ) 。
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Definition 7.3.5. 称方程 ut + f(u)x = 0 的弱解 u(x, t) 是熵解，如果满足：对于所有的熵对
(η, ξ)，都有如下不等式在弱形式下成立

η(u)t + ξ(u)x ⩽ 0.

更具体来说，对于所有的非负测试函数 φ(x, t) ∈ C∞
0 (R× R+;R+)，下式成立∫ +∞

0

∫
R
(η(u)φt + ξ(u)φx) dx dt ⩽ −

∫
R
η(u(x, 0))φ(x, 0) dx

显然根据定义，熵解一定是弱解，还需要说明的是：经典解如果存在，一定也是熵解。假设方
程有经典解 u(x, t)，那么直接对方程乘以 η′(u) 可以得到

η′(u)ut + η(u)′f ′(u)ux = 0

η(u)t + ξ(u)x = 0

因此，经典解 ⊂ 熵解 ⊂ 弱解是三个逐渐扩大的概念，关系如图 7.1。在下一节中会给出例子说明它
们是严格包含的，即：存在不是经典解的熵解，存在不是熵解的弱解。虽然经典解不能保证存在性，
弱解不能保证唯一性，但是介于它们中间的熵解却具有存在唯一性。

Theorem 7.3.2. 标量双曲守恒律方程的熵解存在且唯一。

Weak solution

Entropy solution

Classical solution

图 7.1: 经典解、熵解和弱解的关系

和弱解类似，熵解的定义不易验证，我们仍然关注由分片经典解组成的函数：它是弱解当且仅
当在分界面上满足的条件为 Rankine-Hugoniot 条件；它是熵解也需要在分界面上满足一定的条件，
对应的条件称为熵条件。
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Theorem 7.3.3 (Oleinik). 考虑定义在区域 Ω 上的由分片经典解组成的函数

u(x, t) =

ul(x, t), (x, t) ∈ Ω1 = {(x, t) | x < x(t), t ⩾ 0}

ur(x, t), (x, t) ∈ Ω2 = {(x, t) | x > x(t), t ⩾ 0}

其中 Γ : x = x(t) 是一条连续可微的时空曲线，ul(x, t), ur(x, t) 分别是区域 Ω1,Ω2 中的经典
解。u(x, t) 满足 RH 条件 (7.5)，从而是弱解。如果 u(x, t) 和分界面速度 s = x′(t) 满足如下
的 Oleinik 熵条件

f(ul)− f(v)

ul − v
⩾ s ⩾ f(ur)− f(v)

ur − v
, v ∈ [min(ul, ur),max(ul, ur)]

则 u(x, t) 是熵解。

如果 f(u) 是凸可微的，那么上述要求可以化简为 Osher 熵条件

f ′(ul) ⩾ s ⩾ f ′(ur).

由于 f ′(u) 具有明确的意义——传播速度，特征线的斜率，可以进一步解释这个熵条件：只有两侧
特征线向分界面汇聚的间断解才是熵解。

7.3.4 一些例子
下面考虑一些简单例子，关注 f(u) 是严格凸可微函数的情况，f(u) = 1

2
u2 对应的 Burgers 方

程为其中的典型代表。
考虑光滑初值 u0(x) = sin(x) 的 Burgers 方程，由特征线可知，解在形态上会从 x = π 的两侧

向中间汇聚，随着时间演化，最终会 x = π 位置出现间断，如图 7.2。

π

图 7.2: Burgers 方程使用初值 u0(x) = sin(x)，随着时间演化，解会在 x = π 位置出现间断

考虑间断初值的黎曼问题：在两侧初始条件为常数值，并且 uL ≠ uR
ut + f(u)x = 0, (x, t) ∈ R× R+

u(x, 0) =

uL x < 0

uR x > 0

(7.6)
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首先考虑如下形式的解：分界面以速度 s 移动，分界面两侧保持常值

u(x, t) =

uL, x < st

uR, x > st
(7.7)

如果分界面的移动速度 s 满足 R-H 跳跃条件
f(uL)− f(uR) = s(uL − uR), ⇒ s =

f(uL)− f(uR)

uL − uR

那么这个解就是弱解。Osher 熵条件还要求
f ′(uL) ⩾ s ⩾ f ′(uR),

代入可得
f ′(uL) ⩾ s =

f(uL)− f(uR)

uL − uR

⩾ f ′(uR),

注意到 f ′(u) 是单减的，因此上式成立的条件为 uL > uR，此时的解 (7.7)是熵解，称为激波。在
uL < uR 时，解 (7.7) 是一个不是熵解的弱解。对于 uL < uR 的情况，考虑如下形式的解

u(x, t) =


uL, x < f ′(uL)t

(f ′)−1(x
t
), f ′(uL)t ⩽ x ⩽ f ′(uR)t

uR, x > f ′(uR)t

(7.8)

这里存在一个逐渐扩大的过渡区域 [f ′(uL)t, f
′(uR)t]（此时有 f ′(uL) < f ′(uR)），通过过渡区域的

连续曲线将两侧的常值解连接起来，解 (7.8)称为稀疏波。对于 Burgers 方程，这几种解的情况如
图 7.3 所示。

7.4 数值格式
对于双曲守恒律问题的求解目标是设计高精度高分辨率的数值格式：

• 数值解希望收敛到熵解，至少是弱解；
• 在真解相对光滑区域，保持高精度和高计算效率；
• 在真解间断的区域，要捕获到间断界面和刻画激波速度，并抑制间断界面附近的数值振荡。
直接对守恒律方程（守恒形式或非守恒形式）进行离散，对非线性部分进行冻结系数等近似处

理，就可以得到很多格式，例如 Roe 迎风格式，Lax 格式，Lax-Wendroff 格式等。

7.4.1 数值格式示例（一）

Example 7.4.1. 构造迎风格式
1. 基于守恒形式 ut + f(u)x = 0

vn+1
j =

vnj − ∆t
∆x

(
f(vnj )− f(vnj−1)

)
, f ′(vnj ) > 0

vnj − ∆t
∆x

(
f(vnj+1)− f(vnj )

)
, f ′(vnj ) ⩽ 0

2. 基于非守恒形式 ut + a(u)ux = 0

vn+1
j =

vnj − ∆t
∆x

a(vnj )
(
vnj − vnj−1

)
, a(vnj ) > 0

vnj − ∆t
∆x

a(vnj )
(
vnj+1 − vnj

)
, a(vnj ) ⩽ 0
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st
x

u
uL

uR

(a) uL > uR，熵解（激波）

x = st

x

t

uL uR

(b) uL > uR，特征线汇聚

st
x

u

uL

uR

(c) uL < uR 之一，不是熵解的弱解

x = st

x

t

uL uR

(d) uL < uR 之一，特征线发散

f ′(uR)t

x

u

f ′(uL)t

uL

uR

(e) uL < uR 之二，熵解（稀疏波）

x

t

uL uR

x = f ′(uL)t
x = f ′(uR)t

(f) uL < uR 之二，特征线发散

图 7.3: Burgers方程黎曼问题的三个例子，对于 Burgers方程，具体有 s = f(uL)−f(uR)
uL−uR

= 1
2
(uL+uR)，

(f ′)−1(x/t) = x/t。
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Example 7.4.2. 构造 Lax 格式
1. 基于守恒形式 ut + f(u)x = 0

vn+1
j =

1

2
(vnj−1 + vnj+1)−

∆t

2∆x

(
f(vnj+1)− f(vnj−1)

)
2. 基于非守恒形式 ut + a(u)ux = 0

vn+1
j =

1

2
(vnj−1 + vnj+1)−

∆t

2∆x
a(vnj )

(
vnj+1 − vnj−1

)

Example 7.4.3. 构造 LW 格式
1. 基于守恒形式 ut + f(u)x = 0，记 An

j+1/2 = f ′( 1
2
(vnj + vnj+1))

vn+1
j = vnj − ∆t

2∆x

(
f(vnj+1)− f(vnj−1)

)
+

∆t2

2∆x2

{
An

j+1/2[f(v
n
j+1)− f(vnj )]−An

j−1/2[f(v
n
j )− f(vnj−1)]

}
2. 基于非守恒形式 ut + a(u)ux = 0

vn+1
j = vnj − ∆t

2∆x
a(vnj )

(
vnj+1 − vnj−1

)
+

∆t2

2∆x2

{
a(vnj )

2(vnj+1 − 2vnj + vnj−1) +
1

2
a(vnj )a

′(vnj )(v
n
j+1 − vnj−1)

2

}

Example 7.4.4. 基于守恒形式 ut + f(u)x = 0，构造 Roe 迎风格式

vn+1
j = vnj − ∆t

2∆x

{
(1 + sgn(anj−1/2))(f(v

n
j )− f(vnj−1)) + (1− sgn(anj+1/2))(f(v

n
j+1)− f(vnj ))

}
其中 anj+1/2 是 Roe 平均，满足如下等式

f(vnj+1)− f(vnj ) = anj+1/2(v
n
j+1 − vnj )

Example 7.4.5 (Lax-Friedrichs). 基于守恒形式 ut + f(u)x = 0，利用流通分裂技术将其拆分为

ut + f+(u)x + f−(u)x = 0, f±(u) =
1

2
(f(u)± αu).

其中 α = maxu |f ′(u)|。对 f+ 和 f− 分别使用迎风格式可得 Lax-Friedrichs 格式

vn+1
j = vnj − ∆t

∆x
(f+(vnj )− f+(vnj−1))−

∆t

∆x
(f−(vnj+1)− f−(vnj ))

7.4.2 守恒型格式
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Definition 7.4.1 (守恒型格式). 称差分格式为守恒型格式，如果它可以表述为如下形式

vn+1
j = vnj − ∆t

∆x

(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
, ∀ j

其中 f̂j+ 1
2
= f̂(vj−r, · · · , vj+s) 称为数值流通量，满足

1. 连续性：f̂ 关于每一个变量都是局部 Lipschitz 连续的
2. 相容性：f̂(v, . . . , v) = f(v)

对守恒型格式关于 j 进行局部地求和，可以得到
q∑

j=p

vn+1
j =

q∑
j=p

vnj − ∆t

∆x

(
f̂n
q+1/2 − f̂n

p−1/2

)
这就是离散意义下的局部守恒性。给定一个守恒型数值格式，反过来要求给出数值流通量的形式时，
也可以利用这个性质，对格式关于 j 进行部分求和，进而推出数值流通量的具体形式。
一般的数值格式可能无法保证得到的解是弱解，守恒型格式由于具有局部守恒性，可以保证得

到的一定是弱解，但是不能进一步保证是熵解，有如下定理：

Theorem 7.4.1 (Lax-Wendroff 定理). 设守恒型差分格式与双曲守恒律相容，当时空网格尺度
趋于零时，若数值解几乎处处有界并且收敛到某个函数，则极限函数必定是问题的弱解。

对于双曲守恒律问题，必须要考虑间断界面的处理，但是守恒型格式仍然可能在间断附近产生
数值振荡，并且守恒型格式只能保证得到弱解而非熵解。为了解决这两个问题，引入了单调格式和
TVD 格式等概念。

7.4.3 单调保持和单调格式

Definition 7.4.2. 称方程具有单调保持性质，如果满足：对于单增或单减的初值，任意时刻的
熵解均保持相同的单调性。

Definition 7.4.3. 称方程具有比较性质，如果满足：

u1(x, 0) ⩽ u2(x, 0) (∀x) ⇒ u1(x, t) ⩽ u2(x, t) (∀x, ∀ t > 0)

理论分析表明，双曲守恒律问题的熵解具有单调保持性质和比较性质，因此我们也希望设计的
数值格式在离散意义下保持相应的性质。

Definition 7.4.4 (单调保持格式). 称差分格式为单调保持格式，如果满足：对于单增或单减的
初值，任意时刻的数值解均具有相同的单调性。

单调保持格式可以避免产生数值振荡，但是单调保持的概念在实践中难以验证。我们可以加强
条件，引入一类要求更强，但实践中更容易验证的概念——单调格式。
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Definition 7.4.5 (单调格式). 称差分格式是单调格式，若它可以表述为如下形式

vn+1
j = H(vnj−r−1, · · · , vnj+s), ∀ j

其中 H 关于每一个变量都是非减的，即 H(↑, · · · , ↑)。

可以证明单调格式是一个更强的概念：

Theorem 7.4.2. 单调格式一定是单调保持格式，反之未必成立。限于线性格式的范畴，单调格
式等价于单调保持格式。

Proof. 取单调的离散值 v0j ⩽ v0j+1，∀ j，那么

v1j = H(v0j−r−1, · · · , v0j+s) ⩽ H(v0j−r, · · · , v0j+s+1) = v1j+1

归纳可得，对于任意时刻 tn，都有相同的单调性：vnj ⩽ vnj+1，∀ j。对于线性格式

vn+1
j =

q∑
s=−p

cs v
n
j+s

单调保持可以推出所有系数都非负，从而是单调格式。

如下命题可以用于判断一个三点格式是否是单调格式。

Proposition 7.4.3. 对于如下形式的三点格式

vn+1
j = vnj − ∆t

∆x

(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
, f̂j+1/2 = f̂(vnj , v

n
j+1).

若数值流通量 f̂(v1, v2) 满足如下条件

∂f̂

∂v1
⩾ 0,

∂f̂

∂v2
⩽ 0,

∆t

∆x
(
∂f̂

∂v1
− ∂f̂

∂v2
) ⩽ 1.

则该格式为单调格式。

Definition 7.4.6 (单调数值流通量). 称 f̂(v1, v2) 为一个单调数值流通量，如果满足：
1. 连续性：f̂ 关于每一个变量都是局部 Lipschitz 连续的；
2. 相容性：f̂(v, v) = f(v)；
3. 单调性：关于第一个变量不减，关于第二个变量不增，即 f̂(↑, ↓)。

单调格式可以保证得到的一定是熵解，但是代价是无法获得高阶，有如下的定理：

Theorem 7.4.4. 单调格式的数值解若一致有界，必然收敛到双曲守恒律的熵解。

Theorem 7.4.5 (Godunov). 单调格式最多只有一阶局部截断误差。

Godunov 定理表明，由于单调格式无法获得高阶精度，如果希望设计高阶格式，必须跳出单调
格式的范围，考虑一个更大的概念。
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7.4.4 TVD 格式

Definition 7.4.7. 称方程具有全变差不增的性质，如果精确解满足

TV (u(x, t2)) ⩽ TV (u(x, t1)), ∀ t2 > t1,

其中精确解的全变差定义为 TV (u) =
∫
|ux| dx。

理论分析表明，双曲守恒律问题的熵解具有 TVD 性质，因此我们也希望设计的数值格式在离
散意义下保持相应的 TVD 性质。

Definition 7.4.8 (TVD 格式). 称差分格式是全变差不增的格式（TVD 格式），如果数值解满足

TV (vn+1) ⩽ TV (vn), ∀n,

其中数值解的全变差定义为 TV (vn) =
∑

j |vnj+1 − vnj |。

由定义可知，TVD 格式可以达到抑制数值振荡的效果。有如下充分条件可以判断三点格式为
TVD 格式：

Lemma 7.4.6 (Harten 引理). 若差分格式可以表述为如下形式

vn+1
j = vnj − Cj−1/2(v

n
j − vnj−1) +Dj+1/2(v

n
j+1 − vnj )

其中系数 Cj−1/2, Dj+1/2 可以依赖于数值解，并且处处成立

Cj+1/2 ⩾ 0, Dj+1/2 ⩾ 0, Cj+1/2 +Dj+1/2 ⩽ 1, ∀ j

则它是 TVD 格式。

Proof. 只需要对指标错位并利用不等式放缩即可，引理的条件可以保证凸组合系数非负

vn+1
j+1 − vn+1

j = vnj+1 − Cj+1/2(v
n
j+1 − vnj ) +Dj+3/2(v

n
j+2 − vnj+1)

− vnj + Cj−1/2(v
n
j − vnj−1)−Dj+1/2(v

n
j+1 − vnj )

|vn+1
j+1 − vn+1

j | ⩽ (1− Cj+1/2 −Dj+1/2)|vnj+1 − vnj |

+Dj+3/2|vnj+2 − vnj+1|+ Cj−1/2|vnj − vnj−1|

对下标求和（忽略求和边界，假定周期或紧支边界条件）即可得证∑
j

|vn+1
j+1 − vn+1

j | ⩽
∑
j

|vnj+1 − vnj |

Remark. 在 Harten 引理中，条件 Cj+1/2 +Dj+1/2 ⩽ 1 的下标没有错位。

TVD格式是一个严格介于单调保持格式和单调格式之间的概念，不加证明地给出如下定理：

Theorem 7.4.7. 单调格式一定是 TVD格式，TVD格式一定是单调保持格式，反之不成立。限
于线性差分格式的范畴，单调格式、TVD 格式和单调保持格式这三个概念是彼此等价的。
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这带来了一个比较特别的结论：由于线性 TVD 格式至多有一阶局部截断误差，在设计高阶
TVD 格式时必然需要使用非线性格式，即使离散对象本身是线性方程。

Remark. 大多数的守恒型 TVD 格式在对数值流通量进行适当的“熵修正”之后，都可以给出
较为理想的数值结果，数值解会收敛到熵解，但是似乎没有严格的理论证明。（张强《偏微分方
程的有限差分方法》P181）

弱解

熵解

经典解

单调保持格式

TVD 格式

单调格式

守恒型格式

抑制数值振荡

保证得到的是弱解

保证得到的是熵解

守恒性

单调保持性质

TVD 性质

图 7.4: 各种格式与各种解的关系

7.4.5 数值格式示例（二）
前文中设计的数值格式具有如下特点：

1. 基于流通分裂构造的 Lax-Friedrichs 格式是单调格式；
2. 使用空间平均替换得到的 Lax 格式是单调格式；
3. 基于 Roe 平均构造的 Roe 迎风格式是 TVD 格式，但不是单调格式；
4. 基于时间泰勒展开得到的 LW 格式是守恒型格式，但不是单调保持格式，可能产生数值振荡。

Example 7.4.6. 考虑基于流通分裂构造的 Lax-Friedrichs 格式，在满足 CFL 条件时，可以证
明它是单调格式。

Proof.

vn+1
j = vnj − ∆t

∆x
(f+(vnj )− f+(vnj−1))−

∆t

∆x
(f−(vnj+1)− f−(vnj )) =: H(vnj−1, v

n
j , v

n
j+1).
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单调性要求
∂H

∂vnj−1

=
∆t

2∆x
(f ′(vnj−1) + α) ⩾ 0,

∂H

∂vnj
= 1− α

∆t

∆x
⩾ 0,

∂H

∂vnj+1

=
∆t

2∆x
(α− f ′(vnj+1)) ⩾ 0

α = max |f ′| 可以保证第一个和第三个不等式成立，第二个不等式即 CFL 条件。

Example 7.4.7. 考虑使用空间平均替换得到的 Lax 格式，在满足 CFL 条件时，可以证明它是
单调格式。

Proof.

vn+1
j =

1

2
(vnj−1 + vnj+1)−

∆t

2∆x

(
f(vnj+1)− f(vnj−1)

)
=: H(vnj−1, v

n
j , v

n
j+1).

单调性要求
∂H

∂vnj−1

=
1

2
(1 +

∆t

∆x
f ′(vnj−1)) ⩾ 0,

∂H

∂vnj
= 0,

∂H

∂vnj+1

=
1

2
(1− ∆t

∆x
f ′(vnj+1)) ⩾ 0

CFL 条件 ∆t/∆x ⩽ 1/max |f ′| 可以保证第一个和第三个不等式成立。

Example 7.4.8. 考虑基于 Roe 平均构造的 Roe 迎风格式：在满足 CFL 条件时，可以证明它
是 TVD 格式。

Proof.

vn+1
j = vnj − ∆t

2∆x
(1 + sgn(an

j−1/2))(f(v
n
j )− f(vnj−1))−

∆t

2∆x
(1− sgn(an

j+1/2))(f(v
n
j+1)− f(vnj ))

= vnj − ∆t

2∆x
(1 + sgn(an

j−1/2))
f(vnj )− f(vnj−1)

vnj − vnj−1

(vnj − vnj−1)

− ∆t

2∆x
(1− sgn(an

j+1/2))
f(vnj+1)− f(vnj )

vnj+1 − vnj
(vnj+1 − vnj )

=: vnj − Cj−1/2(v
n
j − vnj−1) +Dj+1/2(v

n
j+1 − vnj )

其中

Cj−1/2 =
∆t

2∆x
(1 + sgn(anj−1/2))

f(vnj )− f(vnj−1)

vnj − vnj−1

=
∆t

2∆x
(1 + sgn(anj−1/2))a

n
j−1/2 ⩾ 0,

Dj+1/2 = − ∆t

2∆x
(1− sgn(anj+1/2))

f(vnj+1)− f(vnj )

vnj+1 − vnj
= − ∆t

2∆x
(1− sgn(anj+1/2))a

n
j+1/2 ⩾ 0,

并且

Cj+1/2 +Dj+1/2 =
∆t

2∆x
anj+1/2(1 + sgn(anj+1/2)− 1 + sgn(anj+1/2)) =

∆t

∆x
sgn(anj+1/2)a

n
j+1/2 ⩽ 1

对应为 CFL 条件：∆tmax|anj+1/2| ⩽ ∆x。但是即使在满足 CFL 条件时，Roe 迎风格式也不是单调
格式。
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Example 7.4.9. LW 格式是守恒型格式。

Proof.

vn+1
j = vnj − ∆t

2∆x

(
f(vnj+1)− f(vnj−1)

)
+

∆t2

2∆x2

{
An

j+1/2[f(v
n
j+1)− f(vnj )]−An

j−1/2[f(v
n
j )− f(vnj−1)]

}
= vnj − ∆t

∆x

{(1

2
(f(vnj ) + f(vnj+1))−

∆t

2∆x
An

j+1/2[f(v
n
j+1)− f(vnj )]

)
−
(
1

2
(f(vnj−1) + f(vnj ))−

∆t

2∆x
An

j−1/2[f(v
n
j )− f(vnj−1)]

)}
=: vnj − ∆t

∆x

(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
对应的数值流通量 f̂j+1/2 为

f̂j+1/2 =
1

2
(f(vnj ) + f(vnj+1))−

∆t

2∆x
An

j+1/2[f(v
n
j+1)− f(vnj )]

数值实验表明，LW 格式可能产生数值振荡，因此它不是单调保持格式。



附录 A Fourier 基础

A.1 Fourier 级数
Theorem A.1.1. 对于以 2π 为周期的函数 f ∈ C1(R)，对应的 Fourier 级数为

S(x) =
1√
2π

∞∑
w=−∞

f̂(w)eiwx

其中 Fourier 系数为
f̂(w) =

1√
2π

∫ 2π

0

f(x)e−iwx dx

那么，Fourier 级数 S(x) 一致收敛于 f(x)。

Theorem A.1.2. 对于 2π 周期的分片 C1 函数 f，若 f ∈ C1((a, b))，则在任意连续闭区
间 [α, β] ⊂ (a, b)，都有 Fourier 级数一致收敛于 f(x)。对于间断点 x0，Fourier 级数收敛于
1
2
(f(x+

0 ) + f(x−
0 ))。

Theorem A.1.3. 对于 2π 周期的分片 C1 函数 g(x)，假设 g 的 p− 1 阶导数连续，p 阶导数是
分片 C1 的，那么存在常数 C，使 g 的 Fourier 系数满足

|ĝ(w)| ⩽ C

|w|p+1 + 1

考虑内积和对应的 L2 范数

(f, g) :=

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx, ∥f∥ :=
√
(f, f)

Lemma A.1.4. 指数函数 1√
2π
einx, n = 0,±1,±2, · · · 在 L2 内积下是标准正交的

(
1√
2π

eimx,
1√
2π

einx
)

= δmn =

0,m ̸= n

1,m = n

65
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Theorem A.1.5 (Parseval 关系). 对于 2π 周期函数 f, g ∈ L2

f(x) =
1√
2π

∞∑
w=−∞

f̂(w)eiwx, g(x) =
1√
2π

∞∑
w=−∞

ĝ(w)eiwx (A.1)

那么，
(f, g) =

∞∑
w=−∞

f̂(w)ĝ(w), ∥f∥2 =
∞∑

w=−∞

|f̂(w)|2

Theorem A.1.6. 对于任意 2π 周期函数 f(x) ∈ L2，Fourier 级数部分和在 L2 意义下收敛到 f，
即

lim
N→∞

∥f − SN∥ = 0.

其中
SN (x) =

1√
2π

N∑
w=−N

f̂(w)eiwx, f̂(w) =
1√
2π

∫ 2π

0

e−iwxf(x) dx.

A.2 三角插值
为了记号的方便，只讨论 N 为偶数的情形。将 [0, 2π] 等分为 N +1 个小区间，对应 N +1 个

节点：xj , j = 0, · · · , N，记空间步长 h = 2π
N+1
。对于 2π 周期的函数 u(x)，记 uj = u(xj)，存在唯

一的“三角函数”
IntN u(x) =

1√
2π

N/2∑
w=−N/2

ũ(w)eiwx

满足 IntN u(x) 在 {xj}j=0,...,N 插值 u，即

IntN u(xj) =
1√
2π

N/2∑
w=−N/2

ũ(w)eiwxj = u(xj), j = 0, · · · , N.

下面默认 u, v 均为 2π 周期的函数。

Lemma A.2.1. 指数函数 1√
2π
einx, n = 0,±1,±2, · · · 关于离散 L2 内积是标准正交的

(
1√
2π

eimx,
1√
2π

einx
)

h

= δmn =

0, 0 < |m− n| ⩽ N

1, m = n

Theorem A.2.2. 三角插值 IntN u(x) 存在且唯一，具体表达式为

IntN u(x) =
1√
2π

N/2∑
w=−N/2

ũ(w)eiwx

其中的系数为
ũ(w) =

1√
2π

(eiwx, u)h, |w| ⩽ N

2
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Theorem A.2.3. 考虑对于 u 和 v 的三角插值 IntN u(x) 和 IntN v(x)

IntN u(x) =
1√
2π

N/2∑
w=−N/2

ũ(w)eiwx, IntN v(x) =
1√
2π

N/2∑
w=−N/2

ṽ(w)eiwx.

那么
(u, v)h =

N/2∑
w=−N/2

ũ(w)ṽ(w) = (IntN u, IntN v) = (IntN u, IntN v)h.

以及
∥u∥2h =

N/2∑
w=−N/2

|ũ(w)|2 = ∥IntN u∥2 = ∥IntN u∥2h.

Theorem A.2.4. 对于 u(x) 和它的三角插值 IntN u(x)，有如下不等式成立

∥Dℓ
+ u∥2h ⩽

∥∥∥∥ dℓ

dxℓ
IntN u

∥∥∥∥2 ⩽ (π2)2ℓ ∥Dℓ
+ u∥2h, ℓ = 1, 2, · · ·

考虑 u 的 Fourier 级数和三角插值 IntN u

u(x) =
1√
2π

∞∑
w=−∞

û(w)eiwx, IntN u(x) =
1√
2π

N/2∑
w=−N/2

ũ(w)eiwx

显然 Fourier 系数 û(w) 和三角插值系数 ũ(w) 存在一定的联系。

Lemma A.2.5. Fourier 系数 û(w) 和三角插值系数 ũ(w) 满足如下关系

ũ(w) =
∞∑

ℓ=−∞

û(w + ℓ(N + 1)), |w| ⩽ N

2

特别地，如果对于 |w| > N
2
都有 û(w) = 0，这表明 u 不含高频部分，三角插值严格等于原函

数：IntN u(x) = u(x)，此时 ũ(w) = û(w)，|w| ⩽ N
2
。

Theorem A.2.6. 如果 u 的 Fourier 系数满足

|û(w)| ⩽ C

|w|m + 1
, m > 1

那么
∥u− IntN u∥h ⩽ 2C√

2π

(
N

2

)1−m(
1

m− 1
+

2(N + 1)

N
Bm

)
其中 Bm 定义为 Bm =

∑∞
j=1

1
(2j−1)m

。

Corollary A.2.7. 存在常数 Cℓ > 0，使得∥∥∥∥dℓ udxℓ
− dℓ IntN u

dxℓ

∥∥∥∥
∞

⩽ Cℓ

(
N

2

)1+ℓ−m

, 1 + ℓ < m



关于考试

期末考试为闭卷考试，不会涉及编程方面的内容，题目与作业题和课上例题类似。题型包括解
答题和证明题：大约 4-6 个大题，每个大题包括 2-4 个小问，计算量比较大。
可能出现的内容：

1. 针对 PDE 设计差分格式
2. CFL 条件和特征线
3. 方程（组）的适定性分析
4. 讨论数值格式的稳定性、相容性、收敛性
5. 方程和格式的色散耗散分析
6. 守恒律方程 ut + f(u)x = 0，守恒格式/单调格式/TVD 格式
7. 初边值问题的差分格式设计和分析
8. 二维问题的差分格式设计和分析
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