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1 ��§�'¯�

10ÙµXØ

1 ������§§§���'''¯̄̄���

1. þ��m/:

��§80Æ�4�Æ©��"2-18±

þ�/:!�mµ±1£6,7¤14:00-15:35§5501¶

±4£8,9¤15:55-17:30§5501

2. ë�Ö

– Time Dependent Problems and Difference Methods

�öµBertil Gustafsson, Heinz-Otto Kreiss, Joseph Oliger

– Numerical Partial Differential Equations

�öµJ. W. Thomas

3. Ç����

– �,�Æ!�,öS

– ��µÖ¡��£z±�1g§±��¤¶§S��£Ù��

����±�§±o�¤

– o¤1=Ï"�Á¤1£?¤+�,öS£º¤+��£º¤
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2 ��§ïÄ�¯K

2 ������§§§ïïïÄÄÄ���¯̄̄KKK

n£oº¤��Æ�{µnØí�!Ôn¢�!£�¤�ÆO�!Å

ìÆS£º¤

(1) ^/nØí�0¦)¢S¯K

(2) ^/Ôn¢�0¦)¢S¯K

(3) ^/ÅìÆS0¦)¢S¯K

(4) ^/�ÆO�0¦)¢S¯K

äN¯K→Ôn�.→êÆ�.
ê�Cq→ �.�CCCqqq)))→ïÄ?ØCq)�k�5

Ü©êÆ�.µ���§£|¤£Xµ �©�§¤”⊕ ”½)^

�

 �©�§ê�)µ3O�Åþ§¦ �©�§½)¯K�Cq

)§±9�'ïÄ¶ù´O�êÆ�­����©|
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3 ���§– �©�§£|¤

3 ���������§§§–   ���©©©���§§§£££|||¤¤¤

£1¤ ���§– �©�§£|¤

£2¤  �©�§£|¤©a£U�5!��5©a¤

– �5PDEµé��¼ê9Ù3�§£|¤¥Ñy�¤k �

êÑ´�5�§Xµut + a(x, t)ux = (c(x, t)ux)x

– ��5PDEµØ�5PDE±	�PDE¶Xµut + uux = (uux)x

[�5PDEµé��¼ê9Ù3�§£|¤¥Ñy��p�

 �ê´�5�§Xµut + uux = (c(x, t)ux)x

£3¤ ~���.�§

1¤ é6�§£V­.�§¤

2¤ 9D��§£�Ô.�§!*Ñ�§¤

3¤ é6*Ñ�§

4¤ ÅÄ�§£V­.�§¤

5¤ Poisson�§£ý�.�§¤

6¤ KdV�§

7¤ Euler�§

8¤ N-S�§

£4¤  �©�§£|¤�)£�;)¤�¼êu3¤�Ä�«�

SäkPDE(S)¥¤Ñy����ê§�§�Ñ´ëY�"
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4  �©�§£|¤�½)¯K

eòu±9§����ê�\PDE(S)�§¦PDE(S)¤�ð�

ª§K¡u�TPDE(S)�)£�;)¤

4    ���©©©���§§§£££|||¤¤¤���½½½)))¯̄̄KKK

£1¤ ½)^�µ(½A)�^�

A)µPDE(S)3A½^�e�)~��½)^�µ>.^

�!Ð©^�§±9Ù§^�

>.^�µ±Ï5>.^�!�±Ï5>.^�

�±Ï5>.^�©�µ£±��(x,y)²¡�~¤

∗ 1�a>.^�£Dirichlet B.C.¤µ

u = f(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω

∗ 1�a>.^�£Neumann B.C.¤µ

a(x, t)∂u∂~n = f(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω, ~n´∂Ω �	{�

∗ 1na>.^�£·ÜB.C.¤µ

u+ a(x, t)∂u∂~n = f(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω, ~n´∂Ω �	{�

£2¤ ½)¯Kµ�Ñ
���§£|¤9Ù½)^��¯K

~��½)¯Kknaµ

∗ Ð�¯K£Cauchy¯K¤µPDE(S) + I.C.

∗ >�¯KµPDE(S) + B.C.

∗ ·Ü¯K£Ð>�¯K¤µPDE(S) + B.C. + I.C.

£3¤ ½)¯K�)µ

∗ ½Âµ

�¼êu3¤�Ä�«�ΩS´PDE(S)�)"�ΩS�:
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5 ¦ �©�§£|¤½)¯K�Cq)£ê�)¤

ªuΩ�>.∂Ω�§½)^�¥¤�¦�u±9§��

ê�4�??�3��u�½�½)^�§K¡u�T½

)¯K�)§¦PDE(S)¤�ð�ª§K¡u�TPDE(S)�

)£�;)¤

∗ ½)¯K�)´­½�µ

e½)^�u)��CÄ�§�A¯K�)��Úå��

�CÄ¶=µ)éu½)^��3ëY�6'X§K¡T

½)¯K�)´­½�

£4¤ ·½¯Kµ

½ÂµXJ½)¯K�)�3��§�'u½)^�´­½

�§K¡T¯K´·½�

��§=?Ø·½�¯K£=µb�?Ø��.´·½�§·½

5ïÄº¤

5 ¦¦¦   ���©©©���§§§£££|||¤¤¤½½½)))¯̄̄KKK���CCCqqq)))£££êêê���

)))¤¤¤

£1¤ ¦ �©�§êCq)£ê�)¤�7�5ÚÜn5µ

£2¤  �©�§ê��{�A^

�±^u¤k=z� �©�§½)¯K��+��¢SA

^"

∗ 6NåÆ—O�6NåÆ......

∗ ^6NåÆ—ØàC......
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5 ¦ �©�§£|¤½)¯K�Cq)£ê�)¤

∗ �Ï6—p�ú´!¢½�Ï£�)�ý!1<�¤......

∗ á��Æ—¬N)�......

∗ ......

£3¤ ¦ �©�§ê�)�Ì�Ú½

�m�6� �©�§£|¤�½)¯K¯Kµ
ut = ux, −∞ < x <∞, t > 0,

u(x, 0) = sin(2πx), −∞ < x <∞,

±Ï5>.^�§�±Ï�µ1

(1)

´Øy�¯K´·½

∗ ��«�¿©£lÑ¤

∗  �©�§£|¤lÑ

∗ ½)^�£Ð>�¤lÑ

∗ ¦)lÑ�§|£ê��ê¤

∗ (J©Û!?Ø⇒µk����ê�)

£4¤ ~^� �©�§ê��{

duþãlÑ�Ñu:ØÓ§�â��§Ø��§dd�)

�ê��{�Ø��§~��ê��{Ì�©�±eAaµ

∗ k��©{

∗ k���{

∗ Ì�{
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5 ¦ �©�§£|¤½)¯K�Cq)£ê�)¤

∗ Ù§�{

������§§§555­­­333kkk������©©©���{{{"ù�AO�`�µza�{§

ÑkØÓ�?ng�!ØÓ�A:§·ÜØÓ�¯K"vk

�«Ú���{�±)û¤k¯K
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5 ¦ �©�§£|¤½)¯K�Cq)£ê�)¤

���������1£20240909¤

���1

¼êµ v(x) = 1
2(π − x) , vN(x) =

∑N
ω=1

sin(ωx)
ω , x ∈ Ω =

(0, 2π]"òΩþ!¿©xj = j ∗∆x, j = 1, · · · ,m , ∆x = 2π
m §

éum = 20 , Úm = 160 ©O±Ñ v(x)! vN(x) Ú v(x) −

vN(x)�ã/"ù�N©O�10Ú100.

éu?�� ṽN =
∑N

ω=1
sinωπN
ωπ
N

sinωx
ω ­Eþ¡�ó�¶'��ö

�(J§¿?1µã
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1 FOURIER?ênØ��
~^Vg�(J

1�Ü©µ���5 �©�§Ð�¯K�k�

�©�{

1�ÙµFourier?êÚn���
Fp�?ênØ´ �©�§�ê��{©ÛïÄ�Ì�óä"

1 Fourier???êêênnnØØØ������


~~~^̂̂VVVggg���(((JJJ

Äk§·��Ä^Fá�?êL«ëYE�¼ê"�Ù·�b�¼ê

þ½Â3¤k¢êþ§±Ï�2π£ØAO`²�	¤"

1.1 Fourier???êêê���ÂÂÂñññ555

1. ½n

Theorem 1.1 b�f ∈ C1
(−∞,∞)´2π±Ï�±Ï¼ê§Kf(x)�

dXeFourier?êL«µf(x) = 1
2
√

2π

∑∞
ω=−∞ f̂(ω)eiωx"

Ù¥§FourierXê f̂(ω)�µ f̂(ω) = 1
2
√

2π

∫ 2π

0 f(x)e−iωxdx"

�TFourier?ê��Âñ5uf(x)

Cn
(a,b)µL«3 (a, b)þ�ngëY���¼ê8Ü"

Theorem 1.2 b�f´2π±Ï!©¡C1¼ê"e3a < x <

bþf ∈ C1
(a,b)§K3 (a, b)þ�?¿f«ma < α ≤ x ≤ β < b

þ§ÙFourier?ê��Âñ5uf(x)"3mä:x?§Fourier?

êÂñ5u 1
2(f(x+ 0) + f(x− 0))

1 2�� 17�



1.1 Fourier?ê�Âñ5 1 FOURIER?ênØ��
~^Vg�(J

Figure 1: fig1.1.2 Figure 2: fig1.1.3

Theorem 1.3 e g(x)´2π±Ï¼ê§b�§�p��ê´©¡C1¼

ê§KÙFourierXê÷vµ

|ĝ(ω)| ≤ constant/(|ω|p+1 + 1)

2. ç¸¼ê�Fourier?êA5

ç¸¼êf(x) = π−x
2 , 0 < x ≤ 2π , f(x) = f(x+ 2π)

⇒: f(x)´©¡C1�2π±Ï�±Ï¼ê

f(x) =
∑∞

ω=1
sinωx
ω ¶� |f̂(ω)| ≤ constant/|ω|"

�µÜ©ÚfN(x) =
∑N

ω=1
sinωx
ω "

ãfig1.1.1!fig1.1.2Úfig1.1.3©O�Ñ
­�f(x)!f10(x)Úf100(x)"

dã��µ3��ØëY:x = 0!2π���§Ñy
²w

�Gibbsy�¶=�Ca�?§Ñy¯���¶�XNO�§��
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1.1 Fourier?ê�Âñ5 1 FOURIER?ênØ��
~^Vg�(J

Figure 3: fig1.1.5 Figure 4: fig1.1.6

ÂÄ!ªÇ\¯§
�ØÂñu0¶��Cx = 0!2π§��ÌÝ

��"

3. p��ê�ç¸¼ê�¼ê�Fourier?êA5

�f (1)(x)��ê�ç¸¼êf(x) = π−x
2 §Kk

f (1)(x) =
∫ x

0 f(t)dt =
∑∞

ω=1
1
ω2 −

∑∞
ω=1

cosωx
ω2 §0 ≤ x ≤ 2π"

dd��µ1¤f (1)(x)´LipschitzëY¼ê§§�1��ê´ç¸

¼ê£3x = 0,±2π,±4π, · · · ?ka�¤¶2¤ÙFourier ?êé

¤k�x ��Âñ5uf (1)(x)¶3¤ÙFourierXê÷vµ | ˆf (1)(ω)| ≤

constant/(|ω|2 + 1)£Ù¥µf (1)(x)�1��ê´©¡C1¤

�µf
(1)
N (x) =

∑N
ω=1

1
ω2 −

∑N
ω=1

cosωx
ω2

ãfig2.1.1!fig2.1.2Úfig2.1.3©O�Ñ
­�f (1)(x)!f
(1)
10 (x)Úf

(1)
100(x)"

dã��µ§KµN →∞ �§f
(1)
N (x) Âñuf (1)(x)

e2π±Ï¼êf (p)(x)´ç¸¼êf(x) = π−x
2 �p­È©§

Kf (p)(x)�p−1��êëY§p��êka�:¶´��ÙFourier

Xê÷vµ

| ˆf (p)(ω)| ≤ constant/(|ω|p + 1)
1 4�� 17�



1.2 IþSÈ�L2� 1 FOURIER?ênØ��
~^Vg�(J

Figure 5: fig2.1.2 Figure 6: fig2.1.3

éu���2π±Ï�!p��ê´©¡C1�¼ê�kaq�5

�¶�½n1.3

4. ½n1.3�y²

5. ���2π±Ï�!©¡1w�¼ê�ïÄ§=��éç¸¼ê�

ïÄ

1.2 IIIþþþSSSÈÈÈ���L2���

1. ½Â

~^�Âñ5½Âkµ/U || · ||�Âñ0Ú/Å:Âñ0

�ÙevkAO`²§K || · ||´�L2 �"

- f̄�f�E�Ý§KL2IþSÈ�L2�©O½Â�µ

1 5�� 17�



1.2 IþSÈ�L2� 1 FOURIER?ênØ��
~^Vg�(J

• ¼êf� g�SÈµ (f, g) =
∫ 2π

0 f̄(x)g(x)dx§

• ¼êf�L2�µ‖f‖2 = (f, f)
1
2 = (

∫ 2π

0 f̄(x)f(x)dx)
1
2 = (

∫ 2π

0 |f |
2dx)

1
2

• S�{fµ}∞µ=13²þ¿Âe£L2�¿Âe¤Âñuf§=µ

limµ→∞ ‖fµ − f‖ = 0

IþSÈ´V�5�§=µ

(f, g) = (g, f), (f + g, h) = (f, h) + (g, h)

(λf, g) = λ̄(f, g), (f, λg) = λ(f, g), λ is costant scalar

L2�÷vµ‖λf‖ = |λ| · ‖f‖§ |(f, g)| ≤ ‖f‖ · ‖g‖ §

n�Ø�ªµ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖§ |‖f‖ − ‖g‖| ≤ ‖f − g‖

1 6�� 17�



1.2 IþSÈ�L2� 1 FOURIER?ênØ��
~^Vg�(J

2. eZ­�Ún!½n

Lemma 1.1 �ê¼ê 1√
2π
einx, n = 0,±1,±2, . . .'uL2IþSÈ

´IO���§=µ

(
1√
2π
einx,

1√
2π
eimx) =

 0 �m 6= n;

1 �m = n

Theorem 1.4 £BesselØ�ª¤

é¤k�N§kµ
∑N

ω=−N |f̂(ω)|2 ≤ ‖f‖2"

d	§��=�Parseval'X¤á£=µ
∑∞

ω=−∞ |f̂(ω)|2 = ‖f‖2¤

�§kµ

limN→∞ ‖f − SN‖2 = limN→∞(‖f‖2 −
∑N

ω=−N |f̂(ω)|2) = 0¶

Ù¥SN = 1√
2π

∑N
ω=−N f̂(ω)eiωx§ f̂(ω) = 1√

2π

∫ 2π

0 e−iωxf(x)dx"

Parseval'Xµ
∑∞

ω=−∞ |f̂(ω)|2 = ‖f‖2

BesselØ�ª
∑N

ω=−N |f̂(ω)|2 ≤ ‖f‖2

Theorem 1.5 ?¿©¡ëY/¼êfÑUÐm¤3L2�¿ÂeÂ

ñuf�Fourier?ê§=µf(x) = 1√
2π

∑∞
ω=−∞ f̂(ω)eiωx§ f̂(ω) =

1√
2π

∫ 2π

0 e−iωxf(x)dx = 1√
2π

(e−iωx, f(x))¶�Parseval'X¤á"

y²µ

1) é¤k�áuC1(−∞,∞)�2π±Ï¼ê§Parseval 'X¤

á"

2) ef´��©¡ëY/¼ê§K3L2�¿Âe§§�±

�2π±ÏáuC1�¼ê?¿Ð�%C£¢C¼ê¥���
1 7�� 17�



1.2 IþSÈ�L2� 1 FOURIER?ênØ��
~^Vg�(J

½n¤¶=µ�3¼êS�{fµ}§fµ ∈ C1§�´2π±Ï

�§¦�µ

lim
µ→∞
‖f − fµ‖ = 0

lim
µ→∞

‖ fµ ‖=‖ f ‖

"

|
∑∞

ω=−∞(|f̂(ω)|2 − |f̂µ(ω)|2) |

≤ (2(‖f‖2 + ‖fµ‖2))
1
2 · ‖f − fµ‖¶

‖f‖2 −
∑∞

ω=−∞ |f̂(ω)|2

≤ limµ→∞(2(‖f‖2 + ‖fµ‖2))
1
2‖f − fµ‖

Vµ‖f‖2 =
∑∞

ω=−∞ |f̂(ω)‖2 y.

du?¿C1¼ê�±�C∞¼ê?¿Ð/Cq§¤±·��

�±¦^C∞¼ê�OC1¼ê"��/�0¼ê�±^�X

�1w¼êCq"

Theorem 1.6 ef, g ∈ L2 ,K (f, g) =
∑∞

ω=−∞
¯̂
fĝ§Ù¥µ

f(x) = 1√
2π

∑∞
ω=−∞ f̂(ω)eiωx§ g(x) = 1√

2π

∑∞
ω=−∞ ĝ(ω)eiωx

ef, g´��¼ê§K3L2¿Âeþª¤á"

������–20240912µ

ë�Ö1µpage 17: 1.1.1¶1.1.2
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2 ±Ï5�:¼ê��©�f

2 ±±±ÏÏÏ555���:::¼¼¼êêê������©©©���fff

2.1 ÂÂÂñññ���ÝÝÝ���xxx–///���O000LLL«««

Âñ�Ý�/�O0L«

1! ¼ê

– ½Âµb� limh→0G(h) = 0§ limh→0 F (h) = L§e�3~

êK > 0§�év
��h§k |F (h)− L| ≤ K|G(h)|§

K��¤F (h) = L + O(G(h))§=µF (h)ÂñuL��Ý

�G(h)Âñu0��Ý��¶

Ï~�G(h) = hp§p > 0¶�p��§Âñ��Ý�¯

– ~f

2! S�

– ½Âµb�{βn}∞n=1´��®�Âñu0�S�§{αn}∞n=1Â

ñuα§e�3~êK > 0§�é��n§k |αn − α| ≤

K|βn|§

K¡{αn}∞n=1Âñuα ��Ý�{βn}∞n=1Âñu0��Ý�

�¶½{αn}∞n=1±O(βn)Âñ��ÝÂñuα¶

P�µαn = α +O(βn)"O(βn)Ö�µ�O βn

Ï~�:βn = 1
np , p > 0§p��§Âñ��Ý�¯

– ~f

2.2 ±±±ÏÏÏ555���:::¼¼¼êêê

òx¶^�X�:©�§Kù
:¡��:x0, x±1, x±2, . . . , x±n . . .¶
1 9�� 17�



2.3 �©�f 2 ±Ï5�:¼ê��©�f

Xþ!¿©µxj = j · h, j = 0,±1, . . .¶Ù¥h = T
N+1´�mÚ

�§T�±Ï§ù�T = 2π"¼êu(x) 3�:xj?��¡��:¼

ê�uj = u(xj)"±Ï5�:¼êuj = u(xj) = u(xj + 2π) = uj+N+1 .

2.3 ���©©©���fff

1. ²£�fE = E1µ (Ev)j ≡ vj+1

²£�fE´�5�fµ

Epv = Ep−1(Ev)µ (Epv)j = vj+p§ (E−1v)j = vj−1§ (E0v)j =

vj¶�µ (αEp + βEq)v = αEpv + βEqv§α, β©O´~ê

2. c��fD+µD+ ≡ E1−E0

h

3. ���fD−µD− ≡ E0−E−1

h

4. ¥%�fD0µD0 ≡ E1−E−1

2h

hD+e
iωxj = (eiωh − 1)eiωxj = (iωh+O(ω2h2))eiωxj

hD−e
iωxj = (1− e−iωh)eiωxj = (iωh+O(ω2h2))eiωxj

hD0e
iωxj = 1

2(eiωh − e−iωh)eiωxj = (iωh+O(ω3h3))eiωxj

2.4 ���êêê���CCCqqq

|(D+ − ∂
∂x)eiωx| = O(ω2h)§1�Cq£1�°Ý¤

|(D− − ∂
∂x)eiωx| = O(ω2h)§1�Cq£1�°Ý¤

|(D0 − ∂
∂x)eiωx| = O(ω3h2)§2�Cq£2�°Ý¤

=µD+, D−©O´
∂
∂x�1�Cq¶D0´

∂
∂x�2�Cq¶

p��ê�±^þã�f�¦ÈCq¶Xµ

(D+D−v)j = (D−D+v)j = h2((E − 2E0 + E−1)v)j = h2(vj+1 − 2vj +
1 10�� 17�



2.5 k��¥þ�m��±95� 2 ±Ï5�:¼ê��©�f

vj−1)¶

h2D+D−e
iωxj = (eiωh−2+e−iωh)eiωxj = (−4(sin(ωh2 ))2)eiωxj = (−ω2h2 +

O(ω4h4))eiωxj

Vµ |(D+D−− ∂2

∂x2 )e
iωx| = O(ω4h2)¶=µD+D−´

∂2

∂x2�2�Cq£2�

°Ý¤

2.5 kkk������¥¥¥þþþ���mmm������±±±999555���

�Äm�¥þ�mVm§∀u = (u(1), · · · , u(m)) ∈ Vm§u(j), j = 1, · · · ,m´

Eê§u∗´u��Ý=�§=µu∗ = ūT"

IþSÈµ< u, v >= u ∗ v =
∑m

j=1 ū
(j)v(j) ¶�µ |u| =< u, u >

1
2

IþSÈ÷ve�V�5'Xµ

< u, v >= < v, u >§< u+ w, v >=< u, v > + < w, v >

< λu, v >= λ̄ < u, v >§< u, λv >= λ < u, v >§λ´E~ê

| < u, v > | ≤ |u| · |v|§ |u+ v| ≤ |u|+ |v|

< u, v >≤ |u| · |v| ≤ δ|u|2 + 1
4δ |v|

2§~ê δ > 0

2.6 ÝÝÝ


������

�Ý
A = (aij)m×m)§A�=��µAT = (aji)m×m¶

A��Ý=��µA∗ = (āji)m×m¶Ù¥aij ´Eê"

eu´m�¥þ�m�¥þ§KA���µ |A| ≡ max|u|=1|Au|"

Ý
��5�µ |Au| ≤ |A| · |u|§ |A+B| ≤ |A|+ |B|§ |AB| ≤ |A| · |B|

eλ, u©O´A�A��Ú�A�A��þ§KkµA · u = λ · u"

A�Ì�»�ρ(A) ≡ maxj|λj(A)|§�kµρ(A) ≤ |A|§Ù¥λj´A�

1 11�� 17�



2.7 ±Ï5�:¼ê�IþSÈÚ� 2 ±Ï5�:¼ê��©�f

1 j�A��"

2.7 ±±±ÏÏÏ555���:::¼¼¼êêê���IIIþþþSSSÈÈÈÚÚÚ���

ò [a, b]«m^N+1�!:þ©§�mÚ��h"éu�½�hÚN§

ù
!:?�¼ê��¤
��¥þ�m

du·�Ì�´éh → 0½N(h) → ∞��¼ê�a,�§
þ¡½

Â�SÈ§3ù«4��¹e¿Ø�½´k��§¤±I�,	½Â

lÑ�IþSÈ"

lÑ�IþSÈÚ�µ (u, v)h ≡
∑N

j=0 ūjvjh§9‖u‖2
h ≡ (u, u)h"

lÑ�Iþ�SÈ´V�5�¶=µ

(u, v)h = (v, u)h§ (u+ w, v)h = (u, v)h + (w, v)h

(λu, v)h = λ̄(u, v)h§ (u, λv)h = λ(u, v)h§λ´E~ê

|(u, v)h| ≤ ‖u‖h ·‖v‖h§ |(u, bv)h| ≤ ‖b‖∞ ·‖u‖h ·‖v‖h§‖b‖∞ = maxj|bj|

‖u+ v‖h ≤ ‖u‖h + ‖v‖h§ | ‖u‖h − ‖v‖h |≤ ‖u− v‖h

eu§ v´ëY¼ê3�:�ÝK§Kkµ

limh→0(u, v)h = (u, v)§ limh→0 ‖u‖2
h = ‖u‖2

ù�(ØéC1¼ê�´k��

2.8 ���fff���

‖Q‖h = sup‖u‖h=1 ‖Qu‖h

2.9 ¥¥¥þþþ���:::¼¼¼êêê���IIIþþþSSSÈÈÈÚÚÚ���

éu¥þu = (u(1), · · · , u(m))T��:¼ê§½ÂÙSÈÚ�µ

(u, v)h ≡
∑N

j=0 < uj, vj > h§9‖u‖2
h ≡ (u, u)h"

1 12�� 17�



2.9 ¥þ�:¼ê�IþSÈÚ� 2 ±Ï5�:¼ê��©�f

Xd½Â�SÈ�5�¶

(u, v)h = (v, u)h§ (u+ w, v)h = (u, v)h + (w, v)h

(λu, v)h = λ̄(u, v)h§ (u, λv)h = λ(u, v)h§λ´E~ê

|(u, v)h| ≤ ‖u‖h · ‖v‖h§‖u + v‖h ≤ ‖u‖h + ‖v‖h§ | ‖u‖h − ‖v‖h |≤

‖u− v‖h

eA´~XêÝ
§Kkµ |(Au, v)h| ≤ |A| · ‖u‖h · ‖v‖h

eA = Aj´��!:¼êÝ
§Kkµ§ |(Au, v)h| ≤ ·maxj|Aj| ·

‖u‖h · ‖v‖h

1 13�� 17�



3 n���

3 nnn���������

é�½���¼êf(x)�eZ:�¼ê��Ef(x)�Cq¼êϕ(x)

��µ�EþãCq¼êϕ(x)���L§"Ù¥Cq¼êϕ(x)¡�

/��¼ê0"�/��¼ê0�/n�¼ê0§K¡�n���

3.1 nnn���������

-u ∈ Ph´��2π±Ï��:¼ê

¯Kµò [0, 2π]þ©�N + 1��«�§!:�x0, . . . , xN§xj =

j ·h§ j = 0, 1, · · · , N§h = 2π
N+1§uj = u(xj)§uj = uj+1+N"Ï¦�

�£�3��¤�φ(x)¦�uj = φ(xj)§uj = uj+1+N§�φ(x)´n

�¼êµ

• N´óê§Kn�õ�ª´é¡�§=l−N
2 �

N
2 µφ(x) =

1√
2π

∑N
2

ω=−N
2

ũ(ω)eiωx¶

Ù¥ ũ(ω)duj = φ(xj) = 1√
2π

∑N
2

ω=−N
2

ũ(ω)eiωxj§ j = 0, 1, · · · , N(

½"

• N´Ûê§Kn�õ�ª´�é¡�§�−N+1
2 + 1 ≤ ω ≤ N+1

2

��Bå�§·�b�N´óê

Lemma 3.1 �ê¼ê eiνx, ν = 0,±1,±2, . . . , N2 'ulÑSÈ´��

�§=µ

(eiνx, eiµx)h =

 0, 0 < |ν − µ| ≤ N ;

2π, ν = µ

1 14�� 17�



3.2 û(ω)� ũ(ω) 'X 3 n���

Theorem 3.1 ÷vuj = φ(xj)§ j = 0, 1, · · · , N§�n���µ

φ(x) =
1√
2π

N
2∑

ω=−N
2

ũ(ω)eiωx

´���§�

ũ(ω) =
1√
2π

(eiωx, u)h

Theorem 3.2 eφ(x)!ψ(x)©O÷vµφ(xj) = uj§ψ(xj) = vj§ j =

0, 1, · · · , N§�n���¶

φ(x) = 1√
2π

∑N
2

ω=−N
2

ũ(ω)eiωx§ψ(x) = 1√
2π

∑N
2

ω=−N
2

ṽ(ω)eiωx¶Kkµ

(1) (u, v)h =
∑N

2

ω=−N
2

¯̃u(ω)ṽ(ω) = (φ, ψ)

(2) ‖φ‖2 =
∑N

2

ω=−N
2

|ũ(ω)|2 = ‖u‖2
h

(3) ‖Dl
+u‖2

h ≤ ‖ d
l

dxl
φ‖2 ≤ (π2 )2l‖Dl

+u‖2
h§ l = 0, 1, · · · "

3.2 û(ω)��� ũ(ω) '''XXX

�Ä2π±Ï�±Ï¼êu§b�u�±^Fourier?êL«§

=µu(x) = 1√
2π

∑∞
ω=−∞ û(ω)eiωx§

Ù�:¼ê�n����µφ(x) = 1√
2π

∑N
2

ω=−N
2

ũ(ω)eiωx¶

?Ø û(ω)� ũ(ω) 'X

Lemma 3.2 e |ω| ≤ N
2 § ũ(ω) =

∑∞
l=−∞ û(ω + l(N + 1))"cÙ´µ

e |ω| > N
2 § û(ω) = 0¶Kkµn���φ(x) = u(x)"

Theorem 3.3 b�u ´2π±Ï�±Ï¼ê§ÙFourierXê÷ve�'

Xµ |û(ω)| ≤ c
|ω|m§ω 6= 0§m > 1¶Kkµ

‖u(·)− φ(·)‖∞ ≤ 2c√
2π

(N2 )1−m( 1
m−1 + 2(N+1)

N Bm)§

1 15�� 17�



3.2 û(ω)� ũ(ω) 'X 3 n���

Ù¥Bm =
∑∞

j=1(
1

2j−1)m§u(x) = 1√
2π

∑∞
ω=−∞ û(ω)eiωx§

φ(x) = 1√
2π

∑N
2

ω=−N
2

ũ(ω)eiωx§‖u(·)‖∞ = sup0≤x≤2π|u(x)|"

íØµ�3~êCl§¦�µ

‖ dl
dxl
u(x)− dl

dxl
φ(x)‖∞ ≤ Cl(

N
2 )1+l−m§1 + l < m

������–20240914µ

ë�Ö1µP24, 1.2.1!1.2.2¶

ë�Ö1§p37:1.5.1§1.5.2

Ö¿��µ

Áyµë�Ö1¥P26�½n1.3.3¥úª£1.3.4¤¶±9�N�Ûê

�§�ÑP26��A�½n1.3.2§¿y²�"

���������1£20240914¤

¦eã �©�§Ð�¯K3�� t = 0.3 �Cq)µ


ut = ux, −∞ < x <∞ t > 0,

u(x, 0) = sin(2πx), −∞ < x <∞,

±Ï5>.^�§�±Ï�µ1

T�§�°()�u(x, t) = sin(2π(x + t)) ,é��«� [0, 1], [0, 1] ¿

©(þ©)Xeµ

�mµ tn = n ·∆t, n = 0, 1, 2, ..., N ,�mÚ�∆t = 1
N "

�mµxj = j ·∆x, j = 0, 1, 2, ..., J ,�mÚ�∆x = 1
J"

P vnj ≈ u(xj, tn) , �m�êCqut ≈ u(x,t+∆t)−u(x,t)
∆t , �m�ê©O

1 16�� 17�



^c�ux ≈ u(x+∆x,t)−u(x,t)
∆x Úux ≈ u(x+∆x,t)−u(x−∆x,t)

2∆x "��lÑ�

§Aµ vn+1
j = vnj + ∆t

∆x(vnj+1− vnj )ÚlÑ�§Bµ vn+1
j = vnj + ∆t

2∆x(vnj+1−

vnj−1)"

½)^�µÐ©^�µ v0
j = sin(2πxj) ,>.^�µ vnj = vnj+J"

¯̄̄KKK1µµµ�∆x = 0.02, ∆t = 0.01 ,©O^lÑ�§AÚlÑ�§B¦þ

ã �©�§Ð�¯K3�� t = 0.3 �Cq)Ú°()(xã)"

¯̄̄KKK2µµµ�∆x = 0.02, ∆t = 0.03 ,©O^lÑ�§AÚlÑ�§B¦þ

ã �©�§Ð�¯K3�� t = 0.3 �Cq)§¿xã'�°()Ú

°()(xã)"

¯̄̄KKK3µµµéþã¢�(J?1£ã§©Û¿µØ"

17
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1 é6�§�Ð�¯K

1�Ü©µ���5 �©�§Ð�¯K�k�

�©�{

1�Ùµ�.�§—é6�§
�Ù±�.�§�Ð�¯K�~§0�k��©�{��E§9ÙÄ

�Vg!5�ÚnØ

1 ééé666���§§§���ÐÐÐ���¯̄̄KKK

1.1 ���'''£££���

�! ¼ê�Fourier?ê�Âñ5

Theorem 1.1 b�f ∈ C1
(−∞,∞)´2π±Ï�±Ï¼ê§Kf(x)�

dXeFourier?êL«µf(x) = 1
2
√

2π

∑∞
ω=−∞ f̂(ω)eiωx"

Ù¥§FourierXê f̂(ω)�µ f̂(ω) = 1
2
√

2π

∫ 2π

0 f(x)e−iωxdx"

�TFourier?ê��Âñ5uf(x)

Theorem 1.2 b�f´2π±Ï!©¡C1¼ê"e3a < x <

bþf ∈ C1
(a,b)§K3 (a, b)þ�?¿f«ma < α ≤ x ≤ β < b

þ§ÙFourier?ê��Âñ5uf(x)"3mä:x?§Fourier?

êÂñ5u 1
2(f(x+ 0) + f(x− 0))

Theorem 1.3 e g(x)´2π±Ï¼ê§b�§�p��ê´©¡C1¼

ê§KÙFourierXê÷vµ

|ĝ(ω)| ≤ constant/(|ω|p+1 + 1)

�! ¼ê�IþSÈ�L2�
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1.1 �'£� 1 é6�§�Ð�¯K

– ¼êf� g�SÈµ (f, g) =
∫ 2π

0 f̄(x)g(x)dx§

– ¼êf�L2�µ‖f‖2 = (f, f)
1
2 = (

∫ 2π

0 f̄(x)f(x)dx)
1
2 = (

∫ 2π

0 |f |
2dx)

1
2

– S�{fµ}∞µ=13²þ¿Âe£L2�¿Âe¤Âñuf§=µ

limµ→∞ ‖fµ − f‖ = 0

Lemma 1.1 �ê¼ê 1√
2π
einx, n = 0,±1,±2, . . .'uL2IþSÈ

´IO���§=µ

(
1√
2π
einx,

1√
2π
eimx) =

 0 �m 6= n;

1 �m = n

Theorem 1.4 £BesselØ�ª¤

é¤k�N§kµ
∑N

ω=−N |f̂(ω)|2 ≤ ‖f‖2£=BesselØ�ª¤"

d	§��=�Parseval'X¤á£=µ
∑∞

ω=−∞ |f̂(ω)|2 = ‖f‖2¤

�§kµ

limN→∞ ‖f − SN‖2 = limN→∞(‖f‖2 −
∑N

ω=−N |f̂(ω)|2) = 0¶

Ù¥SN = 1√
2π

∑N
ω=−N f̂(ω)eiωx§ f̂(ω) = 1√

2π

∫ 2π

0 e−iωxf(x)dx"

Theorem 1.5 ?¿©¡ëY/¼êfÑUÐm¤3L2�¿ÂeÂ

ñuf�Fourier?ê§=µf(x) = 1√
2π

∑∞
ω=−∞ f̂(ω)eiωx§ f̂(ω) =

1√
2π

∫ 2π

0 e−iωxf(x)dx = 1√
2π

(e−iωx, f(x))¶�Parseval'X¤á"

n! n���
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1.1 �'£� 1 é6�§�Ð�¯K

Lemma 1.2 �ê¼ê eiνx, ν = 0,±1,±2, . . . , N2 'ulÑSÈ´�

��§=µ

(eiνx, eiµx)h =

 0, 0 < |ν − µ| ≤ N ;

2π, ν = µ

Theorem 1.6 ÷vuj = φ(xj)§ j = 0, 1, · · · , N§�n���µ

φ(x) =
1√
2π

N
2∑

ω=−N
2

ũ(ω)eiωx

´���"

Theorem 1.7 eφ(x)!ψ(x)©O÷vµφ(xj) = uj§ψ(xj) = vj§ j =

0, 1, · · · , N§�n���¶φ(x) = 1√
2π

∑N
2

ω=−N
2

ũ(ω)eiωx§ψ(x) =

1√
2π

∑N
2

ω=−N
2

ṽ(ω)eiωx¶Kkµ

(1) (u, v)h =
∑N

2

ω=−N
2

¯̃u(ω)ṽ(ω) = (φ, ψ)

(2) ‖φ‖2 =
∑N

2

ω=−N
2

|ũ(ω)|2 = ‖u‖2
h

(3) ‖Dl
+u‖2

h ≤ ‖ d
l

dxl
φ‖2 ≤ (π2 )2l‖Dl

+u‖2
h§ l = 0, 1, · · · "

o! û(ω)� ũ(ω) 'X

Theorem 1.8 b�u ´2π±Ï�±Ï¼ê§ÙFourierXê÷ve

�'Xµ |û(ω)| ≤ c
|ω|m§ω 6= 0§m > 1¶Kkµ

‖u(·)− φ(·)‖∞ ≤ 2c√
2π

(N2 )1−m( 1
m−1 + 2(N+1)

N Bm)§

Ù¥Bm =
∑∞

j=1(
1

2j−1)m§u(x) = 1√
2π

∑∞
ω=−∞ û(ω)eiωx§

φ(x) = 1√
2π

∑N
2

ω=−N
2

ũ(ω)eiωx§‖u(·)‖∞ = sup0≤x≤2π|u(x)|"

íØµ�3~êCl§¦�µ

‖ dl
dxl
u(x)− dl

dxl
φ(x)‖∞ ≤ Cl(

N
2 )1+l−m§1 + l < m

1 4�� ??�



1.2 é6�§�Ð�¯K�) 2 é6�§�Ð�¯K�k��©�{—���ª

1.2 ééé666���§§§���ÐÐÐ���¯̄̄KKK���)))

�Ä~Xê�é6�§�Ð�¯Kµ

{
ut = ux −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
(∗)

Ù¥f(x)´1w�2π±Ï�±Ï¼ê

1. Ð�´���Å§é6�§�Ð�¯K(*)�)

2. ���¹�Ð�£XµÐ��2π±Ï�1w¼ê¤§é6�§�

Ð�¯K(*)�)

3. é6�§�Ð�¯K(*))�A5

Vµ¯K(*)�3A��§�A�����,)÷A��´ØC�"

Ð�÷A��±k��ÝDÂ"

2 ééé666���§§§���ÐÐÐ���¯̄̄KKK���kkk������©©©���{{{—���������ªªª

1. ¿©

du�¯K´2π±Ï�§¤±ò«� [0, 2π]^N + 1�!:xjþ

!¿©§=µxj = j ·h§ j = 0, 1, · · · , J¶�mÚ��µh = 2π
J ¶

�mlÑµþ!¿©§��mÚ��∆t§ tn = n · ∆t§n =

0, 1, · · · , N"

�:¼ê�µ)u(x, t)3 (x, t)²¡þ��:P = (xj, tn)?��

P�µunj = u(xj, tn)¶Cq�P�µ vnj ' unj ¶

duu´2π±Ï�§¤± v �´2π±Ï�¶�kµ vnj = vnj+J
1 5�� ??�



2 é6�§�Ð�¯K�k��©�{—���ª

2. �§lÑ—�ûCq�ûµ

1��ê≈ 1��û£c�-F!��-B!¥%�-C¤

FTCS�ª£k��©�{!k��©�§!lÑ�§¤µ

{
vn+1
j = vnj + ∆t

2h (vnj+1 − vnj ) = (I + ∆tD0)v
n
j ≡ Qvnj

v0
j = fj = f(xj), j = 0, · · · , J

(∗1)

3. �©�§(*1)�)

a. Ð�´���Å§(*1)�Cq)

b. Ð��±^��n���L«§(*1)�Cq)

c. ?ØÐ�Ñy�6Ä�§(*1)�Cq)�Cz"

d. ­½5

3¢SO�¥§Ø�´Ø�;��"

Definition 2.1 µ�Ä�«ê��{§e÷vµ

lim∆t,h→0 sup0≤tn≤T |Q̂
n| ≤ K(T )§K¡T�{´­½�

e. FTCS�ª�?�–\<óÊ5

f. �«~^��ª

Lax-Friedrich�ªµ£�µσ = h
2∆t = 1

2λ§λ = ∆t
h ¤

vn+1
j =

1

2
(vnj−1 + vnj+1) + ∆tD0v

0
j = (I + ∆tD0)v

n
j +

h2

2
D+D−v

n
j

1 6�� ??�



2 é6�§�Ð�¯K�k��©�{—���ª

Lax-Wendroff�ªµ£�µσ = 1
2λ = ∆t

2h¤

vn+1
j = vnj + ∆tD0v

n
j +

∆t2

2
D+D−v

n
j

g. �Ä����©Cq£üÚ�ª¤

{
vn+1
j = Qvnj , Q =

∑s
µ=−r Aµ(∆t, h)Eµ

v0
j = fj

Ù¥Aµ´∆t§h�kn¼ê§ r, s ≥ 0§�´�ê¶

=µ^ r + s+ 1�¼ê vnj−r, · · · , vnj+sO� vn+1
j "

Theorem 2.1 3k��m«�0 ≤ t ≤ T§�Ä∆t, h→ 0�§

�©Cqµ vn+1
j = Qvnj §Q =

∑s
µ=−r Aµ(∆t, h)Eµ§ v0

j =

fj§b�µ

(a) Ð�f´£©¡ëY¤�Ðm�Fourier?ê£∈ L2¤§�

Ùn���Âñuf

(b) �©Cq´­½�§=�3~êKs§¦�é¤k�∆tÚh

kµ

sup0≤tn≤T |Q̂
n| ≤ Ks

(c) �©Cq´�N�§=éz��½�ω§kµ

lim∆t,h→0 sup0≤tn≤T |Q̂
n(ξ)− eiωtn| = 0

Kµ�©Cq)�n���Âñu�©�§�)§=µ

lim
∆t,h→0

sup
0≤tn≤T

‖u(·, tn)− ψN(·)‖ = 0

1 7�� ??�



2 é6�§�Ð�¯K�k��©�{—���ª

Ù¥u(·, tn) = 1√
2π

∑∞
−∞ e

iω(xj+tn)ûn(ω) = 1√
2π

∑∞
−∞ e

iωxj f̂(ω)

§�©Cq)�n����µ

ψN = 1√
2π

∑N
2

−N
2

eiωxj v̂n(ω) = 1√
2π

∑N
2

−N
2

eiωxjQ̂nf̂(ω)"

y²µ

duÐ�f´£©¡ëY¤�Ðm�Fourier?ê£∈ L2¤§

�â½n1.5§��Parseval'X¤á∑∞
ω=−∞ |f̂(ω)|2 = ‖f‖2

�M§¦�0 < M < N
2 §Kµ

‖u(·, tn)−ψN(·)‖2 =
∑N

2

ω=−N
2

|eiωtnf̂(ω)−Q̂nf̃(ω)|2+
∑
|ω|>N

2
|f̂(ω)|2

≤
∑M

ω=−M |eiωtnf̂(ω)− Q̂nf̃(ω)|2+
∑

M<|ω|≤N
2
|eiωtnf̂(ω)−Q̂nf̃(ω)|2

+
∑
|ω|>N

2
|f̂(ω)|2

(|a− b|2 ≤ |a|2 + |b|2 = 2|a| · |b| ≤ 2(|a|2 + |b|2))

≤ I+2
∑

M<|ω|≤N
2
|Q̂nf̃(ω)|2+2

∑
M<|ω|≤N

2
|f̂ |2+

∑
|ω|>N

2
|f̂(ω)|2

∑
M<|ω|≤N

2
+
∑
|ω|>N

2
=

∑
|ω|>M

= I+ 2
∑

M<|ω|≤N
2
|Q̂nf̃(ω)|2 +

∑
M<|ω|≤N

2
|f̂ |2 +

∑
|ω|>M |f̂(ω)|2

≤ I+2(
∑

M<|ω|≤N
2

+
∑
|ω|>N

2
)|Q̂nf̃(ω)|2+(

∑
M<|ω|≤N

2
+
∑
|ω|>N

2
)|f̂ |2

+
∑
|ω|>M |f̂(ω)|2

= I + 2
∑

M<|ω| |Q̂nf̃(ω)|2 + 2
∑

M<|ω| |f̂ |2 = I + II + III
1 8�� ??�



2 é6�§�Ð�¯K�k��©�{—���ª

I =
∑M

ω=−M |eiωtnf̂(ω)− Q̂nf̃(ω) + Q̂nf̂(ω)− Q̂nf̂(ω)|2

≤ 2
∑M

ω=−M(|Q̂n(f̃ − f̂)|2 + |f̂ |2|Q̂n − eiωtn|2)

£db�£a¤Ú£c¤��µ¤

limM→∞ I ≤ 2 limM→∞
∑M

ω=−M(|Q̂n(f̃− f̂)|2 + |f̂ |2|Q̂n−eiωtn|2)

= 2 limM→∞
∑M

ω=−M |Q̂n(f̃− f̂)|2 +2 limM→∞
∑M

ω=−M |f̂ |2|Q̂n−

eiωtn|2 = 0

£db�£a¤��µ¤

limM→∞ II = 2 limM→∞
∑

M<|ω| |f̂ |2 = 0

£db�£b¤��µ¤

limM→∞ III = 2 limM→∞
∑

M<|ω| |Q̂n|2 · |f̃(ω)− f̂ + f̂ |2

≤ 4K2
s limM→∞

∑
M<|ω|(|f̃ − f̂ |2 + |f̂ |2)

= 4K2
s (limM→∞

∑
M<|ω| |f̃ − f̂ |2 + limM→∞ II)

= 0"¸.

1 9�� ??�



3 é6�§�Ð�¯K�k��©�ª—õ��ª

3 ééé666���§§§���ÐÐÐ���¯̄̄KKK���kkk������©©©���ªªª—õõõ������ªªª

�! ~Xêé6�§�Ð�¯K�~��k��©�ªµ

�Ä~Xê�é6�§�Ð�¯Kµ

{
ut = ux −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
Ù¥f(x)´2π±Ï�±Ï¼ê"

1. w«�ªµd®���¼ê���������¼ê�

2. Ûª�ªµØUd®���¼ê���������¼ê�

3. üÚ�ª£���ª¤µ�ª��9���m�

4. õÚ�ª£n�!9n�±þ�ª¤�ªµ�9n�§½n

�±þ�m�

�! �a�ª£=µCTCS�ª¤

{
vn+1
j = vn−1

j +∆t
h (vnj+1 − vnj−1)

v0
j = fj = f(xj)

"

ù� v1
jI�ÏLÙ§üÚ�ª��§XFTCS�ª§=µ v1

j =

v0
j + ∆t

2h (v0
j+1 − v0

j−1)§ v0
j = fj"

n! �
��PDEÐ�¯K{
ut = ux − au −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
�

�a�ª

1 10�� ??�



3 é6�§�Ð�¯K�k��©�ª—õ��ª

ù�a > 0§��~ê"

������–20240923µë�Ö1µP50µ2.1.1–2.1.3

���������–20240923�éeã �©�§Ð�¯Kµ
ut = ux, −∞ < x <∞ t > 0,

u(x, 0) = sin(2πx), −∞ < x <∞,

P eriodic boundary condition, T = 1.

T�§�°()�u(x, t) = sin(2π(x+ t))"

é��«��þ!¿©§Ù¥xj = j · h, j = 0, 1, 2, ..., J , �mÚ

�h = 1
J"- r = ∆t

h "

¯̄̄KKK1µµµ � r = 0.5§J = 80§©O�T = 0.1, 0.4, 0.8, 1.0"©O

^FTCS!Lax-FriedrichÚLax-Wendroff�{O�Ùê�)"±Ñ��Ø

���mCzã¶¿�ÑµØ"

¯̄̄KKK2µµµ� r = 0.5§T = 1.0§©O�J = 10, 20, 40, 80, 160"^Lax-

Wendroff�{O�Ùê�)§¿�°()x3Ó�ãþ?1'�§�

ÑµØ"

1 11�� ??�



4 Hº�ª�CFL^�

4 HHHººº���ªªª���CFL^̂̂���

�Ä~Xê�é6�§�Ð�¯Kµ

{
ut = ux −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
¶Ù)�u(x, t) = f(x+ t)"

�! ut = ux�FTBS�ª

{
vn+1
j = vnj + ∆t

2h (vnj − vnj−1) = (I + ∆tD−)vnj ≡ Qvnj

v0
j = fj = f(xj), j = 0, · · · , J

T�ªÃ{÷v­½5�¦¶=µT�{´Ø­½�

ut = ux�FTBS�ªØ­½��ÏÛ3ºXÛ�E­½��ªº

�! ~Xêé6�§Ð�¯K�)��6«

÷��x + t = constant)ØC"T��¡�A��"3?¿

:P = (x, t)?�)§dLT:�A��� t = 0��:P0 =

(x0, 0):��u|P0
(½§=µu|P = u|P0

"

DP = {P0} ¡�P:�)��6«"e�P = (xj, tn+1)§Kx0 =

xj + tn+1"

n! ~Xêé6�§�Ð�¯K�k��©�ª�ê�)��6«µ

~Xêé6�§Ð�¯K�FTCS�ª3P = (xj, tn+1):�Cq

) vn+1
j �6uÐ©���:µ

xj−n−1, xj−n, · · · , xj, · · · , xj+n, xj+n+1�Cq)"

K¡NP = {xj−n−1, xj−n, · · · , xj, · · · , xj+n, xj+n+1}�P:ê�)

��6«¶

o! CFL^�

CFL^�µPDE)��6«DP7L��¹3ê�)��6
1 12�� ??�



4 Hº�ª�CFL^�

«NPµDP ⊆ NP

Theorem 4.1 CFL^�´k��©�ªÂñ�7�^�

CFL^�·ÜuCXê�/§$�´��5V­¯K¶§´ù


�ªÂñ�7�^��

Ê! Hº�ª

Hº�ªµA�������������ª¶_º�ªµA�

��������Ø����ª

Example 4.1 ?Øut + aux = 0§a´~ê§�Hº�ª

������–20240926µ�é�§ut + ux = 0§�ÑÙ)��6«¶Ù�a

�ª�ê�)��6«¶±9CFL^�

���������–20240926

�éeã �©�§Ð�¯Kµ
ut = ux, −∞ < x <∞ t > 0,

u(x, 0) = sin(2πx), −∞ < x <∞,

P eriodic boundary condition, T = 1.

(1)

T�§�°()�u(x, t) = sin(2π(x + t))"é��«��þ!¿©§

Ù¥xj = j · h, j = 0, 1, 2, ..., J ,�mÚ�h = 1
J"-λ = ∆t

h "

1 13�� ??�



4 Hº�ª�CFL^�

¯̄̄KKKµµµ �T = 1.0§J = 80§©O�λ = 0.5, 1.5"^CTCS�ª

£ v1
j^FTFS�ª¤O�Ùê�)§¿�°()x3Ó�ãþ?1

'�§�ÑµØ"

1 14�� ??�



5 Ûª�ª

5 ÛÛÛªªª���ªªª

�! BTCS�ª

?Ø{
ut = ux −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
�BTCS�ª¶Ù¥T

¯K�Ð�!)þ�2π±Ï�±Ï¼ê"

BTCS�ªµ{
vn+1
j = vnj + ∆t

2h (vn+1
j+1 − vn+1

j−1 )

v0
j = f(xj), j = 0, 1, · · · , Jvnj = vnj+J+1

V���

¯K�)§KI�3z��mÚ¦)��J + 1��5�ê�§

|"

VµT�ª´Ã^�­½�—–ù´��;.�Ûª�ª¶é�

mÚ�vk�å§�±ÀJ����mÚ�"�õê�Ûª�ª

Ñ´Ã^�­½�

�! Crank-Nicolson�ª

ut = ux = 1
2ux + 1

2ux§

(I − ∆t
2 D0)v

n+1
j = (I + ∆t

2 D0)v
n
j § j = 0, · · · , J

VµT�ª´Ã^�­½�§�é¤k�ω£ªÇ¤§�ÌØ

C"

n! θ –�{

ut = ux = θux + (1− θ)ux§

(I −∆tθD0)v
n+1
j = (I + ∆t(1− θ)D0)v

n
j § j = 0, · · · , J§Ù¥0 ≤

θ ≤ 1"

Vµ θ ≥ 1
2�§T�ª´Ã^�­½�"Ï~�µ

1
2 ≤ θ ≤ 1"

1 15�� ??�



6 Ø�

6 ØØØ���

ý��£))TaylorÐm½nµ

f(x±h) = f(x)±hf ′(x) + h2

2! f
′′
(x) + · · ·+ (−h)k

k! f (k)(x) + (−h)k+1

(k+1)! f
(k+1)(ξ)

§Ù¥µ ξ 0ux�x+ h�m"

�! �äØ�

Definition 6.1 �äØ�µ

��©�§�d�PDE�
PDE��"=µ�©�§¥Cq

) vnj ^°()unj �O������©�§�d�PDE�
PDE�

�"

Vµ�äØ�´ê��{°Ý�Ýþ"

�! �ª£�{¤�°Ý

Definition 6.2 ê��ª�°Ýµ

eê��ª��äØ��µT = O(hp + ∆tq)§K¡Tê��ª

´ (p, q)�°Ý�¶=µT�ªé�m´p�°Ý§é�m´ q�

°Ý"

n! �NØ�

�NØ�µê�)�°()�m��§=µ enj = vnj − unj

������–20240930µë�Ö1µP58, 2.3.1¶P61µ2.4.1–2.4.2

1 16�� ??�



7 ÄuPDE�È©/ª�k��©�ª��E

7 ÄÄÄuuuPDE���ÈÈÈ©©©///ªªª���kkk������©©©���ªªª������EEE

~��ê�È©úª££�¤

• à:þ�È©!:

n = 1 £F/úª¤µ∫ x1
x0
f(x) = h

2(f(x0) + f(x1))− h3

12f
′′
(ξ)§h = x1 − x0§ ξ ∈ (x0, x1)

n = 2 £Simpsonúª¤µ∫ x2
x0
f(x) = h

3(f(x0) + 4f(x1) + f(x2))− h5

90f
(4)(ξ)§

h = x2 − x1 = x1 − x0§ ξ ∈ (x0, x2)

• à:þØ�È©!:

n = 0 £¥:úª¤µ∫ x1
x−1

f(x) = 2hf(x0) + h3

3 f
′′
(ξ)§h = x1 − x0 = x0 − x−1§ ξ ∈

(x−1, x1)

n = 1 µ∫ x2
x−1

f(x) = 3h
2 (f(x0) + f(x1)) + 3h3

4 f
′′
(ξ)§

h = x2 − x1 = x1 − x0 = x0 − x−1§ ξ ∈ (x−1, x2)

• È©!:=���à:∫ b
a f(x) = (b− a)f(a) + 1

4(b− a)2f
′
(ξ)§ ξ ∈ (a, b)

�éut + aux = 0§a�~ê§ (x, t) ∈ D̄ = [0, 1]× [0, T ]§ÄuÙÈ©

/ª§�E±�:?�¼ê���ê�k��©�ª"

�! ¿©

^!:0 = x0 < x1 < · · · < xJ = 1ò [0, 1]©¤J��«�(cell)¶

K�9�:xj�cell�: Ij = [xj− 1
2
, xj+ 1

2
]§ j = 1, · · · , J − 1"

1 17�� ??�



7 ÄuPDE�È©/ª�k��©�ª��E

^!:0 = t0 < t1 < · · · < tN = Tò [0, T ]©¤N��«

� [tn, xn+1]§n = 0, · · · , N − 1"

�! �§lÑ

���«�Ωn
j = [tn, tn+1] × [xj− 1

2
, xj+ 1

2
]���«�£��

N¤"

?Ø��NΩn
j þ§ut + aux = 0�È©/ªµ∫ x

j+1
2

x
j− 1

2

(un+1 − un)dx+

∫ tn+1

tn

a(uj+ 1
2
− uj− 1

2
)dt = 0

T�§ª´°(¤á�"^ØÓ�ê�È©úªéþã�§

¥�È©�Cq§��ØÓ�k��©�ª

���«�Ωn
j = [tn−1, tn+1] × [xj− 1

2
, xj+ 1

2
]���«�£��

N¤"

?Ø��NΩn
j þ§ut + aux = 0�È©/ªµ∫ x

j+1
2

x
j− 1

2

(un+1 − un−1)dx+

∫ tn+1

tn

a(uj+ 1
2
− uj− 1

2
)dt = 0

T�§ª°(¤á�"^ØÓ�ê�È©úªéþã�§¥�È

©�Cq§��ØÓ�k��©�ª
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8 CXêé6�§

8 CCCXXXêêêééé666���§§§

ut + a(x, t) · ux = 0, (x, t) ∈ R× R+

"Ù¥a(x, t)�®��ëY¼ê"ÙÐ�¯K�)­½!�3��"

A���§µ

dx

dt
= a(x, t), ⇒ d

dt
u(x(t), t) = 0.

A���pØ���­�§)u(x, t)÷XA���±ØC

�±ò~Xêé6�§�FDMí2�CXê�§

• Lax-Friedrichs�ª

vn+1
j =

1

2
(vnj−1 + vnj+1)−

1

2
ranj (v

n
j+1 − vnj−1)

½µ vn+1
j = 1

2(1 + anj r)v
n
j−1 + 1

2(1− anj r)vnj+1

äk£2§1¤�ÛÜ�äØ�"

duanj = a(xj, tn)� j, nUC§¤±ØU��^Fourier�{©Û

Ù­½5"�æ^Uþ{©ÛÙ­½5"
1 19�� ??�



8 CXêé6�§

e |∂a∂x| ≤ M, x ∈ R, t ∈ [0, T ] ⇒: |anj+1 − anj−1| ≤ 2Mh£¥�½

n¤§Kkµ

||vn+1||2h ≤ (1 +M∆t)||vn||2h ≤ · · · ≤ eMT ||v0||2h = eMT ||u0||2h

d�§�ª­½

éCXê�5é6�§�k��©�{§Ø^Uþ{©Û­½5

	§{ü¢^�/È(Xê{0�´©ÛÙ­½5�~^�{"

• Hº�ª

vn+1
j = vnj −

anj r

2 (vnj+1 − vnj−1) +
|anj |r

2 (vnj+1 − 2vnj + vnj−1)

äk£1§1¤�ÛÜ�äØ�"^/È(Xê{0��Ù­½5

^��µmaxj |anj |r ≤ 1

1 20�� ??�



9 ���5 �©�§|

9 ���������555   ���©©©���§§§|||

9.1 ~~~XXXêêê���������555   ���©©©���§§§|||

�Ä~Xê�� �©�§|µ

Ut + A · Ux = 0 (∗)

Ù¥U = U(x, t) = (u(1), · · · , u(p))T , A ∈ Rp×p�~XêÝ


�! Lax-Friedrichs�ª

V n+1
j =

1

2
(V n

j−1 + V n
j+1)−

∆t

2h
A(V n

j+1 − V n
j−1)

­½5©Ûµ

��Å)µV n
j = V̂ neiωjh�\þª§�µ V̂ n+1 = Ĝ · V̂ n = · · · =

Ĝn · V̂ 0¶Ù¥O�Ý
£��Ïf¤�µ

Ĝ =
1

2
(eiωh+e−iωh)I−∆t

2h
(eiωh−e−iωh)A = (cosωh)I− i(r sinωh)A

Ù¥ I�p�ü Ý
"eA�A���λm§KG�A��

�µµm = cosωh − i(r sinωh)λm, m = 1, · · · , p¶=µ |µm|2 =

1− (1− r2λ2
m)(sinωh)2

⇒µe rρ(A) ≤ 1¶Kkρ(Ĝ) ≤ 1¶=T�{­½"Ù¥ρ(Ĝ), ρ(A)©

O´Ý
 Ĝ, A�Ì�»

Lax-Wendroff�ªµ

V n+1
j = V n

j −
∆t

2h
A(V n

j+1 − V n
j−1) +

∆t2

2h2
A(V n

j+1 − 2V n
j + V n

j−1)

aqþã©Û§����Ó�­½5^�
1 21�� ??�



9.1 ~Xê���5 �©�§| 9 ���5 �©�§|

�! Hº�ª

Definition 9.1 eA�A��´¢�§��3�ÛÉÝ
S¦

�Λ = S−1AS = diag{λ1, · · · , λp}§Ù¥λj, j = 1, · · · , p �A�

A��§K¡ (∗)�V­.�§|"eØd�	§A�A��pØ

��§K¡ (∗)�î�V­.�§|

b� (∗)�V­.�§|§�W = S−1U = (w(1), · · · , w(p))T§K

d (∗)��µ

Wt + Λ ·Wx = 0 (∗1)

(∗1)¡� (∗)�A�/ª"Ù©þ/ª�µ

w
(m)
t + Λm · w(m)

x = 0, m = 1, · · · , p (∗2)

éz�m§UIþé6�§�OHº�ª§=µ

(w(m))n+1
j = (w(m))nj − r

2Λ((w(m))nj+1 − (w(m))nj−1)

+r
2 |Λ|((w

(m))nj+1 − 2(w(m))nj + (w(m))nj−1)

Ù¥ |Λ| = diag{|λ1|, · · · , |λp|}¶=µ

W n+1
j = W n

j −
r

2
Λ(W n

j+1 −WV n
j−1) +

r

2
|Λ|(W n

j+1 − 2W n
j +W n

j−1)

¶½µ

V n+1
j = V n

j −
r

2
A(V n

j+1 − V n
j−1) +

r

2
|A|(V n

j+1 − 2V n
j + V n

j−1)

Ù¥ |A| = S−1|Λ|S"

­½5©Ûµ

O�Ý
µ Ĝ = I− i(r sinωh)Λ+r(cosωh−1)|Λ|§ÙA���µ

µm = 1−i(r sinωh)λm+r|λm|(cosωh−1), m = 1, · · · , p¶=µ |µm|2 =
1 22�� ??�



1− 4r|λm|(1− r|λm|)(sin ωh
2 )2

⇒µe rmax |λm| ≤ 1¶Kkρ(Ĝ) ≤ 1¶=T�{­½"

������–20241010µ

Ö¿��1µ�éut + aux = 0§a�~ê§ÄuÙÈ©/ª�E�

m1�!�m3��k��©�ª

Ö¿��2µÁ�EµUt + A · Ux = 0�Hº�ª¶Ù¥U = (u, v)T§

A =

 0 −1

−1 0



23
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1 ~Xê*Ñ�§Ð�¯K

1�Ü©µ���5 �©�§Ð�¯K�k�

�©�{

1nÙµ�.�§—*Ñ�§
�Ù±�.�§�Ð�¯K�~§0�k��©�{��E§9ÙÄ

�Vg!5�ÚnØ

1 ~~~XXXêêê***ÑÑÑ���§§§ÐÐÐ���¯̄̄KKK

�Ä~Xê�*Ñ�§�Ð�¯Kµ

{
ut = uxx −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
¶ÙÐ�f(x)�2π±Ï�±Ï

¼ê"

�! ~Xê*Ñ�§�Ð�¯K�)

�Ð��µf(x) = 1√
2π

∑∞
ω=−∞ e

iωxf̂(ω)§K)�µ

u(x, t) =
1√
2π

∞∑
ω=−∞

e−ω
2tf̂(ω)eiωx

"

V µz�Fourier©þÑ��m t�O�
P~¶é��ω§P~

´�~r�"
�§§ØÓuV­.�§§§�DÂ�Ý´Ã�

�"

d	§dParseval'X�µ

‖u(·, t)‖2 =
∑∞

ω=−∞ |e−ω
2tf̂(ω)|2 ≤ ‖f(·)‖2

VµUþ­½

�! k��©�{

1 2�� ??�



1 ~Xê*Ñ�§Ð�¯K

1. £�m¤�cEuler�{£FTCS¤—-��wª�ª

vn+1
j = (I + ∆tD+D−)vnj = vnj +

∆t

h2
(vj+1 − 2vnj + vnj−1)

­½5µσ ≤ 1
2�§�ª­½"

�äØ�µ

T nj =
un+1
j −unj

∆t − unj+1−2unj +unj−1
h2

= 1
2∆tutt(xj, tn)− 2h

2

3! uxxx(xj, tn) +O(h3 + ∆t2) = O(h2 + ∆t)

2. �a�ª£CTCS¤—-õ��ª

vn+1
j = vn−1

j + 2∆tD+D−v
n
j = vn−1

j + 2
∆t

h2
(vnj+1 − 2vnj + vnj−1)

­½5µ��{Ø­½§�ªÃ�"VµI�?�

òCTCS�ª¥ vnj �^
1
2(vn+1

j +vn−1
j )Cq§��Dufort-Frankel�

ªµ

vn+1
j = vn−1

j + 2
∆t

h2
(vnj+1 − vn+1

j − vn−1
j + vnj−1)

Vµ vn+1
j = 1

1+2σ(2σ(vnj+1 + vnj−1) + (1− 2σ)vn−1
j )

­½5µD-F�ª´Ã^�­½�§�´wª�ª"

�äØ�µT nj =
un+1
j −un−1j

2∆t − unj+1−u
n+1
j −un−1j +unj−1

h2

= (ut − uxx + ∆t2

h2 utt +O(∆t2 + h2 + ∆t4

h2 ))|nj

Vµeµ limh,∆t→0
∆t
h = 0§Kµ limh,∆t→0 T

n
j = 0"

Xµ�∆t = c · h1+δ§� δ > 0§KkµT nj = O(h2δ)"�

·�� δ = 1§=µ∆t = c · h2§K�ª�°Ý�£2,2¤�§

�CTCS�ª°Ý��"
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1 ~Xê*Ñ�§Ð�¯K

3. £�m¤��Euler�{£BTCS¤–Ûª�ª

(I −∆tD+D−)vn+1
j = vn+1

j − ∆t

h2
(vn+1
j+1 − 2vn+1

j + vn+1
j−1 ) = vnj

­½5µÃ^�­½�

Vµ3O�¥�±�∆t = h"

�äØ�µ

T n+1
j =

un+1
j −unj

∆t − un+1
j+1−2un+1

j +un+1
j−1

h2

= (ut − uxx − ∆t
2 utt −

1
12h

2uxxxx + · · · )|n+1
j

= O(∆t+ h2)

�NØ�µ

vn+1
j = vnj + σ(vn+1

j+1 − 2vn+1
j + vn+1

j−1 )

un+1
j = unj + σ(un+1

j+1 − 2un+1
j + un+1

j−1 ) + T n+1
j ∆t

�NØ�µ en+1
j = vn+1

j − un+1
j ¶�En = maxj |enj |

En+1 ≤ En + T̄∆t ≤ · · · ≤ E0 + (n+ 1)∆tT̄

Ù¥ T̄ = maxj,n |T n+1
j |¶

eÐ��O(�E0 = 0§ tn+1 = (n+ 1)∆t ≤ tend§Kkµ

En+1 ≤ T̄ tend ≤ ∆t
2 (Mtt + 1

6σMxxxx)tend

Vµ∆t, h → 0�§En+1 → 0¶=µê�)ÂñuO()§

�ªÂñ"

4. Crank-Nicolson�ª

ut = ux = 1
2ux + 1

2uxx§

1 4�� ??�



1 ~Xê*Ñ�§Ð�¯K

(I − ∆t
2 D+D−)vn+1

j = (I + ∆t
2 D+D−)vnj § j = 0, · · · , J

�ª´Ã^�­½�"

5. θ –�{

ut = uxx = θuxx + (1− θ)uxx§

(I−∆tθD+D−)vn+1
j = (I+∆t(1−θ)D+D−)vnj § j = 0, · · · , J¶

Ù¥0 ≤ θ ≤ 1"

Vµ´'uun+1
j �né��§|µ

−θσvn+1
j−1 +(1+2θσ)vn+1

j −θσvn+1
j+1 = vnj +(1−θ)σ(vnj+1−2vnj +vnj−1)

�1 ≥ θ ≥ 1
2�§ |Q̂| ≤ 1"T�ª´Ã^�­½�"

VµÏ~�1 ≥ θ ≥ 1
2¶

θ = 0§�FTCS�ª¶ θ = 1§�BTCS�ª¶

θ = 1
2§�Crank-Nicolson�ª
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2 ÄuPDE�È©/ª�k��©�ª��E

2 ÄÄÄuuuPDE���ÈÈÈ©©©///ªªª���kkk������©©©���ªªª������EEE

~��ê�È©úª££�¤

– à:þ�È©!:

n = 1 £F/úª¤µ
∫ x1
x0
f(x) = h

2(f(x0)+f(x1))−h3

12f
′′
(ξ)§h =

x1 − x0§ ξ ∈ (x0, x1)

n = 2 £Simpsonúª¤µ
∫ x2
x0
f(x) = h

3(f(x0) + 4f(x1) +

f(x2))− h5

90f
(4)(ξ)§h = x2 − x1 = x1 − x0§ ξ ∈ (x0, x2)

– à:þØ�È©!:

n = 0 £¥:úª¤µ
∫ x1
x−1

f(x) = 2hf(x0) + h3

3 f
′′
(ξ)§h =

x1 − x0 = x0 − x−1§ ξ ∈ (x−1, x1)

n = 1 µ
∫ x2
x−1

f(x) = 3h
2 (f(x0) + f(x1)) + 3h3

4 f
′′
(ξ)§h = x2 −

x1 = x1 − x0 = x0 − x−1§ ξ ∈ (x−1, x2)

– ��à:þ�È©!:∫ b
a f(x) = (b− a)f(a) + 1

4(b− a)2f
′
(ξ)§ ξ ∈ (a, b)

�! ¿©

^!:0 = x0 < x1 < · · · < xM = 1ò [0, 1]©¤M��

«�(cell)¶K�9�:xj�cell�: Ij = [xj− 1
2
, xj+ 1

2
]§ j =

1, · · · ,M − 1"

^!:0 = t0 < t1 < · · · < tN = Tò [0, T ]©¤ t��«

� [tn, xn+1]§ j = 0, · · · ,M − 1"

�! �§lÑ

�Äut = uxx + f(x, t)§ (x, t) ∈ Ω̄ = [0, 1]× [0, T ]

1 6�� ??�



2 ÄuPDE�È©/ª�k��©�ª��E

£�¤ ÄuÈ©/ª§�E±¼¼¼êêê������:::������ê�k��©

�ª

���«�Ωn
j = [tn, tn+1]× [xj− 1

2
, xj+ 1

2
]���«�£��

N¤"

?Ø��NΩn
j þ§ut = uxx + f(x, t)�È©/ªµ∫ xj+1

2
x
j− 1

2
(un+1 − un)dx

=
∫ tn+1

tn
((ux)j+ 1

2
− (ux)j− 1

2
)dt+

∫ tn+1

tn

∫ xj+1
2

x
j− 1

2
f(x, t)dxdt

T�§ª°(¤á�"^ØÓ�ê�È©úªéþã�§

¥�È©�Cq§��ØÓ�k��©�ª"

���«�Ωn
j = [tn−1, tn+1]× [xj− 1

2
, xj+ 1

2
]���«�£�

�N¤"

?Ø��NΩn
j þ§ut = uxx + f(x, t)�È©/ªµ∫ xj+1

2
x
j− 1

2
(un+1−un−1)dx =

∫ tn+1

tn−1
((ux)j+ 1

2
−(ux)j− 1

2
)dt+

∫ tn+1

tn−1

∫ xj+1
2

x
j− 1

2
f(x, t)dxdt

T�§ª°(¤á�"

£�¤ ÄuÈ©/ª§�E±¼¼¼êêê���������²²²þþþ���ê�k��

©�ª

���«�Ωn
j = [tn, tn+1]× [xj− 1

2
, xj+ 1

2
]���«�£��

N¤"∫ xj+1
2

x
j− 1

2
(un+1 − un)dx =

∫ tn+1

tn
((ux)j+ 1

2
− (ux)j− 1

2
)dt

+
∫ tn+1

tn

∫ xj+1
2

x
j− 1

2
f(x, t)dxdt"T�§ª°(¤á�"

- ūj! f̄j©O�3�� [xj− 1
2
, xj+ 1

2
]þ�È©²þ§=µ ūj =

1
h

∫ xj+1
2

x
j− 1

2
f(x, t)dx§ f̄j = 1

h

∫ xj+1
2

x
j− 1

2
f(x, t)dx§Kkµ∫ xj+1

2
x
j− 1

2
(un+1 − un)dx = h(ūn+1

j − ūnj )∫ tn+1

tn

∫ xj+1
2

x
j− 1

2
f(x, t)dxdt = h

∫ tn+1

tn
f̄jdt

1 7�� ??�



2 ÄuPDE�È©/ª�k��©�ª��E

h(ūn+1
j − ūnj ) = h

∫ tn+1

tn

f̄jdt+

∫ tn+1

tn

((ux)j+ 1
2
− (ux)j− 1

2
)dt

T�§ª°(¤á�"

������–20241017µ

ë�Ö1µP70: 2.5.2, 2.5.3

Ö¿��1µ�éut = uxx + f(x, t)§ (x, t) ∈ D̄ = [0, 1] ×

[0, T ]�È©/ª§�E±�:?�¼ê���ê�k��©

�ª¶¿�ÑÙ�äØ�"

Ö¿��2µ�éut = uxx§ÄuÙ3��NΩn
j = [tn−1, tn+1]×

[xj− 1
2
, xj+ 1

2
]þ�È©/ª§�E±¼ê���²þ���ê

�k��©�ª§¿�Ñ°Ý"

1 8�� ??�



3 ^�½Xê{�Ep�k��©�ª

3 ^̂̂���½½½XXXêêê{{{���EEEppp���kkk������©©©���ªªª

�Ep�k��©�ª�'�´^�E�ê�p�C

q"

�½Xê{�E�ê�p�Cqµ^eZ:�¼ê���5

|ÜCq¼ê��ê£�)p��ê¤��{

�! þ!��¿©

éuþ!¿©§�±Øyµ^u3n�:µxj±1 = (j ±

1)h, xj = jh?�¼ê���5|Ü´Ã{��uxx�3�

Cq"

Vµ:��êé­�"

?Øµ´Ä�±^u3Ê�:µxj±2 = (j±2)h, xj±1 =

(j ± 1)h, xj = jh?�¼ê���5|Ü��uxx�4�C

qº

nØþµ�ÏLõ�:�¼ê���5|Ü���ê�v


p��Cq"

¢SþµXJ^�:�õ£=µ����¤§ò�5>.

?n�(J"

�! �þ!��¿©

�m«�¿©µ3éõ�¹e§�
~�O�þ§�m«

��¿©�^�þ!¿©§cÙ´ég·A�{"

��þ!¿©µxj+1 − xj = 3
2h§xj − xj−1 = 3

4h"

^u3n�:µxj±1, xj?�¼ê���5|ÜCquxx

1 9�� ??�



3 ^�½Xê{�Ep�k��©�ª

Vµ�þ!��'þ!���E,�õ§�éJ�©Û

ïÄ"

éu�C��§�ÏL�IC�§3C�²¡?1
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4 CXê*Ñ�§

4 CCCXXXêêê***ÑÑÑ���§§§

�Ä�«a.�CXê*Ñ�§µ�Åð.*Ñ�§!

Åð.*Ñ�§

4.1 ���ÅÅÅððð...***ÑÑÑ���§§§

ut = b(x, t)uxx,−∞ < x <∞, t > 0§Ù¥9D�Xê b(x, t) >

0"

1. FTCS�ªµ

vn+1
j = (I + bnj∆tD+D−)vnj = vnj + bnj

∆t

h2
(vnj+1 − 2vnj + vnj−1)

Ù¥ bnj = b(xj, tn)"­½5µ

��Å) vnj = 1√
2π
eiωxj v̂n(ω)§��Ïf: Q̂ = (1−4bnjσsin

2(ξ2))§ ξ =

ωh§σ = ∆t
h2 "

e�¦µ |Q̂| ≤ 1§Kkµ bnjσ ≤ 1
2¶=µ bnjσ ≤

1
2�§�ª­½"

�äØ�µ

T nj =
un+1
j −unj

∆t − bnj
unj+1−2unj +unj−1

h2 = O(h2 + ∆t)

�NØ�µ en+1
j = vn+1

j − un+1
j

Vµ en+1
j = enj + bnjσ(enj+1 − 2enj + enj−1)− T nj ∆t

b�B´ b(x, t)3O�«����þ.¶�T nj kþ.µ T̄ =

maxj,n sup |T nj |¶-En = maxj |enj |¶eÐ��O(�E0 =

1 11�� ??�



4.1 �Åð.*Ñ�§ 4 CXê*Ñ�§

0§�Bσ ≤ 1
2§Kk

∆t, h → 0�§En+1 → 0¶=µê�)ÂñuO()§�

ªÂñ"

BTCS�ªµ

vn+1
j = vnj +bn+1

j ∆tD+D−v
n+1
j = vnj +bn+1

j

∆t

h2
(vn+1
j+1−2vn+1

j +vn+1
j−1 )

2. θ –�{

ut = b(x, t)uxx = b(x, t)(θuxx + (1 − θ)uxx) = θb(x, t)uxx +

(1− θ)b(x, t)uxx§

vn+1
j = vnj + ∆tb∗(θD+D−v

n+1
j + (1− θ)D+D−v

n
j )§

j = 0, · · · , J¶0 ≤ θ ≤ 1¶

Ù¥ b∗�±�õ«ÀJ§X b∗ =
bn+1
j +bnj

2 ! b∗ = b
n+ 1

2

j �"

�äØ�µ�{üå�§� b∗ = b
n+ 1

2

j

T
n+ 1

2

j = [(1
2−θ)∆tuxxt−

b
12(∆x)2uxxxx+

1
24(∆t)2uttt− b

8(∆t)2uxxtt

+ 1
12(1

2 − θ)∆t(∆x)2uxxxxt − 2b
6! (∆x)4uxxxxxx + · · · ]n+ 1

2

j

­½5^�!Âñ5^�þ�µ3¤�Ä�O�«�¥�

z�:Ñkµ

∆t

(∆x)2
(1− θ)b(x, t) ≤ 1

2

1 12�� ??�



4.2 Åð.*Ñ�§ 4 CXê*Ñ�§

4.2 ÅÅÅððð...***ÑÑÑ���§§§

ut = (b(x, t)ux)x

�a�{µòÅð.*Ñ�§=���Åð./ªµut =

b(x, t)uxx + bx(x, t)ux§�{�OÓþ"ùa�{�":µ

� b(x, t)Czì��§�3­½5¯K

,�a�{µ�Ä�§�Åð5�§�����«�Ωn
j §é

Åð.�§3Ωn
j þÈ©§2|^ê�È©úª§�Ek��

©�{"

-Ωn
j = [xj−1/2, xj+1/2]× [tn, tn+1]§Kkµ∫ xj+1/2

xj−1/2
(u(x, tn+1)−u(x, tn))dx =

∫ tn+1

tn
((bux)(xj+1/2, t)−(bux)(xj−1/2, t))dt

ù��§´O(�§vk�?ÛCq

©O^¥:úª!��à:�ªéÈ©�Cq§��µ

∆x
(
vn+1
j − vnj

)
= ∆t

(
bnj+1/2

vnj+1 − vnj
1/2∆x

− bnj−1/2

vnj − vnj−1

1/2∆x

)
vn+1
j = vnj + µ∆−

(
bnj+1/2 ∆+v

n
j

)
Ù¥§anj+1/2 = a(xj+1/2, t

n). äk£2§1¤�ÛÜ�äØ�"

������–20241021µ

Ö¿��1µÁy¶£þ!¿©¤^u3n�:µxj±1 =

(j ± 1)h, xj = jh?�¼ê���5|Ü´Ã{��uxx�3�
1 13�� ??�



4.2 Åð.*Ñ�§ 4 CXê*Ñ�§

½pu3��Cq"

Ö¿��2µ�é �©�§µut = ((0.1 + sin2 x)ux)x§�

E(2,2)�°Ý�k��©�ª"

1 14�� ??�
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1 ·½5½Â

1�Ü©µ���5 �©�§Ð�¯K�k�

�©�{

1oÙµ �©�§Ð�¯K�·½5

�ÙÏL�ÄA��.�§Ð�¯K�)Ú5�§JÑ·½5V

g§¿^u���¹"

1 ···½½½555½½½ÂÂÂ

1. �
�.�§Ð�¯K�)�A:

1) Iþ�§µ

c¡Ù!®²L²µ�.�§£é6�§!*Ñ�§¤�Ð

�¯K�)�L2�§é¤k��mÑ�±^Ð�êâ�L2�

��§=µ

‖ u(·, t) ‖L2
≤‖ u(·, 0) ‖L2

(∗1)

(*1)�y
µÐ©êâ���Cz§�5�)�Cz�´��

�¶=µ)ëY/�6uÐ�

2) �
��Iþ�§µ

{
ut = ux + αu, α = constant, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
¶

Ù¥f(x)�2π±Ï¼ê"

1 2�� ??�



1 ·½5½Â

Vµ)E,ëY�6uÐ©êâ"

3) é¡��§|:

�Äµ{
ut = Aux, u = (u(1), u(2))T , −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
¶

Ù¥f(x) = (f1(x), f2(x))T�2π±Ï¼ê§�A =

 0 d

d 0

 , d =

constant"

é¡�!V­.�§Ð�¯KÑk�Oµ

‖ u(·, t) ‖2=‖ u(·, 0) ‖2

Vµ)E,ëY�6uÐ©êâ"

4) �é¡V­�§|

�Äµ{
ut = Bux, u = (u(1), u(2))T , −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
¶

Ù¥f(x) = (f1(x), f2(x))T�2π±Ï¼ê§

B =

 0 1

d2 0

 , d = constant > 0"

Vµ)E,ëY�6uÐ©êâ"

dþã¯K��ÓA�§��µ

eÐ©�����µ t = t0��§KÑkµ

‖ u(·, t) ‖≤ K ‖ u(·, t0) ‖ (∗3)

2. ·½5½Â

1 3�� ??�



1 ·½5½Â

e¡�é���PDE|Ð�¯K§Ú\·½5(Well-posed)V

gµ�Ä���PDE|µ

{
ut = P (x, t, ∂∂x)u, t > t0

u(x, t0) = f(x) −∞ < x <∞
(∗4)

Ù¥u = (u(1), · · · , u(m))T§x = (x(1), · · · , x(n))T§P (x, t, ∂∂x)´�

����p��m�f§�±��µ

P (x, t, ∂∂x) =
∑
|ν|≤pAν(x, t)(

∂
∂x(1)

)ν1 · · · ( ∂
∂x(n)

)νn§ν = (ν1, · · · , νn)´

�K�ê�õ­�I§� | ν |=
∑

i νi§Aν = Aν1···νn´m ×mÝ


¼ê"��Bå�§b�Aν(x, t) ∈ C∞(x,t)§�XêÚêâé�

m�Ñ´2π±Ï�"

Definition 1.1 eéz� t0Úf ∈ C∞(x)§kµ

• �3���)u(x, t) ∈ C∞(x, t)§§'uz��m�êÑ

´2π ±Ï�

• �3� t0Ã'�~êαÚK§¦�µ

‖ u(·, t) ‖≤ Keα(t−t0) ‖ f(·) ‖ (∗5)

Kµ£*4¤´·½�(Well-posed)

5¿µ·½5�½ÂØ´���¶Xµ�±¦^ØÓ��!#N

kØÓ�O��¼ê/ª"éCXê¯K§�êO��´#N

�"

�·½5¯K¡�Ø·½�(Ill-posed)"

3. ~f

1 4�� ??�



1 ·½5½Â

Example 1.1 {
ut = ux −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
"

Example 1.2 {
ut = ux + u −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
"

Example 1.3 {
ut = −uxx −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = eiωxf̂(ω) −∞ < x <∞, 2π periodic
"

Example 1.4 {
ut = uxx + 100u −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = 1√
2π
eiωxf̂(ω) −∞ < x <∞

"

1 5�� ??�



2 ��~XêIþ �©�§

2 ������~~~XXXêêêIIIþþþ   ���©©©���§§§

�Äµ

{
ut = auxx + bux + cu, t > t0

u(x, t0) = f(x) −∞ < x <∞, 2π periodic
(∗ ∗ 1)

Ù¥a! b! c´E~ê"e¡?Øµe(**1)´·½�§a! b! cAT

÷v�^�

du��mC� t
′
= t− t0§~Xêo´ØC�§¤±�±� t0 = 0

Theorem 2.1 (**1)´·½�(Well-posed)§��=�µk��¢~êα§

¦�é¤k�¢êω§kµ

ReK ≤ α, K = −aω2 + ibω + c, (∗ ∗ 2)

(**2)�¿Âµ

1. ~ê c�K�£=µ��ê�´ÄK�¯K�·½5º¤

òα + c�Oα§K(**2)�µRe (K − c) = Re (−aω2 + ibω) ≤ α

Vµ cé^�(**2)ÃK�"=µ �©�§(**1)¥��ê�ØK

�¯K�·½5

5¿µé��� �©�§�´Xd"

2. �Ô.�§

ear = Re (a) > 0§K¡T�§��Ô.�§

d�§du (|b| − 2ar|ω|)2 ≥ 0)§¤±kµ

Re K ≤ −arω2 + |b| · |ω| ≤ |b|2
4ar
1 6�� ??�



2 ��~XêIþ �©�§

Vµé¤k� b§T¯K´·½�

é���Ô.�§�´Xd§ù´ÙAk�§=µp��ê�û

½¯K�·½5

3. Re a = 0§=Re K = −ωIm b

e Im b 6= 0§K¯KØ´·½�£Ï��ÀJω�ÎÒ§¦

�ReK�±C�?¿�¤

Vµ·½¯K�3�/ª�µ

ut = iaiuxx + brux§Ù¥a = iai§ b = br¶ai, br´¢ê"

eai 6= 0§K¡T�§�Schrodinger�§¶

eai = 0§KT�§�V­.�§

4. Re a < 0§Ké?¿� b§ReK ≥ |ar|ω2 − |b| · |ω|vkþ.

VµT¯KØ·½
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3 ��~Xê1� �©�§|

3 ������~~~XXXêêê1���   ���©©©���§§§|||

�Äµ

{
ut = Aux, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, t0) = f(x) −∞ < x <∞, 2π periodic
(∗ ∗ ∗1)

Ù¥A = (aij)m×m§u = (u(1)(x, t), · · · , u(m)(x, t))T"

1. ½n

Theorem 3.1 ��=�A�A��´¢ê§�k���A��

þ§K(***1)´·½�

y²µ

1) Äky²µA�A��´¢ê§âk(***1)´·½��U5

2) �A�A��Ñ´¢ê§�k���A��þ|�§T¯K

´·½�"

3) �A�A��Ñ´¢ê§�A��þ|Ø��§K¯KØ·

½

a) ?Ø��;.�¹µut = Aux = (λI + J)ux

1 8�� ??�



3 ��~Xê1� �©�§|

b) ?Ø���¹µ�3�_Ý
S§¦�µ

S−1AS =


λ1I + J1

· · ·

λrI + Jr


e¤k¬Ý
Ñ´Iþ£=Jj´Iþ§��0¤§K¿�

XA �é�z§�k���A��þ|¶d	§e��k

��¬Ý
Ø´Iþ§K¯KÒØ�U´·½�£�c¡

?Ø¤

2. $��ØK�rV­�§|Ð�¯K�·½5

éut = Auxµ

• eA�A��´¢ê§�pØ��§KT�§|´î�V­

�

• eA�A��´¢ê§�äk���A��þ§KT�§|

´rV­�

• eA�A��´¢ê§KT�§|´fV­�

Definition 3.1 éut = Aux§eA ´��HermiteÝ
(=µA =

A∗ = ĀT )§K¡ut = Aux ´é¡V­�

Vµé¡V­Úî�V­´rV­�AÏ�¹

VµrV­�§|�Ð�¯K´·½�¶fV­�§|�Ð�¯

K´Ø·½�

Lemma 3.1 e y ∈ C1§�÷vØ�ª dy
dt ≤ αy§ t ≥ 0¶Kµ y(t) ≤

eαty(0)

1 9�� ??�



3 ��~Xê1� �©�§|

Theorem 3.2 �Ä�k��ê��6Ä�rV­¯Kµ

{
ut = Aux +Bu, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, t0) = f(x) −∞ < x <∞, 2π periodic

eB´m×m~êÝ
§KT¯K´·½�

������–20241024µ

ë�Ö1µP113: 4.1.1

ë�Ö1µP115: 4.2.1

ë�Ö1µP122: 4.3.1

1 10�� ??�



4 ��~Xê�Ô. �©�§|

4 ������~~~XXXêêê���ÔÔÔ...   ���©©©���§§§|||

�Äµ{
ut = Auxx +Bux + Cu = Pu, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, t0) = f(x) −∞ < x <∞, 2π periodic

Ù¥A!B!Cþ�~XêÝ
§P´�m�f"

Definition 4.1 eA �A��λ÷vµRe λ ≥ δ§ δ > 0´��~ê§

K¡ut = Auxx +Bux + Cu = Pu´�Ô.�

A ≥ 0£=A��½�¤⇔ A�A���u�u0§=λ(A) ≥ 0

eA�HermiteÝ
§�éu?¿�¥þ v§k< Av, v >≥ 0§K

¡A ≥ 0§

eA!Bþ�Hermite£º¤Ý
§�A−B ≥ 0§K¡A ≥ B"⇒µB ≤

|B| · I

eA = A∗§K¡A�HermiteÝ
"

eA�HermiteÝ
§KÙA��´¢ê§��3j
§¦Ùé�z

Theorem 4.1 �Ô.�§|�Ð�¯K´Well-Posed

y²µ

(�) )�­½5��35

1!Ð����Å§)��35�­½5

b�A+ A∗ ≥ δI, δ > 0£ù�b���´I�y²��¤

2!Ð�´©¡ëY��§)��35�­½5

3!y²µéu�Ô.�§§o�±ÏLC�§¦�µA + A∗ ≥

δI, δ > 0

Lemma 4.1 SchurÚnµé����½�Ý
A§�3�����

Ý
U§¦�U ∗AU´��þn�Ý

1 11�� ??�



4 ��~Xê�Ô. �©�§|

(�) )���

-u(x, t)´¯K�?�1w)§§�±Ðm¤Âñ�Fourier?

ê§=µ

u(x, t) = 1√
2π

Σ∞ω=−∞e
iωxû(ω, t)§Ù¥ û(ω, t) = 1√

2π
(eiωx, u(x, t))§ û(ω, 0) =

f̂(ω)

£8I´�y²µ{
û(ω, t)t = P̂ û

û(ω, 0) = f̂(ω)
¤

1 12�� ??�



5 ��~Xê�©�§|

5 ������~~~XXXêêê���©©©���§§§|||

�Äµ

{
ut = P ( ∂

∂x)u, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, t0) = f(x) −∞ < x <∞, 2π periodic
(1)

Ù¥x = (x(1), · · · , x(d))T!u = (u(1), · · · , u(m))T!ω = (ω(1), · · · , ω(d))T"

b�Ð��µf(x) = (2π)−
d
2ei<ω,x>f̂(ω)§< ω, x >= Σd

j=1ωjx
(j)

�E�Å)�µu(x, t) = (2π)−
d
2ei<ω,x>û(ω, t)§�\
�§�µ

{
û(ω, t)t = P̂ (iω)û(ω, t)

û(ω, 0) = f̂(ω)

⇒µ û(ω, t) = eP̂ tf̂(ω)§Ù¥ P̂ (iω) ´m×mÝ
"

Theorem 5.1  �©�§|�Ð�¯K£1¤´Well-Posed⇔£��=

�¤é¤k�ω§�3~êKÚα§¦�µ

|eP̂ (iω)t| ≤ K · eαt (2)

Theorem 5.2  �©�§|�Ð�¯K£1¤´Well-Posed�7�^�

´µé?¿�ω§ P̂ (iω)�A��λ§÷vRe λ ≤ α

Theorem 5.3 b�÷vþ¡½n�^�§�éu?¿ω§�3~

êKÚC�Ý
S(ω)§¦� |S(ω)|·|S−1(ω)| ≤ K¶Ó�§S−1P̂ (iω)S´

é�
§KT �©�§|�Ð�¯K£1¤´Well-Posed"

Theorem 5.4 eéu?¿ω§�3~êα§¦� P̂ (iω) + P̂ ∗(iω) ≤

2αI¶KT �©�§|�Ð�¯K£1¤´Well-Posed"

Definition 5.1 eé¤k�1w¼êw(x)§k~êα§¦� (w,Pw) +

(Pw,w) ≤ 2α(w,w)¶K¡�©�fP ( ∂∂t)��k.�f£semibounded¤
1 13�� ??�



5¿µ�½Â¿Ø¿�µ�©�fP ( ∂∂t)´k.�

Theorem 5.5 �©�fP ( ∂∂t)��k.�f⇔£��=�¤µ

P̂ (iω) + P̂ ∗(iω) ≤ 2αI"

Theorem 5.6 eP´�k.�f§K£1¤�)÷vµ

||u(·, t)|| ≤ eαt||u(·, 0)||

eA = A∗§K¡A�HermiteÝ
"

eA�HermiteÝ
§KÙA��´¢ê§��3j
§¦Ùé�z

eA����¢ê�§KHermiteÝ
Ò´¢é¡Ý


eU ∗U = I§K¡U�j
"

eU����¢ê�§Kj
Ò´��Ý


Example 5.1 ?Ø ∂
∂tu = A1

∂
∂xu+ A2u�·½5"Ù¥µ

A1 =

 0 1

1 0

§A2 =

 2 1

7 π



������–20241029µ

ë�Ö1µP126: 4.4.1¶4.4.2

ë�Ö1µP134: 4.5.1¶4.5.2

ÖÖÖ¿¿¿������µÁyµeéu?¿ω§�3~êα§¦� P̂ (iω) + P̂ ∗(iω) ≤

2αI¶KT �©�§|�Ð�¯K£1¤´Well-Posed"

14
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1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

1�Ü©µ���5 �©�§Ð�¯K�k�

�©�{

1ÊÙµk��©�{�Ä�5�

�ÙÌ�0� �©�§k��©�{�Ä�Vg!Ä�nØ

1 ���©©©���{{{������NNN555!!!ÂÂÂñññ555!!!­­­½½½555

�!Ì��é��� �©�§�Ð�¯Kµ

{
Lu = g, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, t0) = f(x) −∞ < x <∞, 2π periodic
(5.1)

Ù¥L´£��¤ �©�f§�ÄÙ���©�ªLvnj = gnj ��N

5!Âñ5Ú­½5"

£�µ

• k���mµ

~^¢�î¼�mR½E�î¼�mC ¥��µ∀Un = (Un
1 , · · · , Un

N) ∈

R½C

l2�£2�¤µ ||Un||2 =
√∑N

j=1 |Un
j |2

l2,∆x�£Uþ�¤µ ||Un||2,∆x =
√∑N

j=1 |Un
j |2∆x

l∞�£���¤µ ||Un||∞ = sup1≤j≤N |Un
j |

• Ã��S��mµ

éuÐ�¯K§O�«�´Ã.�§¤±�m���ê´Ã�
1 2�� ??�



1.1 �äØ���©�{�°Ýµ 1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

�§�A��:¼ê�À�Ã¡S�½Ã���þ

Ã��¢�½E� l2�mµ

l2 = {Un = (· · · , Un
−1, U

n
0 , U

n
1 , · · · )T :

∑∞
j=−∞ |Un

j |2 <∞}

l2�£2�¤µ ||Un||2 =
√∑∞

j=−∞ |Un
j |2

l2,∆x�£Uþ�¤µ ||Un||2,∆x =
√∑∞

j=−∞ |Un
j |2∆x

Ã��k.S��m l∞µ

l∞ = {Un = (· · · , Un
−1, U

n
0 , U

n
1 , · · · )T : sup−∞<j<∞|Un

j | <∞}

l∞�£���¤µ ||Un||∞ = sup−∞≤j≤∞|Un
j |

• p�¯K£±��¯K�~¤

k���m§Un = {Un
ij}

nx,ny
i=1,j=1µ

l2�£2�¤µ ||Un||2 =
√∑nx

i=1

∑ny
j=1 |Un

ij|2

l2,∆x�£Uþ�¤µ ||Un||2,∆x =
√∑nx

i=1

∑ny
j=1 |Un

ij|2∆x∆y

Ã���m§Un = {Un
ij}
∞,∞
i=−∞,j=−∞µ

l2�£2�¤µ ||Un||2 =
√∑∞

i=−∞
∑∞

j=−∞ |Un
ij|2

l2,∆x�£Uþ�¤µ ||Un||2,∆x =
√∑∞

i=−∞
∑∞

j=−∞ |Un
ij|2∆x∆y

1.1 ���äääØØØ���������©©©���{{{���°°°ÝÝÝµµµ

�äØ�µ��©�§Lvnj = gnj �d��©�§§�
�§Lu = g�

�

Definition 1.1 éu÷vLu = g�?¿1w¼êu(x, t)§T nj = Lunj −

gnj − (Lu(xj, tn) − g(xj, tn))¡��©�ªLvnj = gnj 3 (xj, tn)?�£Û

Ü¤�äØ�"
1 3�� ??�



1.2 �©�{��N5µ 1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

�äØ��N
�©�§é
�§�Cq§Ý"

Definition 1.2 e�äØ�T nj = Lunj − gnj − (Lu(xj, tn) − g(xj, tn)) =

O((∆x)p) + ((∆t)q)K¡��©�ªLvnj = gnj �£ÛÜ¤�äØ�é�

m´ q �!é�m´p��§=µ�©�ªLvnj = gnj é�m´ q�!

é�m´p�°Ý"

1.2 ���©©©���{{{������NNN555µµµ

�N5µ�N
�§��©�§�m�'X

Definition 1.3 �∆x, ∆t → 0�§e�©�ªLvnj = gnj ��äØ

�T nj → 0§K¡�T�©�ªLvnj = gnj �
�§Lu = g´£Ã^

�¤Å:�N�"

Definition 1.4 éuLu = g����ªµVn+1 = Q ·Vn + ∆t ·Gn§Ù

¥Vn = (· · · , vn−1, v
n
0 , v

n
1 , · · · )§Gn = (· · · , gn−1, g

n
0 , g

n
1 , · · · )"∀(x, t)§

e∆x, ∆t → 0 �§
�§Lu = g�)u(x, t)�Un+1 = Q · Un +

∆t · Gn + ∆t · T n§� ||T n|| → 0§K¡T�©�ªLvnj = gnj �
�

§Lu = g ´U� || · ||£Ã^�¤�N�"

1.3 ���©©©���{{{ÂÂÂñññ555µµµ

Âñ5µ�N
�§�°()��©�§�Cq)�m�'X

Definition 1.5 ∀(x, t)§�∆x, ∆t → 0§ j∆x → x§n∆t → t�§

k vnj → unj = u(xj, tn)§K¡Cqu
�§Lu = g��©�ªLvnj =

gnj ´£Ã^�¤Å:Âñ�"

1 4�� ??�



1.4 ­½5µ 1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

Definition 1.6 ∀(x, t)§e∆x, ∆t → 0§ j∆x → x§ (n + 1)∆t → t

�§k ||Un+1 − Vn+1|| → 0§K¡
�§Lu = g��©�ªLvnj =

gnj £3 t��¤´U� || · || £Ã^�¤Âñ�"e ||T n|| = O((∆x)p +

(∆t)q)§K¡T�©�ªU� || · ||äk (p, q) �°Ý¶½¡T�©�ª

´U� || · || (p, q) �Âñ�"

1.4 ­­­½½½555µµµ

­½5µ½)^�£Ð�^�¤���Czéê�)�K�

1. ½Â

Definition 1.7 éuLu = g����ªµ

Vn+1 = Q ·Vn, n ≥ 1, (∗1)

Ù¥Q��©�f§Vn = (· · · , vn−1, v
n
0 , v

n
1 , · · · )"∀(x, t)§e∃~

ê∆x0 > 0§∆t0 > 0§K ≥ 0§β ≥ 0§¦�∀0 ≤ t ≤ (n +

1)∆t§0 < ∆x ≤ ∆x0§0 < ∆t ≤ ∆t0§kµ

||Vn+1|| ≤ Keβt||V0||, (∗2)

K¡T�©�ª(*1)'u� || · ||´£Ã^�¤­½�"

Definition 1.8 þ¡½Â¥�£*2¤deª�Oµ

||Vn+1|| ≤ K||V0||, (∗3)

1 5�� ??�



1.4 ­½5µ 1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

þ¡�«½Â'�r§~��Ù§½Â�kµ

Xµéu∀T§� (n + 1)∆t ≤ T�§£*2¤½£*3¤¤á¶Ù

¥KÚβ�±�Tk'"

2. ·K

�ÄLu = g����©�ªµVn+1 = Q ·Vn, n ≥ 1�­½5

(a) ·K1

(*1)'u || · ||´­½�⇔ ∃~ê∆x0 > 0§∆t0 > 0§K ≥

0§β ≥ 0§¦�∀0 ≤ t ≤ (n + 1)§0 < ∆x ≤ ∆x0§0 <

∆t ≤ ∆t0§kµ

||Qn+1|| ≤ Keβt, (∗4)

Example 1.1 Áyµe0 ≤ µ ≤ 1
2§K vn+1

j = (1 − 2µ)vnj +

µ(vnj+1 − vnj−1)'uL∞�´­½�"

Example 1.2 ?Øut+aux = 0�FTFS�ª'uL2�­½5"

(b) ·K2

3L2,∆x�m§S�Un´­½�§��=�3L2[−π, π]�m

¥§S� Ûn´�­½�

V­½5©Û��3Fourier�m�1=�§Ø7�£�Ôn

�m

Example 1.3 ?Øut + aux = 0�FTBS�ª�­½5"

(c) ·K3

Vn+1 = Q·Vn'u l2,∆x�´­½�⇔ ∃~ê∆x0 > 0§∆t0 >
1 6�� ??�



1.4 ­½5µ 1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

0§K ≥ 0§β ≥ 0§¦�∀0 < ∆x ≤ ∆x0§ω ∈ [0, 2π]§

kµ

|g(ω)|n+1 ≤ Keβ(n+1)∆t

Ù¥ g��ª���Ïf§=µ v̂n+1 = gv̂n

(d) ·K4

Vn+1 = Q·Vn'u l2,∆x�´­½�⇔: ∃~ê∆x0 > 0§∆t0 >

0§ c ≥ 0§¦�∀0 < ∆x ≤ ∆x0§ω ∈ [0, 2π]§kµ

|g(ω)| ≤ 1 + c∆t

————————————–Von Neumann^�

(e) ·K5

eVn+1 = Q · Vn´­½�§Kµé?¿�Iþ b§�©�

ªVn+1 = (Q+ b∆tI) ·Vn �´­½�

1 7�� ??�



1.5 LAX½n—�©�{�N5!Âñ5!­½5�m�'X1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

1.5 LAX½½½nnn—���©©©���{{{���NNN555!!!ÂÂÂñññ555!!!­­­½½½555���mmm���'''XXX

LAX½n�N�©�{�N5!Âñ5Ú­½5�m�'X

• �N5µ�©�§� �©�§�'X

• Âñ5µ�©�§�)� �©�§�)�m�'X

• £Ð�¤­½5µ�©�§�)� �©�§½)^�£Ð�^

�¤�'X

Theorem 1.1 £Lax�d½n¤µéu��·½��&�5 �©�§

Ð�¯K��N����©�ª§ÙÂñ5�­½5´�d�"

Theorem 1.2 £Lax½n¤µéu��·½��&�5 �©�§

Ð�¯K§ÙU || · ||�´ (p, q)�°Ý����©�ª�µVn+1 =

Q ·Vn+ ∆tGn§e§'u || · ||�´­½�§K§´'u || · ||� (p, q)�

Âñ�"

������–20241031µ(12�ë�Ö)P111: 3.1.2
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1.6  �©�§�ÑÑ5!ÚÑ5 1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

1.6    ���©©©���§§§���ÑÑÑÑÑÑ555!!!ÚÚÚÑÑÑ555

Example 1.4 ?ØPDEµut + aux = 0��Å)�A�

?����Å��PDE�)§=�µu(x, t) = ei(kt+ωx)¶Ù¥k�Å�

ªÇ§ω´TÅ�Åê§Å�� 2π
ω

�\PDE�µ ik + iaω = 0 −→ k = −aω

ù�k = k(ω) = −aω¡�ut+aux = 0�ÚÑ'X§�Ù)�µu(x, t) =

eiω(x−at)

���¹ek = k(ω) = α + ib´Eê§KPDE��Å)�µ

u(x, t) = e−btei(αt+ωx)

• �Å�Ì e−bt�U��mP~"�Å�Ì��mP~�y�¡�

/ÑÑ0

• �ÅDÂ�Å�� ce = −Re(k)
ω = −α

ω

ut+aux=0
= a¶

e ce > 0§K�Ål��mDÂ§ ce < 0§�Ålm��DÂ"

• ÚÑ'Xk = k(ω)

XJk´ω��5¼ê§KØÓÅê��ÅDÂ�Å�´�Ó

�§�NÅ/�±ØC¶ek´ω���5¼ê§KØÓÅê�

�ÅDÂ�Å�´ØÓ�§�NÅ/��mu)Cz§�A�Ô

ny�¡�/ÚÑ0

• ��Ïf

λe
∆
= u(x,t+∆t)

u(x,t) = eik∆t = e−b∆teiα∆t = |λe|eiϕe§¡ |λe| = e−b∆t�λe

1 9�� ??�



1.6  �©�§�ÑÑ5!ÚÑ5 1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

��§¡ϕe = α∆t�λe�Ì�"

V ��ÏfNy
�Å)���mCzA�

ØÓÅê��Å�DÂÚ�ÌP~´PDE�)�5����­�|¤

Ü©"ek�Å�ÌÃ�O�§KTPDE�)´Ø­½�

Definition 1.9 1. PDE�ÑÑ5

ePDE��Å)��ÌØ��mO�§���k���Å��Ì

´P~�§K¡TPDEäkÑÑ5§Ù)´­½�"ePDE�¤

k�Å)��ÌQØO�§�ØP~§K¡TPDE´ÃÑÑ�§

Ù)´­½�"e�þã�«�¹§K¡TPDE´_ÑÑ�§Ù

)Ø­½"

2. PDE�ÚÑ5

eØÓÅê��Å±ØÓ��ÝDÂ§K¡TPDEäkÚÑÑ

5§Ù)´ÚÑ�

e�Å�DÂ�Ý�ÅêÃ'§K¡TPDEÃÚÑ§Ù)´ÃÚ

Ñ�

Example 1.5 ?Øut + aux = 0�ÑÑ5!ÚÑ5£a´~ê¤"

Example 1.6 ?Øut + cuxxx = 0�ÑÑ5!ÚÑ5£ c´~ê¤"

1 10�� ??�



1.7 �©�§�ÑÑ5!ÚÑ5 1 �©�{��N5!Âñ5!­½5

1.7 ���©©©���§§§���ÑÑÑÑÑÑ555!!!ÚÚÚÑÑÑ555

1.7.1 ���©©©���§§§���ÑÑÑÑÑÑ555!!!ÚÚÚÑÑÑ555

aquþ¡?ØPDEÑÑ5!ÚÑ5��{§?����Å���©

�§�)§=�µ vnj = ei(ωxj+ktn) ��þ!¿©= ei(ωj∆x+kn∆t)§�\�©�

§�µlÑ�ÚÑ'Xk = k(ω) = α + ib"dd���©�§��Å

)µ

vnj = e−btneiω(xj−(−α
ω )tn)§Ù¥ c = −α

ω �Å�"

��Ïfµλ =
vn+1
j

vnj
= e(−b+iα)∆t

⇒ vnj = λneiωxj

Definition 1.10 e�©�§��Å)�µ vnj = e−btneiω(xj−(−α
ω )tn) =

λneiωxj§Kµ

• b < 0

T�©�§�)��Ì��mÃ.O�§T�©�{´_ÑÑ

�§Ù)Ø­½"

• b > 0

T�©�§�)��Ì��m4~§T�©�{´ÑÑ�§Ù)

´­½�"

• b = 0

T�©�§�)��Ì��mØCz§T�©�{´ÃÑÑ�"

• α ≡ 0

T�©�§��Å)DÂ�Ý�0§=ØDÂ¶T�©�{´ÃÚ

ÑÑ�"
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• α 6= 0

T�©�§��Å)± −α
ω ��ÝDÂ"e

−α
ω �ωk'§=T�

©�§��Å)�DÂ�Ý�ω k'§T�©�{´ÚÑÑ�"

?Øµ

• |λ|
|λe| < 1�§K�éu
�§§�ªk�r�ÑÑ5¶��§�ª

�ÑÑ5f�
�§

• φ
ϕe
< 1�§K�éu
�§§ê�)�� ¢�¶��§� �

c

Example 1.7 ?Øut + aux = 0�FTBS�ª�­½5!ÑÑ�!ÚÑ5

£a´~ê¤"

1.7.2 ^̂̂MPDE���{{{©©©ÛÛÛUt = LU������©©©���ªªª���ÑÑÑÑÑÑ555!!!ÚÚÚÑÑÑ555

±��~f0�MPDE�{µ�Äut + aux = 0, a > 0�FTBS�ªµ

vn+1
j = vnj − r(vnj − vnj−1), r =

a∆t

∆x
(∗0)

b�u(x, t)´�ê��ª (∗0)�d�PDE�°()§Kkµ

0 =
un+1
j −unj

∆t + a
unj−unj−1

∆x

= {ut+
∆t

2
utt+

∆t2

6
uttt+ · · ·+aux−

a∆x

2
uxx+

∆x2

6
uxxx+ · · · }nj (∗1)

ò?Ø�©�ª (∗0)�ÑÑ5!ÚÑ5=��?Ø��©�ª (∗0)�

d�PDE (∗1)�ÑÑ5!ÚÑ5"

�
?ØPDE (∗1)�ÑÑ5!ÚÑ5§I�ò (∗1)¥�é�m t�p
1 12�� ??�
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��ê£≥ 2�¤=��é�mCþx��ê"duØ´?Ø
�

§ut + aux = 0�5�§ù�ÒØU^
�§�=�§�U^ (∗1)�

��=�"=µÏLé (∗1)�Ì�¦�5¢y§����� (∗0)�d

�Ut = LU.PDE§=MPDEµ

0 = ut + aux−
a∆x

2
(1− r)uxx +

a∆x2

6
(1− r)(1− 2r)uxxx + · · · (∗2)

þª (∗2)� (∗0)´�d�§=�MPDE¶� r = a∆t
∆x

• Äk� (∗2)�cA�§©ÛÙ5�"

ut+aux−ν2uxx+µ3uxxx, ν2 =
a∆x

2
(1−r), µ3 =

a∆x2

6
(1−r)(1−2r)

?����Å��PDE�)§=�µu(x, t) = ei(ωx+kt)§�\þª

�µ

ik+a(iω)−ν2(iω)2 +µ3(iω)3 = 0 −→µÚÑ'Xk = −aω+µ3ω
3 +

iν2ω
2

Ù)�µu(x, t) = e−ν2ω
2teiω(x−(a−µ3ω

2)t) = e−
a∆x

2 (1−r)ω2teiω(x−(a−a∆x2

6 (1−r)(1−2r)ω2)t)

)��Ì�µ |u| = e−
a∆x

2 (1−r)ω2t, t = n∆t¶ÑÑ5µ

– a > 0, r < 1

n→∞⇒ |u| → 0¶=µ (∗2)äkÑÑ5§)­½

– a > 0, r = 1

|u| = 0¶=µ (∗2)ÃÑÑ5§)­½

– a > 0, r < 1

– a > 0, r < 1

n→∞⇒ |u| → ∞¶=µ (∗2)´_ÑÑ5§)Ø­½
1 13�� ??�
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)�ÚÑ5µ eiω(x−(a−a∆x2

6 (1−r)(1−2r)ω2)t)§)��ÅDÂ�Ýµa−
a∆x2

6 (1− r)(1− 2r)ω2)

Vµ)�DÂ�Ý�ωk'Vµ (∗2)äkÚÑ5

• ?Ø���¹µ�Ut = LU�N����©�ª: Σµαµv
n+1
j+µ =

Σνβνv
n
j+ν

�þãê��ª�d�MPDE�µ

ut = Lu+
∞∑
l

ν2l
∂2lu

∂x2l
+
∞∑
m

µ2m+1
∂2m+1u

∂x2m+1
(∗3)

Ù¥ν2l, µ2m+1©O¡�ÑÑ�XêÚÚÑ�Xê

����Å��PDE�)§=�µu(x, t) = ei(ωx+kt)§�\ (∗3)�

ÚÑ'Xµ

ik = L(iω) +
∑∞

l (−1)lν2lω
2l + i

∑∞
m (−1)mµ2m+1ω

2m+1

-ν =
∑∞

l (−1)lν2lω
2l, µ =

∑∞
m (−1)mµ2m+1ω

2m+1§KÙ)�µ

u(x, t) = eL(iω)+iωteνteiµt"

Ù¥ eL(iω)+iωt´
�§Ut = LU�)¶ eνt´ê�ÑÑÜ©¶ eiµt´

ê�ÚÑÜ©

������–20241104

ÖÖÖ¿¿¿������1µ©Û �©�§ut + ux − ν2uxx + µ3uxxx = 0�ÑÑ5!

ÚÑ5§Ù¥ν2, µ3©O�~¢ê

ÖÖÖ¿¿¿������2µ©Û �©�§ut = uxx�ÑÑ5ÚÚÑ5§±9^�«

�{©O©ÛÙFTCS�ª�ÑÑ5ÚÚÑ5

1 14�� ??�



���������20241104µ�éeã �©�§Ð�¯Kµ
ut + ux = 0, −∞ < x <∞ t > 0,

u(x, 0) =

 1, 0.4 ≤ x ≤ 0.6

0, others

(1)

(1) ©O^ÙFTBS�ª!FTCS�ªÚLax-Wendroff�ª©OO� t =

0.05, 0.2, 0.8, 3.2���ê�)§Ù¥ r = ∆t
∆x©O�0.2Ú0.8§�

mÚ��∆x = 0.05"ò�Ó��£=�Ó t�¤!�Ó r��n

«�ª�ê�)Ú�A� �©�§Ð�¯K�°()±3Ó�

Üãþ£XJ,
�ª3,
���ê�)�Ù§�ª�(J�

���§Ø¨±3Ó�Üãþ§�±Ñ�§�I�`²¤¶¿�

Ñ/*	��y�0"

(2) ©O©Û �©�§ut = ux�ÑÑ5ÚÚÑ5§±9ÙFTBS�

ª!FTCS�ªÚLax-Wendroff�ª�ÑÑ5ÚÚÑ5¶¿é�

)(1)¥/*	��y�0?1µØ
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偏微分方程数值方法
第二部分：二维线性偏微分方程初值问题的有限差分方法

第六章：二维线性偏微分方程的初值问题

目录
1 二维常系数对流方程的初值问题 1

2 二维变系数对流方程的初值问题 6

3 二维常系数扩散方程的初值问题 7



1 二维常系数对流方程的初值问题
考虑二维常系数对流方程的初值问题{

ut +aux +buy = 0, (x,y) ∈ (−∞,∞)× (−∞,∞), t > 0

u(x,y,0) = f (x,y), (x,y) ∈ (−∞,∞)× (−∞,∞)

其中，a,b 为常数，u(x,y, t)、 f (x,y) 对 x,y 分别为 2π 周期的周期函数。

方程性质：

• 方程适定性：代入 u(x,y, t) = 1√
2πei(kt+ωxx+ωyy)

k =−aωx −bωy ⇒ u(x,y, t) =
1√
2π

ei(−(aωx+bωy)t+ωxx+ωyy)

方程适定的条件 a,b ∈ R。

• 准确解为 u(x,y, t) = f (x−at,y−bt)，即初值沿 x 方向以速度 a 传播，沿 y 方向以速

度 b 传播。

• 准确解在 P = (x∗,y∗, t∗) 处的解 u(x∗,y∗, t∗) 的依赖区为

Dp = (x∗0,y
∗
0,0), x∗0 = x∗−at∗, y∗0 = y∗−bt∗

• 特征线为直线

dx(t)
dt

= a,
dy(t)

dt
= b ⇒ x(t) = x0+at, y(t) = y0+bt

沿特征线解的值不变

d
dt

u(x(t),y(t), t) = uxx′(t)+uyy′(t)+ut = 0

数值格式：
一、网格剖分：

• 空间剖分：等距均匀网格，即 ∆x 和 ∆y 是常数。

- x 方向：x j = j∆x, j = · · · ,−1,0,1, · · · ; ∆x = 2π/nx

- y 方向：yk = k∆y, k = · · · ,−1,0,1, · · · ; ∆y = 2π/ny

1



• 时间剖分：为方便分析，采用均匀剖分（即 ∆t 为常数），且满足稳定性条件

tn = n∆t, n ≥ 0; ∆t = c f l ×min(∆x,∆y).

• (x j,yk, tn) 处准确解：u(x j,yk, tn) = un
jk；数值解：vn

jk

二、有限差分格式

• 可以使用差商 ≈ 导数。如：FTBS 格式

vn+1
jk = vn

jk −
a∆t
∆x

(vn
jk − vn

j−1,k)−
b∆t
∆y

(vn
jk − vn

j,k−1)

• 也可以使用前面针对一维问题采用的其他方法构造有限差分格式。如：
Lax-Friedrich 格式:

vn+1
jk =

1

4
(vn

j−1,k + vn
j+1,k + vn

j,k−1+ vn
j,k+1)−

a∆t
2∆x

(vn
j+1,k − vn

j−1,k)−
b∆t
2∆y

(vn
j,k+1− vn

j,k−1)

Lax-Wendroff 格式：

vn+1
jk = vn

j,k −
a∆t
2∆x

(vn
j+1,k − vn

j−1,k)−
b∆t
2∆y

(vn
j,k+1− vn

j,k−1)

+
a2∆t2

2∆x2
(vn

j+1,k −2vn
jk + vn

j−1,k)+
b2∆t2

2∆y2
(vn

j,k+1−2vn
jk + vn

j,k−1)

+
ab∆t2

4∆x∆y
(vn

j+1,k+1− vn
j+1,k−1− vn

j−1,k+1+ vn
j−1,k−1)

积分方法:
积分区域取 [x j−1/2,x j+1/2]× [yk−1/2,yk+1/2]× [tn, tn+1]:∫ yk+1/2

yk−1/2

∫ x j+1/2

x j−1/2

u(x,y, tn+1)−u(x,y, tn)dydx

+
∫ tn+1

tn

∫ yk+1/2

yk−1/2

au(x j+1/2,y, t)−au(x j−1/2,y, t)dydt

+
∫ tn+1

tn

∫ x j+1/2

x j−1/2

bu(x,yk+1/2, t)−bu(x,yk−1/2, t)dxdt = 0

⇒ vn+1
jk = vn

jk −
a∆t
2∆x

(vn
j+1,k − vn

j−1,k)−
b∆t
2∆y

(vn
j,k+1− vn

j,k−1) (FTCS)

or ⇒ vn+1
jk = vn

jk −
a∆t
∆x

(vn
jk − vn

j−1,k)−
b∆t
∆y

(vn
jk − vn

j,k−1) (FT BS)

2



• 分裂方法:

ut = Au = A1u+A2u ⇒

{
vn+1/2 = (1+∆tA2)vn

vn+1 = (1+∆tA1)vn+1/2

如分别使用一维 Lax-Wendroff 格式

vn+1/2
jk =vn

jk −
a∆t
2∆x

(vn
j+1,k − vn

j−1,k)+
a2∆t2

2∆x2
(vn

j+1,k −2vn
jk + vn

j−1,k)

vn+1
jk =vn+1/2

jk − b∆t
2∆x

(vn+1/2
j,k+1 − vn+1/2

j,k−1 )+
b2∆t2

2∆y2
(vn+1/2

j,k+1 −2vn+1/2
jk + vn+1/2

j,k−1 )

三、误差

• 截断误差（FTBS）

T n
jk =

un+1
jk −un

jk

∆t
+a

un
jk −un

j−1,k

∆x
+b

un
jk −un

j,k−1

∆y

=O(∆t)+O(∆x)+O(∆y)

格式逐点相容，按最大模相容，且对时间是 1 阶精度，对空间也是 1 阶精度。

• 注意：二维问题：
有限维空间：U = {Ui j}

nx,ny
i=1, j=1

L2 模（2 模）：∥U∥2 =
√

∑
ny
j=1∑nx

i=1 |Ui j|2

L2,∆x（能量模）：∥U∥2,∆x =
√

∑
ny
j=1∑nx

i=1 |Ui j|2∆x∆y

L∞（最大模）：∥U∥∞ = sup1≤i≤nx,1≤ j≤ny |Ui j|

无穷维空间：U = {Ui j}∞,∞
i=−∞, j=−∞

L2 模（2 模）：∥U∥2 =
√

∑∞
j=−∞ ∑∞

i=−∞ |Ui j|2

L2,∆x（能量模）：∥U∥2,∆x =
√

∑∞
j=−∞ ∑∞

i=−∞ |Ui j|2∆x∆y

L∞（最大模）：∥U∥∞ = sup−∞<i<∞,−∞< j<∞ |Ui j|

• 整体误差
令 en

i j = vn
jk −un

jk，En = max j,k |en
jk|，rx = a∆t/∆x，ry = b∆t/∆y。若 rx > 0,ry > 0 且

1< rx + ry ≤ 1，则有

⇒ En+1 ≤ En +∆tT ∗

3



其中，T ∗ = max j,k,n |T n
jk|= O(∆t)+O(∆x)+O(∆y)

E0 = 0 ⇒ En+1 ≤ (n+1)∆tT ∗ = tn+1T ∗ ⇒ (1,1,1) 阶收敛

四、稳定性– Fourier 分析方法

• 令 vn
jk = v̂nei(ωxx j+ωyyk), v̂n+1 = Q̂v̂n，代入格式得到放大因子 Q̂

⇒ Q̂ = 1− rx(1− e−iωx∆x)− ry(1− e−iωy∆y)

令 ηx = ωx∆x，ηy = ωy∆y

Q̂ = (1− rx − ry)+ rx cosηx + ry cosηy − i(rx sinηx + ry sinηy)

若 rx > 0,ry > 0 且 0< rx + ry ≤ 1，则有 |Q̂| ≤ 1，即格式稳定.

作业：参考书 2：P246, Example 5.8.3

五、CFL 条件

• 若取 P∗ = (x j,yk, tn+1)，则有依赖区域 Dp = (x j −atn+1,yk −btn+1,0)

其 FTBS 格式的数值解的依赖区域为

Np = [x j−n−1,x j]× [yk−n−1,yk]

CFL 条件为 Dp ⊂ NPx j−n−1 ≤ x j −atn+1 ≤ x j, ⇒ 0≤ rx ≤ 1

yk−n−1 ≤ yk −btn+1 ≤ yk, ⇒ 0≤ ry ≤ 1

• 注意：CFL 条件是收敛的必要条件，不充分；该 FTCS 格式稳定的充要条件是
rx > 0,ry > 0 且 0< rx + ry ≤ 1。

• 构造迎风格式
vn+1

jk = vn
jk −∆tDxvn

jk −∆tDyvn
jk

Dxvn
jk =

{
1
∆x(v

n
jk − vn

j−1,k), a > 0
1
∆x(v

n
j+1,k − vn

jk), a < 0
Dyvn

jk =

{
1
∆y(v

n
jk − vn

j,k−1), b > 0
1
∆y(v

n
j,k+1− vn

jk), b < 0
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或

vn+1
jk = vn

jk −
a∆t
∆x

(
1+ sgn(a)

2
(vn

jk − vn
j−1,k)+

1− sgn(a)
2

(vn
j+1,k − vn

jk)

)
− b∆t

∆y

(
1+ sgn(b)

2
(vn

jk − vn
j,k−1)+

1− sgn(b)
2

(vn
j,k+1− vn

jk)

)
或

vn+1
jk = vn

jk −
a∆t
2∆x

(vn
j+1,k − vn

j−1,k)+
|a|∆t
2∆x

(vn
j+1,k −2vn

jk + v j−1,k)

− b∆t
2∆y

(vn
j,k+1− vn

j,k−1)+
|b|∆t
2∆y

(vn
j,k+1−2vn

jk + v j,k−1)

作业：参考书 2：P251, Example 5.8.7
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2 二维变系数对流方程的初值问题
ut +a(x,y, t)ux +b(x,y, t)uy = 0

特征线方程
dx
dt

= a(x,y, t),
dy
dt

= b(x,y, t), ⇒ d
dt

u(x(t),y(t), t) = 0

特征线维互不相交曲线，解沿着特征线保持不变。

数值格式：
可将常系数对流方程的 FDM 推广到变系数方程，如迎风格式

vn+1
jk = vn

jk −
an

jk∆t

∆x

(
1+ sgn(an

jk)

2
(vn

jk − vn
j−1,k)+

1− sgn(an
jk)

2
(vn

j+1,k − vn
jk)

)

−
bn

jk∆t

∆y

(
1+ sgn(bn

jk)

2
(vn

jk + vn
j,k−1)−

1− sgn(bn
jk)

2
(vn

j,k+1− vn
jk)

)

或

vn+1
jk = vn

jk −
an

jk∆t

2∆x
(vn

j+1,k − vn
j−1,k)+

|an
jk|∆t

2∆x
(vn

j+1,k −2vn
jk + v j−1,k)

−
bn

jk∆t

2∆y
(vn

j,k+1− vn
j,k−1)+

|bn
jk|∆t

2∆y
(vn

j,k+1−2vn
jk + v j,k−1)

截断误差：使用 Taylor 展开
稳定性分析：能量法、冻结系数法
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3 二维常系数扩散方程的初值问题
考虑二维常系数对流方程的初值问题{

ut = auxx +buyy, (x,y) ∈ (−∞,∞)× (−∞,∞), t > 0

u(x,y,0) = f (x,y), (x,y) ∈ (−∞,∞)× (−∞,∞)

其中，a,b ∈ R 为常数，u(x,y, t)、 f (x,y) 对 x,y 分别为 2π 周期的周期函数。

方程性质：
• 方程适定性：代入 u(x,y, t) = 1√

2πei(kt+ωxx+ωyy)

ik =−aω2
x −bω2

y ⇒ u(x,y, t) =
1√
2π

e−(aω2
x+bω2

y )t+i(ωxx+ωyy)

方程适定的条件 a,b > 0。

数值格式：
• 空间剖分：等距均匀网格，即 ∆x 和 ∆y 是常数。

- x 方向：x j = j∆x, j = · · · ,−1,0,1, · · · ; ∆x = 2π/nx

- y 方向：yk = k∆y, k = · · · ,−1,0,1, · · · ; ∆y = 2π/ny

• 时间剖分：为方便分析，采用均匀剖分（即 ∆t 为常数），且满足稳定性条件

tn = n∆t, n ≥ 0.

• (x j,yk, tn) 处准确解：u(x j,yk, tn) = un
jk；数值解：vn

jk

一、使用一维问题的方法构造有限差分格式：如：

1. FTCS 格式：

vn+1
jk = vn

jk +
a∆t
∆x2

(vn
j+1,k −2vn

jk + vn
j−1,k)+

b∆t
∆y2

(vn
j,k+1−2vn

jk + vn
j,k−1)

• 截断误差、相容性

T n
jk =

un+1
jk −un

jk

∆t
− a

∆x2
(un

j+1,k −2un
jk +un

j−1,k)−
b

∆y2
(un

j,k+1−2un
jk +un

j,k−1)
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=O(∆t)+O(∆x2)+O(∆y2)

格式逐点相容；对时间是 1 阶精度，对空间是 2 阶精度。

• 整体误差、收敛性
令 en

jk = vn
jk −un

jk, En = max j,k |en
jk|, µx =

a∆t
∆x2 , µy =

b∆t
∆y2。若 0< µx +µy ≤ 1

2，则有

En+1 ≤ En +∆tT ∗, T ∗ = max
j,k,n

|T n
jk|= O(∆t +∆x2+∆y2)

E0 = 0 ⇒ En+1 ≤ (n+1)∆tT ∗，具有 (1,2,2) 阶收敛

• 稳定性 – Fourier 分析
令 vn

jk = v̂nei(ωxx j+ωyyk), v̂n+1 = Q̂v̂n，代入格式得到放大因子 Q̂

Q̂ = 1−4µx sin2(ωx∆x/2)−4µy sin2(ωy∆y/2)

要使 |Q̂| ≤ 1，则有 µx +µy ≤ 1
2，格式稳定

2、Crank-Nicolson 格式
令空间算子 δ2x = E1−2E0+E−1 =∆x2D+D−

vn+1
jk − vn

jk

∆t
=

a
2∆x2

δ2x(v
n
jk + vn+1

jk )+
b

2∆y2
δ2y(v

n
jk + vn+1

jk )

⇒ (1− 1

2
µxδ2x −

1

2
µyδ2y)v

n+1
jk = (1+

1

2
µxδ2x +

1

2
µyδ2y)v

n
jk

• 截断误差

T n+1/2
j =

un+1
jk −un

jk

∆t
− a

2∆x2
δ2x(u

n
jk +un+1

jk )− b
2∆y2

δ2y(u
n
jk +un+1

jk )

=O(∆t2)+O(∆x2)+O(∆y2)

• 稳定性：Fourier 分析
vn

jk = v̂nei(ωxx j+ωyyk), v̂n+1 = Q̂v̂n，得到放大因子

Q̂ =
(1−2µx sin2(ωx∆x/2)−2µy sin2(ωy∆y/2))
(1+2µx sin2(ωx∆x/2)+2µy sin2(ωy∆y/2))

|Q̂| ≤ 1 ⇒ 无条件稳定
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作业：证明 Crank-Nicolson 格式的阶段误差、分析其稳定性。

3. 积分近似方法

• 积分区域 [x j−1/2,x j+1/2]× [yk−1/2,yk+1/2]× [tn, tn+1]∫ yk+1/2

yk−1/2

∫ x j+1/2

x j−1/2

u(x,y, tn+1)−u(x,y, tn)dydx

+
∫ tn+1

tn

∫ yk+1/2

yk−1/2

aux(x j+1/2,y, t)−aux(x j−1/2,y, t)dydt

+
∫ tn+1

tn

∫ x j+1/2

x j−1/2

buy(x,yk+1/2, t)−buy(x,yk−1/2, t)dxdt = 0

采用中心积分公式

⇒ (1− 1

2
µxδ2x −

1

2
µyδ2y)v

n+1
jk = (1+

1

2
µxδ2x +

1

2
µyδ2y)v

n
jk (CN)

二、ADI 方法

• 主要思想：引入过渡层，交替使用隐式/显式

• Step 1, tn → tn+1/2: 关于 x 的导数使用隐式，关于 y 的导数使用显式（或者反过来）

vn+1/2
jk − vn

jk

∆t/2
=

a
∆x2

δ2xvn+1/2
jk +

b
∆y2

δ2yvn
jk

⇒ (1− 1

2
µxδ2x)v

n+1/2
jk = (1+

1

2
µyδ2y)v

n
jk (1)

• Step 2, tn+1/2 → tn+1: 关于 y 的导数使用隐式，关于 x 的导数使用显式

vn+1
jk − vn+1/2

jk

∆t/2
=

a
∆x2

δ2xvn+1/2
jk +

b
∆y2

δ2yvn+1
jk

⇒ (1− 1

2
µyδ2y)v

n+1
jk = (1+

1

2
µxδ2x)v

n+1/2
jk (2)

• 将两者结合起来，得到

(1− 1

2
µxδ2x)(1−

1

2
µyδ2y)v

n+1
jk = (1+

1

2
µxδ2x)(1+

1

2
µyδ2y)v

n
jk (3)
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• 相容性：格式可以重新改写成

(1− 1

2
µxδ2x −

1

2
µyδ2y +

1

4
µxµyδ2xδ2y)v

n+1
jk = (1+

1

2
µxδ2x +

1

2
µyδ2y +

1

4
µxµyδ2xδ2y)v

n
jk

vn+1
jk − vn

jk

∆t
=

a
2∆x2

δ2x(v
n
jk + vn+1

jk )+
b

2∆y2
δ2y(v

n
jk + vn+1

jk )− ab∆t
4∆x2∆y2

δ2xδ2y(v
n+1
jk − vn

jk)

由此可见，上式除最后一项，即为 Crank-Nicolson 格式

ab∆t
4∆x2∆y2

δ2xδ2y(v
n+1
jk − vn

jk) = O(∆t2+∆t2∆x2+∆t2∆y2)

格式相容的，截断误差为 O(∆t2+∆x2+∆y2)

• 稳定性：放大因子为

Q̂ =
(1−2µx sin2(ωx∆x/2))(1−2µy sin2(ωy∆y/2))
(1+2µx sin2(ωx∆x/2))(1+2µy sin2(ωy∆y/2))

|Q̂| ≤ 1⇒ 算法无条件稳定

• 注：两步法 (1)-(2) 也称为 Peaceman-Rachford 格式

• 注：(3) 可以得到其他形式的二步法，如：D’Yakonov� 格式(1− 1
2µxδ2x)v∗jk = (1+ 1

2µxδ2x)(1+ 1
2µyδ2y)vn

jk

(1− 1
2µyδ2y)v

n+1
jk = v∗jk

三、近似分解方法

• ADI 方法 (3) 的另一种构造思路：
对 Crank-Nicolson 格式

(1− 1

2
µxδ2x −

1

2
µyδ2y)v

n+1
jk = (1+

1

2
µxδ2x +

1

2
µyδ2y)v

n
jk

在上式左边加上 1
4µxµyδ2xδ2yvn+1

jk

在上式右边加上 1
4µxµyδ2xδ2yvn

jk

相当于在差分方程中增加 1
4µxµyδ2xδ2y(v

n+1
jk − vn

jk)，

该项的量级为 O(∆t2+∆t2∆x2+∆t2∆y2)，不影响原来 C-N 格式的精度
⇒ 新格式：(1− 1

2µxδ2x)(1− 1
2µyδ2y)v

n+1
jk = (1+ 1

2µxδ2x)(1+ 1
2µyδ2y)vn

jk
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• Dougles-Rachford� 格式
对于 BTCS 格式

(1−µxδ2x −µyδ2y)v
n+1
jk = vn

jk

希望左边变成 (1−µxδ2x)(1−µyδ2y)v
n+1
jk ，为此需要在左边增加 µxµyδ2xδ2yvn+1

jk

为等式两边平衡，则需要在右边增加 µxµyδ2xδ2yvn
jk

相当于在格式两边增加 µxµyδ2xδ2y(v
n+1
jk − vn

jk)，该项是 O(∆t2)，不影响原格式的相容

性和精度

⇒Dougles-Rachford� 格式

(1−µxδx2)(1−µyδ2y)v
n+1
jk = (1+µxµyδ2xδ2y)v

n
jk

及其计算中的等价格式 (1−µxδ2x)v∗jk = (1+µyδ2y)vn
jk

(1−µyδ2y)v
n+1
jk = v∗jk −µyδ2yvn

jk

格式放大因子

Q̂ =
1+16µxµy sin2(ωx∆x/2)sin2(ωy∆y/2)

(1+4µx sin2(ωx∆x/2))(1+4µy sin2(ωy∆y/2))

格式无条件稳定。

• ADI 方法处理非齐次方程

utt = auxx +buyy +F(x,y, t)

其对应的 CN 格式为

vn+1
jk − vn

jk

∆t
=

a
2∆x2

δ2x(v
n
jk + vn+1

jk )+
b

2∆y2
δ2y(v

n
jk + vn+1

jk )+Fn+1/2
jk

或
vn+1

jk − vn
jk

∆t
=

a
2∆x2

δ2x(v
n
jk + vn+1

jk )+
b

2∆y2
δ2y(v

n
jk + vn+1

jk )+
1

2
(Fn

jk +Fn+1
jk )
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对源项直接进行分解或增加高阶量(1− 1
2µxδ2x)v

n+1/2
jk = (1+ 1

2µyδ2y)vn
jk +

∆t
2 Fn+1/2

jk

(1− 1
2µyδ2y)v

n+1
jk = (1+ 1

2µxδ2x)v
n+1/2
jk + ∆t

2 Fn+1/2
jk

或 (1− 1
2µxδ2x)v

n+1/2
jk = (1+ 1

2µyδ2y)vn
jk +

∆t
2 Fn

jk

(1− 1
2µyδ2y)v

n+1
jk = (1+ 1

2µxδ2x)v
n+1/2
jk + ∆t

2 Fn+1
jk

• 3 维问题 ut = uxx +uyy +uzz

3 维 Peaceman-Rachford 格式（以 ∆t/3 为时间步长三步走），条件稳定，且截断误

差为 O(∆t +∆x2+∆y2+∆z2)

从 CN 格式出发

(1− 1

2
µxδ2x −

1

2
µyδ2y −

1

2
µzδ2z )v

n+1
jkl = (1+

1

2
µxδ2x +

1

2
µyδ2y +

1

2
µzδ2z )v

n
jkl

为使得左边形如 (1− 1
2µxδ2x)(1− 1

2µyδ2y)(1− 1
2µzδ2z )v

n+1
jkl ，需要增加

(
1

4
µxµyδ2xδ2y +

1

4
µyµzδ2yδ2z +

1

4
µxµzδ2xδ2z )(v

n+1
jkl − vn

jkl)−
1

8
µxµyµzδ2xδ2yδ2z (v

n+1
jkl + vn

jkl)

得到

(1− 1

2
µxδ2x)(1−

1

2
µyδ2y)(1−

1

2
µzδ2z )v

n+1
jkl = (1+

1

2
µxδ2x)(1+

1

2
µyδ2y)(1+

1

2
µzδ2z )v

n
jkl

或

(1− 1

2
µxδ2x)(1−

1

2
µyδ2y)(1−

1

2
µzδ2z )(v

n+1
jkl −vn

jkl)= (µxδ2x +µyδ2y +µzδ2z )v
n
jkl+

1

4
µxµyµzδ2xδ2yδ2z vn

jkl

得到 Douglas-Gunn 格式（舍去了最后的高阶项）
(1− 1

2µxδ2x)(v∗jkl − vn
jkl) = (µxδ2x +µyδ2y +µzδ2z )vn

jkl

(1− 1
2µyδ2y)(v∗∗jkl − v∗jkl) = (v∗jkl − vn

jkl)

(1− 1
2µzδ2z )(v

n+1
jkl − vn

jkl) = (v∗∗jkl − v∗jkl)

格式无条件稳定，且截断误差为 O(∆t2+∆x2+∆y2+∆z2)

作业：1. 参考书 2：P193，HW4.4.11
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2. 构造 ut +ux +uy = 0 的 ADI 格式，并推导阶段误差、分析其稳定性。

四、分裂方法

ut = Au = A1u+A2uut = A1u ⇒ vn+1 = Q1vn

ut = A2u ⇒ vn+1 = Q2vn

• 一阶分裂格式

vn+1 = Q2Q1vn or

{
vn+1/2 = Q1vn

vn+1 = Q2vn+1/2

假设 Q1, Q2 是一阶算子

Q jv = (I +∆tA j)v+O(∆t2)

⇒ Q2Q1vn = (I +∆tA1+∆tA2)v+O(∆t2)

• 二阶分裂格式：假设 Q1, Q2 是二阶算子

vn+1 = Qvn = Q1(
∆t
2
, tn+1/2)Q2(∆t, tn)Q1(

∆t
2
, tn)vn

准确解

u(tn+1) =u(tn)+∆tut(tn)+
1

2
∆t2utt(tn)+O(∆t3)

=u(tn)+∆t(A1+A2)u(tn)+
1

2
∆t2(A2

1+A1A2+A2A1+A2
2+A1,t +A2,t)u(tn)+O(∆t3)

算子

Q j = I +∆t∂t +
1

2
∆t2∂tt +O(∆t3) = I +∆tA j +

1

2
∆t2(A2

j +A j,t)+O(∆t3)

(如果 A j 表示为 A(x, t)∂x, 则 A j,t 表示 (∂A(x, t)/∂t)∂x)

Q =Q1(
∆t
2
, tn+1/2)Q2(∆t, tn)Q1(

∆t
2
, tn)

=I +∆t(A1+A2)+
1

2
∆t2(A2

1+A1A2+A2A1+A2
2+A1,t +A2,t)+O(∆t3)
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偏微分⽅程数值⽅法
第三部分：线性偏微分⽅程初边值问题的有限差分⽅法

第七章：线性偏微分⽅程的初边值问题
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• Dirichlet 边界条件：本质边界条件

• Neumann、Robin 边界条件：自然边界条件

1 ⼀维扩散⽅程的边界处理
考虑常系数的扩散⽅程适定的初边值问题：可以结合 Dirichlet 边界，Neumann 边界，

Robin 边界。我们以混合边界问题为例：
ut = auxx, x ∈ (0,1), t > 0

u(x,0) = u0(x), x ∈ [0,1]

−aux(0, t)+σu(0, t) = ϕ0(t), t > 0 (b1)

u(1, t) = ϕ1(t), t > 0 (b2)

其中，u0(x)、ϕ0(t)、ϕ1(t) 是已知函数，σ ≥ 0 是已知常数。

空间剖分：均匀⽹格，

∆x =
1

M
, x j = j∆x, j = 0,1, . . . ,M

对 PDE 的离散使用 FTCS 格式，边界条件（b2）可以直接赋值
vn+1

j = vn
j +µaδ2xvn

j , j = 1, . . . ,M−1,

v0j = u0(x j), j = 0, . . . ,M,

vn
M = ϕ1(tn), n = 1,2, . . .

下面主要讨论 x = 0 处边界条件（b1）的数值近似。

1.1 基于微分形式的近似
• 单侧差商离散：

−a
vn
1− vn

0

∆x
+σvn

0 = ϕ0(tn)

⇒ vn
0 =

a
a+σ∆x

vn
1+

∆x
a+σ∆x

ϕ0(tn) = σ̃vn
1+

∆x
a

σ̃ϕ0(tn), n = 1,2, . . .

算法实现：更新 tn+1 时刻的区域内部点；再利用边界条件，得到 tn+1 时刻的边界值。
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带⼊内部点格式，可以构造矩阵 -向量形式：

V n+1 = AV n +∆tΦn, V n = (vn
1, · · · ,vn

M−1)
T

注：对于隐式时间离散，

vn+1
j = vn

j +µaδ2xvn+1
j , j = 1, . . . ,M−1,

vn+1
M = ϕ1(tn+1), n = 0,1,2, . . .

−a
vn+1
1 − vn+1

0

∆x
+σvn+1

0 = ϕ0(tn+1), n = 0,1,2, . . .

先利用边界条件，给定 tn+1 时刻的边界离散关系；再将其同内部离散格式耦合在⼀

起，形成 M+1 阶⽅程组。若消去边界位置 vn+1
0 和 vn+1

M ，得到 M−1 阶⽅程组。

AV n+1 =V n +∆tΦn+1

注：为提升边界条件的数值精度，可以扩⼤模版，建立⾼阶单侧离散

ux(0, t) =
1

2∆x
[−u(2∆x, t)+4u(∆x, t)−3u(0, t)]+O(∆x2)

• 双侧离散⽅法：利用对称模版的数值优势，设定特殊的空间⽹格，建立导数的双侧

离散

– 虚拟点（ghost point）⽅法：将自然边界点设为空间⽹格点，计算区域外部增

加少量的辅助⽹格点，x−1 = x0−∆x

(b1) ⇒ −a
vn
1− vn

−1

2∆x
+σvn

0 = ϕ0(tn)

⇒ vn+1
0 = [1−2µ(a+σ∆x)]vn

0+2µavn
1+2µ∆xϕ0(tn)

– 半⽹格（offset mesh）⽅法：将自然边界点设置在空间⽹格的正中间，x1/2 = 0

∆x =
1

M−1/2
, x j = ( j−1/2)∆x, j = 1, . . . ,M,

设定虚拟点 x0 = x1−∆x =−1/2∆x

(b1) ⇒ −a
vn
1− vn

0

∆x
+

σ
2
(vn

0+ vn
1) = ϕ0(tn)
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⇒ vn+1
1 =

[
1−µa

2a+3σ∆x
2a+σ∆x

]
vn
1+µavn

2+
2µa∆x

2a+σ∆x
ϕ0(tn)

算法实现：数值编程保留虚拟点，直接应用于差分⽅程。

1.2 基于积分形式的近似
∆x =

1

M
, x j = j∆x, j = 0, . . . ,M.

在 [x0,x1/2]× [tn, tn+1] 上积分:

∫ tn+1

tn

∫ x1/2

x0
utdxdt = a

∫ tn+1

tn

[
ux(x1/2, t)−ux(x0, t)

]
dt

∆x
2
(un+1

0 −un
0)+O(∆t∆x2) = a∆t

[
un
1−un

0

∆x
+O(∆x2)+

1

a
(ϕ0(tn)−σun

0)

]
+O(∆t2)

⇒ vn+1
0 = [1−2µ(a+σ∆x)]vn

0+2µavn
1+2µ∆xϕ0(tn)

Homework: 考虑模型问题
ut = auxx, x ∈ (0,1), t > 0

u(x,0) = u0(x), x ∈ [0,1]

−aux(0, t)+σu(0, t) = ϕ0(t), t > 0 (b1)

u(1, t) = ϕ1(t), t > 0 (b2)

采用 CN 格式，相应的自然边界分别采用单侧离散⽅法、虚拟⽹格⽅法和半⽹格⽅法，进

⾏处理，请写出相应的差分格式。

程序作业：第⼆本参考书，P18，HW 1.5.9 (单侧差商离散 + 半⽹格⽅法)，HW 1.5.10.
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2 ⼀维对流⽅程的边界处理


ut = ux, x ∈ (0,1), t > 0,

u(x,0) = u0(x), x ∈ [0,1],

u(1, t) = ϕ(t), t > 0.

x = 1 处：需要⼊流边界条件；

x = 0 处：不能提供出流边界条件。

空间使用均匀剖分：

∆x =
1

M
, x j = j∆x, j = 0, . . . ,M.

• 使用单边迎风格式：

出流边界点值可以直接利用格式计算出来，⽆需特殊的边界处理{
vn+1

j = vn
j +

∆t
∆x(v

n
j+1− vn

j), j = 0, . . . ,M−1,

vn+1
M = ϕ(tn+1).

• 使用双边离散（如 Lax-Wendroff 格式，Lax-Friedrichs 格式）：

需要使用⼈⼯边界条件处理 vn+1
0

– 利用内部数值解，进⾏相应的外插多项式逼近（不依赖 PDE 和数值解）

常数插值：vn+1
0 = vn+1

1 （⼀阶近似）

线性插值：vn+1
0 = 2vn+1

1 − vn+1
2 （⼆阶近似）

– 利用特征性回溯理论解，进⾏内插多项式逼近

u(0, tn+1) = u(∆t, tn) ⇒ vn+1
0 = (1−λ)vn

0+λvn
1 = vn

0+λ(vn
1− vn

0)
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3 性质分析
考虑区域 [0,1]：

• 均匀剖分⽹格尺度 ∆x = 1
M，x j = j∆x, j = 0, · · · ,M。

标记：数值解 V n = {vn
0, · · · ,vn

M} ∈X，PDE 准确解在格点值的⽮量 Un = {un
0, · · · ,un

M} ∈
X

• 均匀剖分⽹格尺度 ∆x(k) = 1
Mk

，k = 1,2, . . .，且当 k → ∞ 时，∆x(k) → 0。

标记：数值解 V n,k = {vn,k
0 , · · · ,vn,k

Mk
} ∈ Xk，PDE 准确解在格点值的⽮量 Un,k =

{un,k
0 , · · · ,un,k

Mk
} ∈ Xk，∥ · ∥k 是空间 Xk 的⼀个模。

3.1 收敛性
• 初值问题与初边值问题的差分格式收敛的最⼤区别：

初值问题：∆x 或 ∆t 减小时，考虑的空间序列仍是⼀个序列空间（⽆限维空间）；

初边值问题：∆x 或 ∆t 减小时，考虑的空间序列 Xk 发⽣变化（维度升到的有限维空

间）。因此，没有“⼀个好的空间”（如固定维数的空间）可以显示差分格式的收敛性。

• 定义：若 k → ∞ 时，∆x(k) → 0，∆t → 0，n∆t → t，有

∥Un+1,k −V n+1,k∥k → 0

则称差分格式 V n+1,k = Q ·V n,k +∆t ·Gn,k 是（⽆条件）收敛的。

若 ∥Un+1,k −V n+1,k∥k = O((∆x(k))p +(∆t)q)，则称该差分⽅法关于模 ∥ · ∥k 是 (p,q)

阶收敛的。

• 例： 
ut = uxx, x ∈ (0,1), t > 0,

u(x,0) = f (x), x ∈ [0,1],

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0.

的数值格式
vn+1

j = vn
j +

∆t
(∆x(k))2

(
vn

j+1−2vn
j + vn

j−1

)
, j = 1, . . . ,Mk −1,

v0j = f (x j), j = 0, . . . ,Mk,

vn
0 = vn

Mk
= 0, n = 1,2, . . .

当 0≤ µ = ∆t
(∆x(k))2

≤ 1
2 时，该⽅法按最⼤模是收敛的。

5



证： 标记 V n,k = (vn,k
1 , · · · ,vn,k

Mk−1)
T , Un,k = (un,k

1 , · · · ,un,k
Mk−1)

T ,zn,k
j = vn,k

j −u(x(k)j , tn)

考虑⽆穷模 ∥V n,k∥k,∞ = max1≤ j≤Mk−1 |vn,k
j |，当 0< µ ≤ 1

2，

∥Zn+1,k∥k,∞ ≤∥Zn,k∥k,∞ +A
(
∆t2+∆t(∆x(k))2

)
≤(n+1)∆t A

(
∆t +(∆x(k))2

)
→0, as∆t → 0,∆x(k) → 0,(n+1)∆t → t∗

3.2 相容性
相容性：反应 PDE 的初边值问题与差分⽅法（包括差分⽅程和初边值条件的近似）之间

的关系。

• 截断误差： 对于满⾜ Lu = g 的任意光滑函数 u(x, t)，考虑差分⽅法 Lvn
j = gn

j（包括

边界条件的近似），T n
j = Lun

j −gn
j −

(
Lu(x j, tn)−g(x j, tn)

)
在 (x j, tn) 处（包含区域内

部和边界）的（局部）截断误差。

注：区域内部的截断误差可以与边界上的截断误差不⼀样。

• 精度：若差分⽅法（区域内部 PDE 的有限差分近似，以及边界条件的数值近似）的

截断误差 T n
j = O ((∆x)p +(∆t)q)（包括区域内部和边界，且 p,q 取区域内部和边界

上的最小值），则称该差分⽅法的（局部）截断误差对空间是 p 阶、对时间是 q 阶；

且该差分⽅法对空间是 p 阶、对时间是 q 阶精度。

• 逐点相容：当 ∆x,∆t → 0，( j∆x,n∆t)→ (x∗, t∗) 时，若差分⽅法 Lvn
j = gn

j（包括边界

条件的近似）的截断误差 T n
j → 0，则称差分⽅法在 (x∗, t∗) 点与相应的源⽅程 Lu = g

的初边值问题是（⽆条件）逐点相容的。

• 按模相容：若 ∀k →∞ 时，均匀剖分序列 {∆x(k)}∞
k=1 有 ∆x(k) → 0，∆t → 0，(n+1)∆t →

t∗，PDE 初边值问题的解 U 满⾜

Un+1 = Q ·Un +∆t ·Gn +∆t ·T n

且 ∥T n∥k → 0，则称差分⽅法 V n+1 = Q ·V n +∆t ·Gn 与相应的源⽅程 PDE 初边值问

题关于模 ∥ · ∥k 是（⽆条件）相容的。

若 ∥T n∥k = O ((∆x)p +(∆t)q)，则称该差分⽅法按模 ∥ · ∥k 具有 (p,q) 阶精度。
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• 例：讨论 
ut = auxx, x ∈ (0,1), t > 0

u(x,0) = u0(x), x ∈ [0,1]

ux(0, t) = 0, t > 0

u(1, t) = 0, t > 0

的差分⽅法 (边界处理
vn
1−vn

−1
2∆x = 0)


vn+1

j = vn
j +aµδ2xvn

j , j = 1, . . . ,M−1,

v0j = u0(x j), j = 0, . . . ,M,

vn+1
0 = (1−2aµ)vn

0+2aµvn
1, n = 0,1, . . .

vn+1
M = 0, n = 0,1, . . .

证： 格式关于 sup-norm 或 l2,∆x-norm 相容，精度为 O(∆t +∆x2)

• 例：讨论上述初边值问题的差分格式 (边界处理 vn
1−vn

0
∆x = 0)


vn+1

j = vn
j +aµδ2xvn

j , j = 1, . . . ,M−1,

v0j = u0(x j), j = 0, . . . ,M,

vn+1
0 = vn+1

1 , n = 0,1, . . .

vn+1
M = 0, n = 0,1, . . .

证： 格式不相容！

• 例：讨论上述初边值问题，定义在⽹格 x j = ( j−1/2)∆x, ∆x = 1/(M+1/2) 上的差分

格式 
vn+1

j = vn
j +aµδ2xvn

j , j = 2, . . . ,M−1,

v0j = u0(x j), j = 0, . . . ,M,

vn+1
0 = vn+1

1 , n = 0,1, . . .

vn+1
M = 0, n = 0,1, . . .

证：格式精度为 T n
1 = O(∆t)+O(∆x2)

Homework：第⼆本参考书，P72：HW2.3.5(a)
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3.3 稳定性
• 稳定性：对于 Lu = g 的⼆层格式（包括数值边界）：V n+1 = Q ·V n, n ≥ 1, 若存在非负

常数 K 和 β，以及正的 ∆x0, ∆t0，使得对于任意 0<∆x(k) ≤∆x0，0<∆t(k) ≤∆t0,
0≤ t = (n+1)∆t, 有

∥V n+1∥k ≤ K expβt ∥V 0∥k

则称差分格式关于模 ∥ · ∥k 是稳定的。

• 例： 
ut = uxx, x ∈ (0,1), t > 0,

u(x,0) = f (x), x ∈ [0,1],

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0.


vn+1

j = vn
j +

∆t
(∆xk)2

(
vn

j+1−2vn
j + vn

j−1

)
, j = 1, . . . ,M−1,

v0j = f (x j), j = 0, . . . ,M,

vn
0 = vn

M = 0, n = 1,2, . . .

试证明：当 0≤ µ = ∆t
(∆x(k))2

≤ 1
2 时，该⽅法是按照 ∥ · ∥∞,k 模（即最⼤模）稳定的。

Homework：第⼆本参考书，P78：HW2.4.2（按照最⼤模）

• 定理：对于 Lu = g 的⼆层格式（包括数值边界）：V n+1 = Q ·V n, n ≥ 1, 若 ∀k → ∞
时，他关于模 ∥ · ∥k 是稳定的充分必要条件是：

存在常数 ∆x0 > 0,∆t0 > 0,K ≥ 0,β ≥ 0，使得 ∀0 ≤ ∆x(k) ≤ ∆x0, 0 < ∆t < ∆t0, t =

(n+1)∆t，有

∥Qn+1∥k ≤ K expβt

则称差分格式关于模 ∥ · ∥k 是稳定的。

• 定理：对于 Lu = g 的⼆层格式（包括数值边界）：V n+1 = Q ·V n, n ≥ 1, 若 ∀k → ∞
时，他关于模 ∥ · ∥2,k 是稳定的必要条件是：

存在 c ≥ 0, 使得

σ(Q)≤ 1+ c∆t

其中，σ(Q) = max j |λ j(Q)| 为 Q 的谱半径。

注：若 Q 是对称的，或者存在可逆矩阵 S 使得 Q 相似于⼀个对称矩阵（即 SQS−1

是对称矩阵），且 S 和 S−1 ⼀直有界，则上述条件是充分必要条件。
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• 例： 
ut = auxx, x ∈ (0,1), t > 0

u(x,0) = u0(x), x ∈ [0,1]

−aux(0, t)+σu(0, t) = 0, t > 0

u(1, t) = 0, t > 0

的单侧差商离散： 
vn+1

j = vn
j +µaδ2xvn

j , j = 1, . . . ,M−1,

v0j = u0(x j), j = 0, . . . ,M,

vn+1
0 = a

a+σ∆xvn+1
1 , n = 0,1, . . .

vn+1
M = 0, n = 0,1, . . .

证明：

V n+1 = QV n

– 当 2µa ≤ 1 时，Q 的元素都是非负的，且每⾏的和 ≤ 1 ⇒∥Q∥∞ ≤ 1，格式最

⼤模稳定

– 当 2µa ≤ 1 时，Q 的谱半径 σ(A)≤ 1 ⇒，格式 L2 模稳定

3.4 Lax 定理
Lax 定理：对于⼀个适定的线性偏微分⽅程初边值问题的⼆层格式，若其按序列模 ∥ · ∥k

是 (p,q) 阶精度的（p > 0,q > 0），且它关于模 ∥ · ∥k 是稳定的，则它是关于 ∥ · ∥k 模 (p,q)

阶收敛的。
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3.5 能量稳定性
标记

(u,v)r,s =
s

∑
j=r

ū j v j∆x, ∥u∥2r,s = (u,u)r,s

满⾜性质

(u,D+v)r,s =− (D−u,v)r+1,s+1+ ū jv j|s+1
r

=− (D+u,v)r,s −∆x(D+u,D+v)r,s + ū jv j|s+1
r

(u,D0v)r,s =− (D0u,v)r+1,s+1+
1

2

(
ū jv j+1+ ū j+1v j

)
|sr−1

Fj+α|kl =Fk+α −Fl+α

3.5.1 对流⽅程 ut = ux, 0≤ x ≤ 1, t > 0

u(x,0) = f (x), u(1, t) = g(t).

• PDE 性质：

d
dt
∥u∥2 = (u,ut)+(ut , t) = (u,ux)+(ux,u) = |u|2|10 = |g(t)|2−|u(0, t)|2

或 η > η0 ≥ 0

∥e−ηT u(·,T )∥2+
∫ T

0
|e−ητu(·,τ)|2Γdτ =C

(
∥ f (·)∥2+

∫ T

0
|e−ητg(τ)|2dτ

)
（Hint：定义 v = e−ηtu）

• 半离散格式： 
dv j
dt = D+v j, j = 0,1, . . . ,N −1,

v j(0) = f j, j = 0,1, . . . ,N,

vN(t) = g(t)

d
dt
∥v∥20,N−1 ≤ |g(t)|2 ⇒ ∥v(t)∥20,N−1 ≤ ∥ f∥20,N−1+

∫ t

0
|g(τ)|2dτ
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• FTFS 格式 
vn+1

j = (I +∆tD+)v j, j = 0,1, . . . ,N −1,

v0j = f j, j = 0,1, . . . ,N,

vn
N = gn

若 λ =∆t/∆x ≤ 1，则

∥vn∥20,N−1 ≤ ∥ f∥20,N−1+
n

∑
m=0

|gm|2∆t

注：若考虑⽅程

ut =−ux, 0≤ x ≤ 1, t > 0

u(x,0) = f (x), u(0, t) = g(t).

半离散格式： d
dt ∥v(t)∥21,N =−∆x∥D−v∥21,N −|vN(t)|2+ |g(t)|2

FTBS 格式：∥vn∥21,N ≤ ∥vn∥21,N +∆t|gn|2

3.5.2 抛物型⽅程

1. 考虑初边值问题 ut = uxx, 0≤ x ≤ 1, t > 0

u(x,0) = f (x), u(0, t) = u(1, t) = 0.

假设（数值）解都是实数。

• PDE 性质：

d
dt
∥u∥2 = (u,ut)+(ut , t) = (u,uxx)+(uxx,u) =−2∥ux∥2+(ūux + ūxu)|10 =−2∥ux∥2 ≤ 0

或者

∥u(·, t)∥2 ≤ ∥u(·,0)∥2 = ∥ f∥2

• 半离散格式： 
dv j
dt = D+D−v j, j = 1, . . . ,N −1,

v j(0) = f j, j = 0,1, . . . ,N,

v0(t) = vN(t) = 0

1

2

d
dt
∥v∥21,N−1 =−∥D−v∥22,N ≤ 0
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• FTCS 格式： 
vn+1

j = vn
j +∆tD+D−v j, j = 1, . . . ,N −1,

v0j = f j, j = 0,1, . . . ,N,

vn
0 = vn

N = 0

(1)

当 2∆t
∆x2 ≤ 1，算法稳定。（和周期边界稳定性⼀致）

∥vn+1∥21,N−1 ≤ ∥vn∥21,N−1−2∆t(1− 2∆t
∆x2

)∥D−vn∥21,N

2. 考虑边界条件

ux(γ, t)+ rγu(γ, t) = 0, γ = 0,1

• PDE 性质：

d
dt
∥u∥2 =−2∥ux∥2+2(|r0|+ |r1|)∥u∥2∞

≤−∥ux∥2+α∥u∥2, α = 2(|r1|+ |r0|)(2(|r1|+ |r0|)+1)

若 f ∈C1([0,L])，则对于任意 ε > 0

∥ f∥2∞ ≤ ε∥ fx∥2+(ε−1+L−1)∥ f∥2

标记 x1,x2 ∈ [0,L]，满⾜

| f (x1)|= min | f (x)|, | f (x2)|= max | f (x)|= ∥ f∥∞

不失⼀般性，x1 < x2。利用
∫ x2

x1 f̄ fxdx = | f |2|x2x1 −
∫ x2

x1 f̄x f dx，有

∥ f∥2∞ −L−1∥ f∥2 ≤∥ f∥2∞ −| f (x1)|2

≤2
∫ x2

x1
| f | · | fx|dx ≤ 2

∫ L

0
| f | · | fx|dx

≤2
√

ε∥ fx∥
1√
ε
∥ f∥ ≤ ε∥ fx∥2+

1

ε
∥ f∥2
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• 选取⽹格剖分

(N −1)∆x = 1, x j = ( j− 1

2
)∆x, j = 0,1, · · · ,N

则有 x1/2 = 0, xN−1/2 = 1。考虑半离散格式：



dv j
dt = D+D−v j, j = 1, . . . ,N −1,

v j(0) = f j, j = 0,1, . . . ,N,

D+v0+ 1
2r0(v0+ v1) = 0

D−vN + 1
2r1(vN + vN−1) = 0

(2)

当 ∆x ⾜够小时，有
1

2

d
dt
∥v∥21,N−1 ≤Const ∥v∥21,N−1

max
0≤ j≤N

| f j|2 ≤ ε∥D− f∥21,N +(1+ ε−1)∥ f∥20,N , ∀ε > 0

标记

| fs|= min
0≤ j≤N

| f j|, | fr|= max
0≤ j≤N

| f j|

不失⼀般性，假设 s < r。因为

( f ,D+ f )s,r−1 =−(D− f , f )s+1,r + | f j|2|rs

则有

max
0≤ j≤N

| f j| ≤ min
0≤ j≤N

| f j|+∥ f∥s,r(∥D+ f∥s,r−1+∥D− f∥s+1,r)

≤∥ f∥20,N +2∥ f∥0,N∥D− f∥1,N
≤ε∥D− f∥21,N +(1+ ε−1)∥ f∥20,N

3. 考虑非齐次的边界条件: x0 = 0, xN−1/2 = 1


ut = uxx, 0≤ x ≤ 1, t > 0

u(x,0) = f (x),

u(0, t) = g0(t), ux(1, t) = g1(t).
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
d
dt v j = D+D−v j, j = 1, . . . ,N −1

v j(0) = f j, j = 0, . . . ,N −1

v0(t) = g0(t), D−vN(t) = g1(t).

∥v(t)∥2 ≤∥φ(t)∥2+ et∥ f̃∥2+
∫ t

0
et−τ∥F̃(τ)∥2dτ

≤Const et(|g0(t)|2+ |g0(0)|2+ |g1(t)|2+ |g1(0)|2+∥ f̃∥2

+
∫ t

0
(|g0(τ)|2+ |dg0(t)

dt
|2+ |g1(τ)|2+ |dg1(t)

dt
|2)dτ)

Hint: 定义

φ j(t) =(x j −1)2g0(t)+ x j(x j −1)g1(t), w j(t) = v j(t)−φ j(t)
d
dt w j = D+D−w j + F̃j, j = 1, . . . ,N −1

w j(0) = f̃ j, j = 0, . . . ,N −1

w0(t) = 0, D−wN(t) = 0.

作业：第⼀本教材，P465，HW 11.2.2
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4 ⼆维扩散⽅程的边界处理
考虑⼆维常系数扩散⽅程适定的初边值问题

ut = auxx +buyy, x ∈ Ω = (0,1)× (0,1), t > 0

u(x,y,0) = u0(x,y), x ∈ Ω̄ = [0,1]× [0,1]

u(x,y, t) = g(x,y, t), x ∈ ∂Ω1+Ω3+Ω4, t > 0,

ux(1,y, t) = f (y, t), x ∈ ∂Ω2, t > 0.

其中，常数 a,b > 0，边界为

∂Ω = ∂Ω1+∂Ω2+∂Ω3+∂Ω4,

∂Ω1 : y = 0, ∂Ω2 : x = 1, ∂Ω3 : y = 1, ∂Ω4 : x = 0

即：x = 1 处，给出的是第⼆类（Neumann）边界条件；在其他边界，给出的是第⼀类

（Dirichlet）边界条件。

空间采用等距剖分：

• x ⽅向均分成 M 等份：∆x = 1/M, xi = i∆x, i = 0,1, · · · ,M;

• y ⽅向均分成 N 等份：∆y = 1/N, y j = j∆y, j = 0,1, · · · ,N;

时间剖分：假设使用均匀剖分，且满⾜稳定性条件。

4.1 FTCS 边界条件的数值近似
{

vn+1
i, j = vn

i, j +µx aδ2xvn
i, j +µy bδ2yvn

i, j, i = 1, · · · ,M−1, j = 1, . . . ,N −1,

v0i, j = u0(xi,y j), i = 0, · · · ,M, j = 0, . . . ,N,

边界处理：

• Dirichlet B.C.: u(x,y, t) = g(x,y, t), x ∈ ∂Ω1+Ω3+Ω4,
vn
0, j = g(x0,y j, tn), j = 0, · · · ,N, n > 0,

vn
i,0 = g(xi,y0, tn), i = 0, · · · ,M, n > 0,

vn
i,N = g(xi,yN , tn), i = 0, · · · ,M, n > 0,

• Nuemann B.C.: ux(1,y, t) = f (y, t), x ∈ ∂Ω2
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– ⼀阶近似：
vn

M, j − vn
M−1, j

∆x
= f (y j, tn), j = 1, · · · ,N −1, n ≥ 0

– ⼆阶近似：定义虚拟点 (xM+1,y j)

vn
M+1, j − vn

M−1, j

2∆x
= f (y j, tn), j = 0,1, · · · ,N, n ≥ 0

带⼊格式，有

vn+1
M, j = vn

M, j +2µxa
(
vn

M1, j − vn
M, j +∆x f (y j, tn)

)
+µybδ2yvn

M, j

4.2 过渡层边界条件的数值近似
回顾：Peaceman-Rachford 格式：(

I− 1

2
aµxδ2x

)(
I− 1

2
bµyδ2y

)
vn+1

i, j =

(
I+

1

2
aµxδ2x

)(
I+

1

2
bµyδ2y

)
vn

i, j

ADI ⽅法： (
I− 1

2
aµxδ2x

)
vn+1/2

i, j =

(
I+

1

2
bµyδ2y

)
vn

i, j(
I− 1

2
bµyδ2y

)
vn+1

i, j =

(
I+

1

2
aµxδ2x

)
vn+1/2

i, j

D’Yakonov ⽅法： (
I− 1

2
aµxδ2x

)
v∗i, j =

(
I+

1

2
aµxδ2x

)(
I+

1

2
bµyδ2y

)
vn

i, j(
I− 1

2
bµyδ2y

)
vn+1

i, j =v∗i, j

整数层，边界条件直接设置。过渡层 vn+1/2
i, j 或 v∗i, j 需特殊处理。

考虑 Dirichlet 边界条件：u(0,y, t) = g(0,y, t)

• D’Yakonov ⽅法：

– 直接赋值：v∗0, j = g(x0,y j, tn+1)
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注意：利用格式

vn+1
0, j − v∗0, j =

1

2
bµyδ2yvn+1

0, j =
b∆t
2

(
uyy|n+1

0, j +O(∆y2)
)

内部格式时间精度为 2 阶，但是边界时间精度只有 1 阶。

– 利用格式：保持 2 阶精度

v∗0, j =
(
I− 1

2
bµyδ2y

)
vn+1

i, j

=(1+bµy)g(x0,y j, tn+1)− 1

2
bµyg(x0,y j−1, tn+1)− 1

2
bµyg(x0,y j+1, tn+1)

• ADI ⽅法：

– 直接赋值：会破环数值格式的精度阶，除非边界函数 g 与时间⽆关。

vn+1/2
0, j = g(x0,y j, tn+1/2)

– 利用格式：两个⽅程相加，

2vn+1/2
i, j =

(
I+

1

2
bµyδ2y

)
vn

i, j +

(
I− 1

2
bµyδ2y

)
vn+1

i, j

⇒ vn+1/2
0, j =

1

2

[
vn
0, j + vn+1

0, j

]
− 1

4
bµyδ2y

[
vn+1
0, j − vn

0, j

]
=
1

2

[
g(x0,y j, tn)+g(x0,y j, tn+1)

]
− 1

4
bµyδ2y

[
g(x0,y j, tn+1)−g(x0,y j, tn)

]
注：vn+1/2

i,0 , vn+1/2
i,N 使用不到，⽆需特殊处理。

4.3 任意区域边界条件的数值近似
复杂区域 Ω 上使用正交剖分的⽹格：

Mh = {(xi,y j) : xi = x0+ ih,y j = y0+ jh,} j=−∞,∞
i=−∞,∞

• ⽹格内点：Mh 的⽹格点落在 Ω 内（如 G，T，W，C，S，D）。若相应位置的差分

⽅程同边界信息⽆关，则称其为规则内点（如 G，T）；否则，称为非规则内点（如

W，C，S，D）。
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• ⽹格边界点：Mh 的⽹格线同边界 Γ = ∂Ω 的交点（如 A，B，P，Q）。

• 标记

|CQ|= s1h, |CP|= s2h, |CW |= s3h, |CS|= s4h

其中，s1 < 1,s2 < 1 对应⽹格边界点，s3 = s4 = 1 对应⽹格内点。

• Dirichlet 边界处理：u| ⌢
APQB

= g(x,y)

– 直接赋值：vA = g(A)

⇒ vn+1
W = vn

W +aµ(vn
G −2vn

W + vn
C)+bµ(g(A)−2vn

W + vn
T )

– 插值逼近技术：将最靠近的边界点信息直接迁移到非规则内点上

设靠近 C 的最近的⽹格边界点是 Q。

1）常数延拓技术

vC = g(Q)

2）利用 Q 和 W 线形插值技术

vC =
s1

s1+ s3
vW +

s3
s1+ s3

g(Q)

– 非等臂长差分⽅程：将⽹格边界点熟虑到非规则内点的离散模版

uxx|C ≈ 1
1
2(s1+ s3)h

[
vQ − vC

s1h
− vC − vW

s3h

]
, vQ = g(Q)
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uyy|C ≈ 1
1
2(s2+ s4)h

[
vP − vC

s2h
− vC − vS

s4h

]
, vP = g(P)

• Neumann 边界处理：▽u · n⃗| ⌢
APQB

= g(x,y)，n⃗ = (n1,n2)T 是单位外法向量

– 单侧差商离散：考虑 A 点

n1 [vA − vD]+n2 [vA − vW ] = hg(A)

– 边界条件迁移技术：

1) 确定 C 点到边界 Γ 的垂线，确定垂⾜ U；

2) 确定垂线 CU 同内部⽹格线的交线，记为 V；

3) 利用周边信息，给出 vV 的插值近似，如

vV =
|V T |

h
vW +

|WV |
h

vT

4) 利用 C 和 V 的函数信息，建立法向导数的单侧逼近

g(U) =
vC − vV

|VC|

等同于将 U 点的导数边界条件迁移到 C 点。

– 积分插值⽅法：将边界条件融合到 PDE 的离散过程中。
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1) 确定 C 点的控制区域 ΩC。（通常由边界曲线、单元中⼼点连线、单元中⼼点

到边界曲线的垂直线的连接⽽成）；

2) 将 PDE 在控制区域 ΩC 中积分

LHS =
∫
△HKG

utdxdy =
∮

∂HKG

∂u
∂⃗n

ds = RHS

3) 近似积分：

LHS ≈|△HKG|
vn+1

C − vn
C

∆t

RHS ≈−
vn

C − vn
W

h
|HK|−

vn
C − vn

S
h

|KG|+
∫

⌢
HPQG

g(x,y)ds

考虑初边值问题
ut = auxx +buyy, x ∈ Ω = (0,1)× (0,1), t > 0

u(x,y,0) = u0(x,y), x ∈ Ω̄ = [0,1]× [0,1]

u(x,y, t) = g(x,y, t), x ∈ ∂Ω, t > 0.

使用均匀剖分

∆x = 1/M, xi = i∆x, i = 0,1, · · · ,M,

∆y = 1/N, y j = j∆y, j = 0,1, · · · ,N.
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内部空间离散使用 (
I− 1

2
bµyδ2y

)
vn+1/2

i, j =

(
I+

1

2
aµxδ2x

)
vn

i, j(
I− 1

2
aµxδ2x

)
vn+1

i, j =

(
I+

1

2
bµyδ2y

)
vn+1/2

i, j

请写出完整的离散格式，要求对中间层的边界处理的精度为 O(∆t2)。
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偏微分⽅程数值⽅法
第四部分：非线性偏微分⽅程的有限差分⽅法

第⼋章：非线性双曲守恒律⽅程
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非线性扩散⽅程

ut = b(u)uxx, b(·) : R→ R+具有正的下确界

• 系数冻结⽅法：

– 全显：vn+1
j = vn

j +µb(vn
j)δ2xvn

j

– 全隐：vn+1
j = vn

j +µb(vn+1
j )δ2xvn+1

j

– C-N：vn+1
j = vn

j +
1
2 µ

(
b(vn

j)δ2xvn
j +b(vn+1

j )δ2xvn+1
j

)
可以使用冻结系数法，给出时空约束条件，但是通常只是非线性差分格式数值稳定

的必要条件。

存在问题：计算效率困扰（显式格式 ∆t ∼∆x2；隐式格式需求解⼤规模的非线性⽅

程组，需要使用合理的迭代近似）

• 局部线性化处理：将非线性差分格式近似转化为某些“线形差分格式”

– 时间延迟技术：用 b(vn
j) 代替 b(vn+1

j )

(C−N)⇒ vn+1
j = vn

j +
1

2
µ
(

b(vn
j)δ2xvn

j +b(vn
j)δ2xvn+1

j

)
具有 (2,1) 阶局部截断误差。

– 预估 -校正⽅法：执⾏两次局部线性化过程

(C−N)⇒

 ṽn+1
j = vn

j +
1
2 µ

(
b(vn

j)δ2xvn
j +b(vn

j)δ2xvn+1
j

)
vn+1

j = vn
j +

1
2 µ

(
b(vn

j)δ2xvn
j +b(ṽn+1

j )δ2xvn+1
j

)
具有 (2,2) 阶局部截断误差。

– Richtmyer ⽅法：利用时间⽅向的 Taylor 展开公式，通过偏微分⽅程和已知时

间层信息，⾼阶逼近差分⽅程的非线形部分

vn+1
j = vn

j +µδ2x(v
n
j)

m +
1

2
µmδ2x

(
(vn

j)
m−1(vn+1

j − vn
j)
)

保持了时间上的⼆阶相容。

• 多层格式

某些类型的多层格式⽆须进⾏非线性⽅程组的求解，可利用多项式外推，给出扩散
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系数的⾼阶近似

vn+1
j = vn

j +
1

2
µb(vn+1/2

j )
(

δ2xvn
j +δ2xvn+1

j

)
其中，vn+1/2

j = 3
2vn

j −
1
2vn−1

j ，具有（2，2）阶局部截断误差。

非线性对流⽅程
本章主要考虑⼀维标量双曲守恒律

ut + f (u)x = 0, (x, t) ∈ R×R+ (1)

的纯初值问题（Cauchy 问题）或者周期边值问题，其中，u : R×R+ → R 是待解的未知

数， f : R→ R 是连续可微的已知通量函数。

• 与线形双曲型⽅程（ f (u) = au）相比，非线性双曲守恒律⽅程具有很多不同的性质，

相应的理论研究和数值模拟更具挑战性。

• 即使初值充分光滑，它也可能会演化出激波、稀疏波和接触间断等各种复杂多变的

结构。

• 由于局部光滑程度会发成突变，前面介绍的很多用于线形问题的数值格式不能简单

的移动到非线形双曲守恒律问题。
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1 特征线⽅法
• 回顾：常系数线性对流⽅程

ut +aux = 0, (x, t) ∈ R×R+

特征线⽅程：
dx
dt

= a, ⇒ d
dt

u(x(t), t) = 0.

特征线为平⾏的直线，解 u(x, t) 沿着特征线保持不变。

• 回顾：变系数线性对流⽅程：a(x, t) 为已知的连续函数，

ut +a(x, t) ·ux = 0, (x, t) ∈ R×R+

特征线⽅程：
dx
dt

= a(x, t), ⇒ d
dt

u(x(t), t) = 0.

特征线为互不相交的曲线，解 u(x, t) 沿着特征线保持不变。
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• 双曲守恒律⽅程
ut + f (u)x = 0, (x, t) ∈ R×R+

特征线⽅程：
dx
dt

= f ′(u) = a(u), ⇒ d
dt

u(x(t), t) = 0.

特征线为直线，解 u(x, t) 沿着特征线保持不变。

u(x, t) = u0(x−a(u(x, t)) · t)

该表达式可以通过求解非线性⽅程，得到 u(x, t)。

在适定条件下，古典解可以在短时间内存在且唯⼀。

但是，可能出现特征线相交的情形，此时古典解不存在。

– 例：Burgers ⽅程 ut +(u2/2)x = 0， f ′(u) = u：

– 例：Burgers ⽅程，u(x,0) =


1, x ≤ 0,

1− x, 0< x < 1,

0, x ≥ 1,

Homework: 考虑 Burgers ⽅程，假设给定光滑初值 u0(x)，其在某些点的导数 u′0(x)< 0。

试证明：在 Tb 时刻特征线首次产⽣相交

Tb =
−1

minu′0(x)

此时，⽅程的解产⽣⽆穷斜率，波产⽣间断（wave “breaks”）。
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2 双曲守恒律⽅程的弱解和熵解
2.1 弱解

• 定义 1（弱解）：函数 u(x, t) 称为双曲守恒律的弱解，若对于任意区域 [xL,xR]× [t1, t2]⊂
R×R+，均有

∫ xR

xL

u(x, t2)dx =
∫ xR

xL

u(x, t1)dx+
∫ t2

t1
f (u(xL, t))dt −

∫ t2

t1
f (u(xR, t))dt.

• 定义 2（弱解）：函数 u(x, t) 称为双曲守恒律的弱解，若对于任意函数 ϕ(x, t) ∈
C∞
0 (R×R+)，均有∫ ∫

t≥0
[uϕt + f (u)ϕx]dxdt +

∫
t=0

u0(x)ϕ(x,0)dx = 0.

• Rankine-Hugoniot (RH) 跳跃条件： 考虑分片古典解，并且任意时刻的间断点个数

是有限的，比如存在⼀条连续可微的时空界面曲线

Γ : x = x(t), t ≥ 0

将上半平面会划分为左右两块区域，相应的古典解分别记为 u1(x, t) 和 u2(x, t)：

u(x, t) =

{
u1(x, t), x < x(t),

u2(x, t), x > x(t),

若它为守恒律⽅程的⼀个弱解，则应满⾜

s(u+−u−) = f (u+)− f (u−) (2)

其中，s = x′(t) 为界面的移动速度，u± = limx−>x(t)±0 u(x, t) 为左右（空间）极限。

注：RH 跳跃条件阐述了双曲守恒律的局部守恒性质。

• 例： Burgers ⽅程的 Riemann 问题：

ut +(u2/2)x = 0, u0(x) =

{
uL, x < 0,

uR, x > 0,
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– uL > uR：存在唯⼀弱解

u(x, t) =

{
uL, x < s · t,
uR, x > s · t,

s =
1

2
(uL +uR) .

– uL < uR：弱解不唯⼀！上述间断解满⾜弱解条件

u(x, t) =


uL, x < uL · t,
x/t, uL· ≤ x ≤ uR · t,
uR, x > uR · t,
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2.2 粘性解
• 设 uε(x, t) 为如下问题的解

ut + f (u)x = εuxx, ε > 0

若存在极限函数 u(x, t) = limε→0 uε(x, t)，则 u(x, t) 为守恒律⽅程 ut + f (u)x = 0 的解。

2.3 熵解
• 标量双曲守恒律⽅程的熵解存在且唯⼀。

• Oleinik 熵条件：弱解满⾜

f (u−)− f (v)
u−− v

≥ s ≥ f (u+)− f (v)
u+− v

, v ∈ [min(u−,u+),max(u−,u+)]

则弱解为熵解。

• Osher 熵条件： 若函数 f (u) 是凸可微的，则要求

f ′(u−)≥ s ≥ f ′(u+)

• 间断的熵解：设函数 f (u) 是凸可微的，解在 (x∗, t∗) 点出现间断

– f ′(u−)≥ f ′(u+)：后面时刻的时空区域处处有特征线穿过，则间断点 (x∗, t∗) 演

化成间断面 x = x(t)。

(1) 若熵条件中不等式严格成立，则两侧的特征线均交汇到间断界面 x = x(t)，

相应的局部间断结构称为激波 (shock)，s = x′(t) 称为激波速度；

(2) 若熵条件中不等式局部退化为恒等式，则两侧的特征线同间断界面平⾏，

相应的局部间断结构称为接触间断 (contact discontinuity)；
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– f ′(u−)≤ f ′(u+)：后面时刻的某个扇形（时空）区域没有特征线穿过，则间断点

(x∗, t∗) 将会消失，对应的熵解具有局部稀疏波结构。在扇形区域内，稀疏波满

⾜自相似结构

u(x, t) = u
(

x− x∗
t − t∗

)
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3 数值格式
• 数值⽅法的挑战：⾼精度⾼分辨率格式

– 激波速度的刻画以及间断界面的捕捉要准确；

– 在真解相对光滑区域，精度和计算效率要⾼；

– 在间断界面附近，数值振荡现象要得到控制；

– 数值解要收敛到熵解，⾄少是弱解。

激波装配技术：先用特殊算法确定间断界面的位置，在用其他⾼效⾼精度格式计算

界面之间光滑解。

激波捕捉技术：直接建立统⼀的数值操作过程，可以同时适用于光滑解和间断解的

数值模拟，⽽不用额外追踪间断界面的位置。

3.1 基于光滑解的格式构造

• 例： 基于非守恒型 ut +a(u)ux = 0

– 利用冻结系数法，构造迎风格式：

vn+1
j =

{
vn

j −a(vn
j)

∆t
∆x(v

n
j − vn

j−1), i f a(vn
j)> 0,

vn
j −a(vn

j)
∆t
∆x(v

n
j+1− vn

j), i f a(vn
j)≤ 0,

– Lax-Wendroff 格式

vn+1
j = vn

j −
1

2
λan

jD0vn
j +

1

2
(λan

j)
2δ20vn

j +
1

4
λ2bn

j(D0vn
j)
2

其中，λ = ∆t
∆x , an

j = a(vn
j), bn

j = a(vn
j)a

′(vn
j)

– 利用 CFL ⽅法或者冻结系数法，最⼤模或 L2 模稳定的模糊条件为

max
∀ j,n

|a(vn
j)|

∆t
∆x

≤ 1

• 例： 基于守恒型 ut + f (u)x = 0

– 构造迎风格式：

vn+1
j =

 vn
j −

∆t
∆x

(
f (vn

j)− f (vn
j−1)

)
, i f a(vn

j)> 0,

vn
j −

∆t
∆x

(
f (vn

j+1)− f (vn
j)
)
, i f a(vn

j)≤ 0,
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– Lax-Wendroff 格式

vn+1
j = vn

j −
1

2
λ
(

f (vn
j+1)− f (vn

j−1)
)
+
1

2
λ2

(
An

j+1/2( f (vn
j+1)− f (vn

j))−An
j−1/2( f (vn

j)− f (vn
j−1))

)
其中，An

j+1/2 = a
(
1
2(v

n
j + vn

j+1)
)

– 利用 CFL ⽅法或者冻结系数法，最⼤模或 L2 模稳定的模糊条件为

max
∀ j,n

|a(vn
j)|

∆t
∆x

≤ 1

• 例： Burgers ⽅程 ut +(u2/2)x = 0 的 Riemann 问题 u(x,0) =

{
1, x < 0,

0, x ≥ 0.

基于非守恒形式的迎风格式

vn+1
j = vn

j −
∆t
∆x

vn
j (v

n
j − vn

j−1), ⇒ vn
j = v0j

不收敛到弱解（激波传播速度不满⾜ RH 跳跃条件）！

基于守恒形式的迎风格式

vn+1
j =

 vn
j −

∆t
2∆x

(
(vn

j)
2− (vn

j−1)
2
)
, i f vn

j > 0,

vn
j −

∆t
2∆x

(
(vn

j+1)
2− (vn

j)
2
)
, i f vn

j ≤ 0,

间断附近错误数值解：基于非守恒形式或不具备整体⼀致性，数值解不满⾜局部守恒性

质！

1. 当熵解含有间断（或者激波）时，非守恒形式（ut +a(u)ux =0）和守恒形式（ut + f (u)x =0）

不再等价；前者⽆法刻画局部守恒性质，相应的差分格式⽆法满⾜局部守恒性质。

2. 由于流动⽅向发⽣变化，基于守恒形式构造的差分格式丧失了整体结构的统⼀性，在

包含间断点的局部区域，数值解不再满⾜局部守恒性质。

• 例： 利用冻结系数法，构造蛙跳格式：

vn+1
j = vn−1

j − ∆t
∆x

vn
j (v

n
j+1− vn

j−1),

可以验证数值解满⾜蛙跳格式：

vn
j = cnr j,

{
{r j}= (· · · ,0,ε,−ε,0,ε,−ε,0,ε,−ε,0, · · ·),
cn+1− cn−1 = ε∆t

∆x(c
n)2.
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令 c0 = 1, c1 = α > 1

⇒ c2n ≥ (1+ γ)n, c2n+1 ≥ (1+ γ)n, n ≥ 0, γ = ε
∆t
∆x

随着 n 增⼤，cn 趋于⽆穷。换⾔之，对任意的⽹格比，蛙跳格式不稳定。

非线性问题的差分格式存在非线形不稳定现象。

Homework: 分别基于守恒律⽅程的非守恒形式和守恒形式，构造 Lax 格式，并分析其精

度和稳定性条件。

3.2 守恒型差分格式
• 定义（守恒型）：称差分格式是守恒型格式，若它可以统⼀表述为

vn+1
j = vn

j −
∆t
∆x

(
f̂ n

j+1/2− f̂ n
j−1/2

)
, ∀ j (3)

其中， f̂ j+1/2 称为数值流通量，具有表达式

f̂ j+1/2 = f̂ (v j−r, · · · ,v j+s)

满⾜性质

– 连续性： f̂ 关于每个变量都满⾜局部 Lipschitz 连续性；

– 相容性： f̂ (v, · · · ,v) = f (v)。

• 注：守恒格式必然满⾜局部守恒性质，对任意整数 p,q，

q

∑
j=p

vn+1
j =

q

∑
j=p

vn
j −

∆t
∆x

(
f̂ n
q+1/2− f̂ n

p−1/2

)

• 定理（Lax-Wendroff 定理）：设守恒型差分格式同双曲守恒律相容。当⽹格尺度趋于

零时，若数值解⼏乎处处有界且收敛到某个函数，则极限必定是问题的弱解。

• 例：Lax 格式

vn+1
j =

1

2

(
vn

j+1+ vn
j−1

)
− ∆t

2∆x

[
f (vn

j+1)− f (vn
j−1)

]
.
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• 例：Lax-Wendroff 格式

vn+1
j =vn

j −
∆t
2∆x

[
f (vn

j+1)− f (vn
j−1)

]
+

∆t2

2∆x2

{
An

j+1/2

[
f (vn

j+1)− f (vn
j)
]
−An

j−1/2

[
f (vn

j)− f (vn
j−1)

]}
,

其中，An
j+1/2 = f ′

(
1
2(u

n
j +un

j+1)
)
。

• 例：Richtmyer 格式

vn+1/2
j+1/2 =

1

2

(
vn

j + vn
j+1

)
− ∆t

2∆x

[
f (vn

j+1)− f (vn
j)
]

vn+1
j =vn

j −
∆t
∆x

[
f (vn+1/2

j+1/2)− f (vn+1/2
j−1/2)

]
• 例：MacCormack 格式

ṽn
j =vn

j −
∆t
∆x

[
f (vn

j+1)− f (vn
j)
]

vn+1
j =

1

2

(
vn

j + ṽn
j
)
− ∆t

2∆x

[
f (ṽn

j)− f (ṽn
j−1)

]
• 例：Roe 型迎风格式

vn+1
j =vn

j −
∆t
2∆x

{[
1− sgn(an

j+1/2)
]
∆+ f (vn

j)+
[
1+ sgn(an

j−1/2)
]
∆− f (vn

j)
}

其中，an
j+1/2

(
vn

j+1− vn
j

)
= f (vn

j+1)− f (vn
j)（Roe 平均）。

f̂ n
j+1/2 =

{
f (vn

j), an
j+1/2 ≥ 0

f (vn
j+1), an

j+1/2 < 0

=
1

2

[
f (vn

j)+ f (vn
j+1)

]
− 1

2
sgn(an

j+1/2)
[

f (vn
j+1)− f (vn

j)
]

• 例：Burgers ⽅程的 Riemann 问题：u− =−1, u+ = 1

使用 Roe 型迎风格式。

v0j =

{
−1, j ≤ 0

1, j > 0
⇒ vn

j =

{
−1, j ≤ 0

1, j > 0
shock wave

守恒型格式的解收敛到某个弱解，但不是熵解！
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• 例：线性⽅程 ut +ux = 0 的 Riemann 问题：u− = 1, u+ = 0

守恒型格式的解可能产⽣数值震荡！

Homework: （Lax-Friedrichs 格式）针对非线性⽅程 ut + f (u)x = 0，利用“流通分裂技术”

构造数值算法：

ut + f+(u)x + f−(u)x = 0, f±(u) =
1

2
( f (u)±αu)

其中，α = maxu | f ′(u)|。对 f±(u) 分别使用迎风格式

vn+1
j = vn

j −
∆t
∆x

(
f+(vn

j)− f+(vn
j−1)

)
− ∆t

∆x

(
f−(vn

j+1)− f−(vn
j)
)

试判断格式是否为守恒型格式。

3.3 单调格式
• ⽅程满⾜单调保持性质：若初值是单增或单减函数，则任意时刻的熵解保持相同的

单调性。

• 定义（单调保持格式）：若初值是单调函数，则任意时刻的数值解均具有相同的单调

性。

通常难以验证！

13



• 定义（单调格式）：守恒型格式称为数值格式，若它可以统⼀表述为

vn+1
j = H(vn

j−r−1, · · · ,vn
j+s), ∀ j (4)

是单调格式，如果函数 H 关于每个变元是非减的。

v(x,0)≤ u(x,0), ∀x ⇒ v(x, t)≤ u(x, t), ∀x,∀t > 0

• 定理：单调格式必然是单调保持格式；但是反之未必成立。对于线性格式，两者等

价。

• 定理：单调格式的数值解⼀致有界，必然收敛到双曲守恒律的熵解。

• 例：在相应的 CFL 条件下，Roe 型迎风格式不是单调格式。

• 定理：考虑三点格式

vn+1
j = vn

j −
∆t
∆x

(
f̂ n

j+1/2− f̂ n
j−1/2

)
, f̂ n

j+1/2 = f̂ (un
j ,u

n
j+1),

若导数满⾜关系

f̂1 ≥ 0, f̂2 ≤ 0,
∆t
∆x

(
f̂1− f̂2

)
≤ 1

则该三点格式是单调格式的。

• 例：在相应的 CFL 条件下，Lax-Friedrichs 格式是单调格式；但是 Lax-Wendroff 格

式不是单调格式。

Lax-Friedrichs 格式的解在激波附近产⽣过渡点，但是 Lax-Wendroff 格式产⽣数值

震荡！

• 定理（Godunov 定理）：单调格式最多只有⼀阶局部截断误差。

3.4 TVD 格式
• 定义（全变差，total variation）：

– 连续函数：TV (v) = limε→0 sup 1
ε
∫ ∞
−∞ |v(x)− v(x− ε)|dx =

∫ ∞
−∞ |v′(x)|dx

– ⽹格函数：TV (w) = ∑ j |w j+1−w j|

• ⽅程满⾜性质：全变差不增

TV (u(x, t2))≤ TV (u(x, t1)), ∀ t2 > t1
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• 定义（TVD 格式）：称数值格式是全变差不增的，若它的数值解恒满⾜

TV (vn+1)≤ TV (vn), ∀n

• Harten 定理：设数值格式具有增量形式

vn+1
j = vn

j −C j−1/2

(
vn

j − vn
j−1

)
+D j+1/2

(
vn

j+1− vn
j
)
,

且处处成立

C j+1/2 ≥ 0, D j+1/2 ≥ 0, C j+1/2+D j+1/2 ≤ 1

则它是 TVD 的。

• 例：在相应的 CFL 条件下，Roe 型迎风格式是 TVD 的。

注：TVD 格式可以避免剧烈的数值震荡，但数值解有可能收敛到非熵解的弱解，可

以引⼊“熵修正”技术。

• 定理：单调格式是 TVD 的，TVD 格式是单调保持格式。

注：逆命题不成立！

• 定理：局限于线性差分格式的范畴，单调格式、TVD 格式和单调保持格式是彼此等

价的。进⽽，线性 TVD 格式⾄多有⼀阶局部截断误差。

• 定理：⾼阶 TVD 格式必然是非线性的，即使离散对象是线性双曲守恒律。

Homework: 分析 Lax-Friedrichs 格式的单调性质和 TVD 性质。
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