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Part I

单变量微积分
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Chapter 1

实数理论
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Chapter 2

函数的连续性
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Chapter 3

函数的可微性

1 导数的定义

存在在某点不可导的函数，如 f(x) = x
1
3 .

存在在某点 Ck 但不 Ck+1 的函数.
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2 导数的计算

定理 2.1 (求导的四则运算). 设函数 f 和 g 在点 x 处可导，则 f ± g，fg 也在点 x 处可导；如果

g(x) 6= 0，那么函数
f

g
也在点 x 处可导. 精确地说，我们有以下公式：

(1) (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x)；

(2) (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)；

(3)

(
f

g

)′

(x) =
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
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3 微分学的中值定理

定理 3.1. 如果 f 在 [a, b] 上可导，那么：

(1) 导函数 f ′ 可以取到 f ′(a) 与 f ′(b) 之间的一切值；

(2) f ′ 无第一类间断点.

证明. (1) 先证明：如果 f ′(a)f ′(b) < 0，那么必有 ξ ∈ (a, b)，使得 f ′(ξ) = 0. 不妨设 f ′(a) > 0，

f ′(b) < 0. 由于

f ′(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
> 0,

所以存在 δ1 > 0，当 x ∈ (a, a+ δ1) 时，
��
��
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4 泰勒公式

定理 4.1. 设 k ⩾ 1 是整数，函数 f : R → R 在 a ∈ R 处 k 阶可导. 那么存在函数 hk : R → R 使得

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (k)(a)

k!
(x− a)k + hk(x)(x− a)k,

并且 lim
x→a

hk(x) = 0.



Chapter 4

函数的积分

1
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2 Lebesgue 定理
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多变量微积分
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Chapter 5

微分

对于一个映射 f : Rn → Rp，它的偏导数 Dif 本身也是从 Rn 到 Rp 的映射，从而它们也能有

偏导数. 这被称作二阶偏导数，记作
DjDif.

例 0.1. DjDif 不一定与 DiDjf 相同.

在下面的命题中我们给出求偏导可以交换次序的一个充分条件

定理 0.1. DjDif 和 DiDjf 在 a 的某个邻域内存在并且在 a 处连续.

14



Chapter 6

积分
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1 第一型曲面积分

第一型曲面积分是说, 首先我们有一个嵌入映射

ι : Σ −→ R3,

其次我们在 Σ 上有一个数量函数 ρ : Σ −→ R, 问该如何在 Σ 上对 ρ 进行积分.
我们已经学习过如何在平面区域上对函数进行积分, 在本科范围内, 我认为它有两个方向的推

广, 一是当我们考虑一般的曲面（也就是流形）时, 我们发现无法对普通的函数定义积分, 在检查过
不同坐标卡下的变换行为后, 我们引入微分形式的概念, 而微分形式是流形上可以被积分的对象; 二
是我们从考虑对定义域的分割, 转而考虑对值域的分割, 从而进入 Lebesgue 积分, 或者更加抽象的
测度空间上的积分的框架, 这是笔者接触过的最广的框架, 微分形式的积分也可以被囊括在内.

在我们的第一型曲面积分的问题中, 我们要回答的其实也就是如何在流形 Σ 上对函数 ρ 积分的

问题. 想要对流形上的函数进行积分, 我们只需要指定流形上的一个 top form, 也就是一个次数与流
形的维数相同的微分形式. 但问题是流形上的 top form 有很多, 不同的选取会带来不同的积分的定
义, 我们该选取哪个 top form 呢？当流形是一个黎曼流形的时候, 我们有一个典范的 top form, 称作
黎曼体积形式, 它的定义如下, 设在局部坐标卡 (U, x) 中黎曼度量的表达式为

g = gijdxi ⊗ dxj ,

那么黎曼体积形式的表达式为

ω =
√

det gijdx1 ∧ · · · ∧ dxn.

在我们的第一型曲面积分的问题中, 在 R3 上取标准黎曼度量 gst, 由嵌入映射拉回得到 Σ 上的

度量 g, ρ 在 Σ 上的积分就是关于 g 的黎曼体积形式的积分. 下面我们来计算它的具体表达式.
设 Σ 可以被一个局部坐标卡覆盖住, 设

φ−1 : U −→ Σ, (u, v) 7−→ φ−1(u, v)

记 r = ι ◦ φ−1, 这是从平面区域 U 到 R3 中的一个向量值函数, 记它的各个分量为 r1, r2, r3.
R3 的标准黎曼度量是

gst = dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2 + dx3 ⊗ dx3,

下面我们来计算 gst 在 r 下的拉回 g.

r∗dxi = dri =
∂ri
∂u

du+
∂ri
∂v

dv.

r∗dxi ⊗ r∗dxi =
∣∣∣∣∂ri∂u

∣∣∣∣2 du⊗ du+
∂ri
∂u

∂ri
∂v

du⊗ dv + ∂ri
∂u

∂ri
∂v

dv ⊗ du+

∣∣∣∣∂ri∂v

∣∣∣∣2 dv ⊗ dv.

r∗gst =
3∑

i=1

∣∣∣∣∂ri∂u

∣∣∣∣2 du⊗ du+
3∑

i=1

∂ri
∂u

∂ri
∂v

du⊗ dv +
3∑

i=1

∂ri
∂u

∂ri
∂v

dv ⊗ du+
3∑

i=1

∣∣∣∣∂ri∂v

∣∣∣∣2 dv ⊗ dv.

det gij =
3∑

i=1

∣∣∣∣∂ri∂u

∣∣∣∣2 · 3∑
i=1

∣∣∣∣∂ri∂v

∣∣∣∣2 −
(

3∑
i=1

∂ri
∂u

∂ri
∂v

)2

=
3∑

i,j=1

∣∣∣∣∂ri∂u

∣∣∣∣2 ∣∣∣∣∂rj∂v
∣∣∣∣2 −

(
3∑

i=1

∂ri
∂u

∂ri
∂v

)2
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=
3∑

i ̸=j

∣∣∣∣∂ri∂u

∣∣∣∣2 ∣∣∣∣∂rj∂v
∣∣∣∣2 − 2

∑
i<j

∂ri
∂u

∂ri
∂v

∂rj
∂u

∂rj
∂v

=
∑
i<j

∣∣∣∣∂ri∂u

∂rj
∂v

− ∂rj
∂u

∂ri
∂v

∣∣∣∣2 = ‖ru × rv‖2

所以 ∫
Σ

ρ =

∫
U

(
ρ ◦ φ−1

)
‖ru × rv‖du ∧ dv.

在数学分析课程中, 我们是如何得到这个公式的呢？回顾常史, 用 u 曲线和 v 曲线把曲面 Σ 分

成小块. 每一小块在曲面的切平面上的投影的面积可以近似地表示为

‖ru∆u× rv∆v‖ = ‖ru × rv‖∆u∆v.

这样, 和式 ∑
‖ru × rv‖∆u∆v

就可以当作 Σ 的面积的近似值. 加密 u 曲线和 v 曲线, 通过极限过程, 我们定义曲面的面积为

σ(Σ) =

∫∫
∆

‖ru × rv‖dudv.

这种朴素的、直觉的、物理的、不甚严谨的推导可以帮助我们看到一套数学理论背后的动机与图像,
是初学的时候所必须的; 而更抽象的理论框架可以帮助我们透过现象看本质, 可以帮助我们飞翔起来
俯瞰全貌, 可以减轻我们的记忆负担.
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2 第二型曲面积分



Chapter 7

变量替换

定理 0.1. 设 g : A→ B 是 Rn 中开集间的微分同胚，f : B → R 是连续函数，那么 f 在 B 上可积

当且仅当 (f ◦ g)| detDg| 在 A 上可积，并且可积时有∫
B

f =

∫
A

(f ◦ g)| detDg|.

19
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Chapter 8

数项级数

1 数项级数

• 以下讨论中出现的都是实数

• 无穷级数
∞∑

n=1

an 收敛 := 部分和数列 {Sn} 收敛

• 柯西收敛原理：任意 ε > 0，存在 N，只要 n > N, p ⩾ 0，就有

|
n+p∑
k=n

ak| < ε

– 由此得到无穷级数收敛的必要条件： lim
n→∞

an = 0

•
∞∑

n=1

an 收敛当且仅当对某一个选定的 m ∈ Z+ 无穷级数
∞∑

n=m

an 收敛

– 虽然这是句废话但是还有点实用价值，用比较判别法时有时从某项起开始放缩比较方便

• 数项级数的各种敛散性判别法的主要目的是确定函数项级数的定义域

21



CHAPTER 8. 数项级数 22

2 绝对收敛

定理 2.1. 设
∞∑

n=1

an 绝对收敛，那么对任意双射 σ : N → N，
∞∑

n=1

aσ(n) 也绝对收敛，且

∞∑
n=1

an =
∞∑

n=1

aσ(n).

证明. 分两步，先讨论正项级数的情况，再将一般的情况拆成两个正项级数的情况.

(1) 设
∞∑

n=1

an是正项级数，则对任意N ∈ N，
N∑

n=1

aσn
⩽

∞∑
n=1

an.因此
∞∑

n=1

aσn
收敛且

∞∑
n=1

aσn
⩽

∞∑
n=1

an.

同理可得
∞∑

n=1

an ⩽
∞∑

n=1

aσn
，从而

∞∑
n=1

an =
∞∑

n=1

aσn
.

(2) 记

a+n =
|an|+ an

2
, a−n =

|an| − an
2

, n = 1, 2, · · · ,

即

a+n =

 an, an ⩾ 0

0, an < 0
, a−n =

−an, an ⩽ 0

0, an > 0
.

易知有

0 ⩽ a+n ⩽ |an|, 0 ⩽ a−n ⩽ |an|,

|an| = a+n + a−n , an = a+n − a−n .

由
∞∑

n=1

|an| < +∞ 知
∞∑

n=1

a+n 和
∞∑

n=1

a−n 都收敛.

由
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

a+n −
∞∑

n=1

a−n 结合 (1) 即证.
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3 双边级数

定义 3.1. 称双边级数
∞∑

n=−∞

an 收敛到 S ∈ R，如果

(1) 对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N，对于任意 k, l > N 成立∣∣∣∣∣
l∑

n=−k

an − S

∣∣∣∣∣ < ε.

或

(2) 级数
∞∑

n=0

an 和级数
−∞∑

n=−1

an 分别收敛到 S+, S− ∈ R，且 S = S+ + S−.

命题 3.1. 上述两个定义等价.

证明.

• (2) =⇒ (1) 设 S = S+ + S−. 由条件，存在 N，使得只要 k, l > N，便成立∣∣∣∣∣
k∑

n=0

an − S+

∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣
−l∑

n=−1

an − S−

∣∣∣∣∣ < ε.

那么 ∣∣∣∣∣
k∑

n=−l

an − S

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(

k∑
n=0

an − S+

)
+

(
−l∑

n=−1

an − S−

)∣∣∣∣∣ < 2ε.

• (1) =⇒ (2)

对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N，对于任意 k > l > N，有∣∣∣∣∣
k∑

n=l+1

an

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(

k∑
n=−N

an − S

)
−

(
l∑

n=−N

an − S

)∣∣∣∣∣ < 2ε.

由 Cauchy 收敛原理，
∞∑

n=0

an 收敛，记其和为 S+. 同理可证
∞∑

n=0

an 收敛，记其和为 S−.

设 S′ = S+ + S−. 则由 (2) =⇒ (1) 知 S′ 也满足 (1) 中条件.

对于任意 ε > 0，成立 |S − S′| < 2ε，因此 S = S′.
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4 二重级数



CHAPTER 8. 数项级数 25

5 无穷乘积

定义 5.1. 设
∞∏

n=1

Pn 是一个无穷乘积，称

Pn =
n∏

k=1

pk = p1 · · · pn n = 1, 2, · · ·

为这个无穷乘积的部分乘积. 如果当 n→ ∞ 时，数列 {Pn} 有有限的极限 P，且 P 6= 0，则称这个

无穷乘积时收敛的，记为
∞∏

n=1

pn = P . 如果 {Pn} 的极限不存在，或者虽然存在但等于 0，则称它是

发散的.

类似于无穷级数，容易得到无穷乘积收敛的必要条件.

命题 5.1. 无穷乘积
∞∏

n=1

pn 收敛的必要条件是

lim
n→∞

pn = 1.

由于收敛的无穷乘积的通项 pn → 1，所以从某个 n 起，pn 都是正数. 因此在整个无穷乘积中，
负因子只能有有限个，所以不妨假定所有的 pn 都是正的. 在下面的讨论中，把 pn 写成

pn = 1 + an n = 1, 2, · · ·

其中 −1 < an < +∞. 这样，
∞∏

n=1

(1 + an) 收敛的必要条件便是

lim
n→∞

an = 0.
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函数序列与函数项级数

1 一致收敛性

1.1 引言

前面我们研究过无穷序列与它的极限，无穷级数与它的和. 这些序列的元素或者这些级数的项
都是常数.
实际上，有时在它们里包括一些作为参数的变量，而在研究的时候，这些变量看作是确定的常

数.
譬如，当我们证明，序列

1 +
x

1
,
(
1 +

x

2

)2
,
(
1 +

x

3

)3
, · · · ,

(
1 +

x

n

)n
, · · ·

有极限

ex

或者级数

x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ · · ·

有和

ln(1 + x)

的时候，x 是当作常数的.
序列的元素与它的极限的函数性质，或者级数的项与它的和的函数性质，以前是完全不考虑的；

而现在引起了我们的注意.
假设已知一个序列，他的元素为同一个变量 x 的函数，而且确定在同一个变化区域 X 上，

f1(x), f2(x), · · · , fn(x), · · · .

设对于 X 中的每一个 x，这个序列有有限极限；因为极限完全由 x 的值来确定，所以它也是 x 的

函数：

f(x) = lim
n→∞

fn(x),

我们称 f(x) 为序列 fnx 的极限函数.

26
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现在我们不只是对于在每个个别的 x 值上，有极限存在的问题有兴趣，而对于极限函数的函数

性质也有兴趣. 为了预先明了这里产生了什么样性质的新问题，我们从这些问题中举出一个来作为
例子讲一讲.
假定序列 {fn(x)}的元素都是在区间 X = [a, b]内 x的连续函数，是否能保证极限函数 f(x)也

是 [a, b] 上的连续函数？
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1.2 一致收敛

• 判断函数列一致收敛

– 考虑波峰的衰减性，可以结合 PDE 的衰减估计来理解

∗ 求导直接得到取最值的点以及最值
∗ 放缩进行估计，最好与 x 无关只与 n 有关

– 能否有一个一致的 N？将需要的 n 用 ε 和 x 表示出来，然后遍历 x，看 n 是否会增长到

无穷

• 判断函数项级数一致收敛

– 如果能显式地写出部分和与和函数，可转化成余式函数列是否一致收敛到 0 的问题

– 如果满足莱布尼兹判别法，即使不能显式地写出部分和与和函数，我们也可以把余式放缩
到它的第一项进行估计

• 不一致性往往积聚在某些点的附近，但并不是说单独某一个点是坏的

例 1.1. 设序列 {fn(x)} =
x

1 + n2x2
，已知在区间 [0, 1] 上其极限函数为 f(x) = 0，研究这一收敛是

否是一致的.

图 9.1: f(x) = x

1 + n2x2

证明. 对固定的 x ∈ (0, 1]，当 n 增大时 fn(x) 是严格单调递减的.
对固定的 n，对 fn(x) 求导，得

f ′
n(x) =

1− n2x2

(1 + n2x2)2
.

当 x ∈ [0,
1

n
] 时，f(x) 递增；当 x ∈ [

1

n
, 1] 时，f(x) 递减，因此

max
x∈[0,1]

fn(x) = fn(
1

n
) =

1

2n
.

我们来描述一下它的图景：随着 n 的增大，波峰越来越矮，并且越来越左移；最终波峰也趋于

0.
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例 1.2. 设序列 {fn(x)} =
nx

1 + n2x2
，已知在区间 [0, 1] 上其极限函数为 f(x) = 0，研究这一收敛是

否是一致的.

图 9.2: f(x) = nx

1 + n2x2

证明. 对固定的 x ∈ (0, 1]，

fn(x) =
x

1

n
+ xn

当 n ∈ (0,
1√
x
] 时，fn(x) 单增；当 n ∈ [

1√
x
,+∞) 时，fn(x) 单减.

这就已经和上一个例子中的情况不同，上一个的例子每个点 x 都是一直降的，而这个例子中会

先增长再降，离 0 越近的 x 增长的阶段越长.
让我们再对固定的 n 关于 x 求导，

f ′
n(x) =

n(1− n2x2)

(1 + n2x2)2

和上例中一样，当 x ∈ [0,
1

n
] 时，f(x) 递增；当 x ∈ [

1

n
, 1] 时，f(x) 递减，因此

max
x∈[0,1]

fn(x) = fn(
1

n
) =

1

2
.

所以它表现出和上一个例子截然不同的情况，随着 n 的增大，虽然波峰仍然是在向左移动，但

波峰的高度一直保持着
1

2
不动，这样自然不会一致收敛到 0 了.

注记. 可以结合 PDE 波动方程的逐点衰减估计和一致衰减估计来理解.
每一个 n，总有一个点没有衰减下去；每一个 x，总有一个 n 使得它已经衰减下去.

例 1.3. 设序列 {fn(x)} =
1

1 + nx
，研究其一致收敛性.

例 1.4. 设序列 {fn(x)} = 2n2xe−n2x2

，研究其一致收敛性.

例 1.5. 设序列 {fn(x)} = xn，研究其一致收敛性.

证明. 通过这个例子我想说明的是，导致不一致收敛的到底是谁. 我们可以看到，不一致收敛性集中
在 x = 1 附近，但真正坏的并不是 x = 1 这个点，反而 x = 1 这个点好的不得了，对任意的 ε 从

n = 1 开始就都能成立. 所以真正坏的点是 x = 1 附近的点，它们最终难逃趋于零的命运，但对任意
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的 n 函数 xn 还是一个连续函数，只要 x 趋近于 1 它的值 xn 就也会趋近于 1，这就导致不一致收

敛.
还可以这样理解为什么 x = 1 本身并不是造成不一致收敛的原因，因为我们想取一个一致的足

够大的 N，而有限个点是不会对我们能不能取到这样一个 N 产生阻碍的.
对固定的 x ∈ (0, 1)，若想令 n 使得 xn < ε，就必须满足

n >
ln ε
lnx,

而当 x → 1 时，表达式的右边无限增加，所以知道没有一个数 n 可以对于所有的 x 值，适合不等

式. 所以我们再次重申，是 x = 1 附近的性态而不是 x = 1 本身破坏了一致收敛性.
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1.3 一致收敛性的判别法

• 柯西收敛原理

– 一致收敛，各项乘同一个有界函数仍一致收敛

• 魏尔斯特拉斯判别法

• 阿贝尔判别法

• 狄利克雷判别法

定理 1.1. 若函数项级数
+∞∑
n=1

un(x) 的项在 X 中适合不等式

|un(x)| ⩽ cn,

其中 cn 为一个收敛的数项级数
+∞∑
n=1

cn 的项，则级数
+∞∑
n=1

un(x) 在 X 中一致收敛且绝对收敛，事实

上，
+∞∑
n=1

|un(x)| 也一致收敛.

证明.

|un+1(x) + un+2(x) + · · ·+ un+m(x)|

⩽|un+1(x)|+ |un+2(x)|+ · · ·+ |un+m(x)|

⩽cn+1 + cn+2 + · · ·+ cn+m

⩽ε

命题 1.1. 存在函数项级数，它一致收敛但不绝对收敛.

例 1.6.
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2 级数和的函数性质

2.1 级数和的连续性

定理 2.1. 设函数 un(x) 定义在集合 X 上，x0 是 X 的一个内点，un(x) 在 x0 处连续. 若级数在集
合 X 上一致收敛，则级数的和 f(x) 在 x = x0 点上同样是连续的.

注记. 可以看到，我们为了证明和函数在 x0 处连续，实际上用不到级数在整个集合 X 上一致收敛
这么强的条件，只需要在 x0 附近一致收敛就够了. 这就是为什么对于开区间和无穷区间，我们有时
得不到一致收敛的结果，但内闭一致收敛是够用的.

上面的定理告诉我们，如果级数
∞∑

n=1

un(x) 的每一项 un(x) 都在区间 I 上连续，那么加上一致

收敛的条件后就能保证它的和函数也在 I 上连续.现在反过来问，在每个 un(x)都连续的前提下，从

和函数的连续性能否推出级数在 I 上一致收敛？一般来说，答案是否定的. 但如果考虑的是正项级
数，而且 I 是有界闭区间，答案则是肯定的.

定理 2.2 (Dini 定理). 设正项级数
∞∑

n=1

un(x) 在有界闭区间 [a, b] 上连续，若级数有在整个区间上也

连续的和 f(x)，则它在这区间上一致收敛.

定理 2.3 (Dini 定理). 设有界闭区间 [a, b] 上关于 n 单调增加的连续函数列 {fn(x)} 有连续的极限
函数 f(x)，那么这个趋向是一致的.

注记. Dini 定理往往能用来得到内闭一致收敛.

2.2 逐项取极限

我们再引进一个定理

2.3 级数的逐项求积分

定理 2.4. 若函数 un(x) 在区间 X = [a, b] 上连续，并且它们所组成的级数在这区间上一致收敛，则

级数的和 f(x) 的积分可表成下列的形状：∫ b

a

f(x)dx =
∞∑

n=1

∫ b

a

un(x)dx

=

∫ b

a

u1(x)dx+

∫ b

a

u2(x)dx+ · · ·+
∫ b

a

un(x)dx+ · · ·

证明. 由于函数 un(x) 与 f(x) 的连续性，所有这些积分的存在是显然的.
在区间 [a, b] 上，我们有恒等式

f(x) = u1(x) + u2(x) + · · ·+ un(x) + φn(x),

两侧积分，我们得到∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

u1(x)dx+

∫ b

a

u2(x)dx+ · · ·+
∫ b

a

un(x)dx+

∫ b

a

φn(x)dx.
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3 应用
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反常积分

1 积分限为无穷的反常积分

•
∫ +∞

a

f(x)dx := lim
A→+∞

∫ A

a

f(x)dx

• 假定函数 f(x) 是定义在区间 [a,+∞) 上而且在这区间的任意有限部分 [a,A] 上都是可积的.
如果同时 f(x) 还有一个原函数 F (x) 存在于整个区间 [a,+∞) 上，则有积分学基本公式∫ +∞

a

f(x)dx = F (+∞)− F (a)

• 需要知道的反常积分值

–
∫ +∞

0

e−x2dx =

√
π

2

–
∫ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2

–
∫ +∞

0

e−ax sin bxdx =
b

a2 + b2

–
∫ +∞

0

e−ax cos bxdx =
a

a2 + b2

•
∫ +∞

a

f(x)dx 收敛 ⇒ lim
A→+∞

∫ +∞

A

f(x)dx = 0,

∫ A2

A1

f(x)dx < ε

• 绝对收敛与条件收敛

• 非负函数的比较判别法

•

f(x) g(x) f(x) · g(x)
绝对可积 有界 绝对可积

条件可积 单调有界 条件可积

积分有界 单调趋于 0 条件可积

34
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1.1 积分学基本公式的用法

假定函数 f(x) 是定义在区间 [a,+∞) 上而且在这区间的任一有限部分 [a,A] 上都是可积的. 如
果同时 f(x) 还有一个原函数 F (x) 存在于整个区间 [a,+∞) 上，则按照积分学基本公式当有∫ A

a

f(x)dx = F (A)− F (a).

由此可见，要说存在反常积分就等于说存在有限极限

lim
A→+∞

F (A) = F (+∞).

1.2 与级数的类比 · 最简单的定理

定理 1.1.

1. 若积分
∫ ∞

a

f(x)dx 收敛，则对于任意 A，积分

∫ ∞

A

也收敛，同时

∫ ∞

a

f(x)dx =

∫ A

a

f(x)dx+

∫ ∞

A

f(x)dx

2. 在积分
∫ ∞

a

f(x)dx 收敛的情形，有

lim
A→∞

∫ ∞

A

f(x)dx = 0

与之对应的，我们没有

lim
x→∞

f(x) = 0

1.3 在正函数情形下积分的收敛性

若函数 f(x) 是非负的，则积分

Φ(A) =

∫ A

a

f(x)dx

是变量 A 的单调递增函数，对此函数当 A→ ∞ 时，有限极限的存在问题，很简单地就解决了

定理 1.2. 在 f(x) 为非负函数的情形下，为使反常积分收敛，必须且只需当 A 增加时积分保持上

有界，即 ∫ A

a

f(x)dx ⩽ L

以此为基础，我们有下述的对非负函数的比较定理

定理 1.3. 若至少当 x ⩾ A(A ⩾ a) 时成立不等式 f(x) ⩽ g(x)，则从积分

∫ ∞

a

g(x)dx 的收敛可以

得出

∫ ∞

a

f(x)dx 的收敛，或者同样，由积分
∫ ∞

a

f(x)dx 发散可以得出
∫ ∞

a

f(x)dx 发散.



CHAPTER 10. 反常积分 36

定理 1.4. 若极限
lim
x→∞

f(x)

g(x)
= K(0 ⩽ K < +∞)

存在，则当 K < +∞ 时，由积分

∫ +∞

a

g(x)dx 的收敛性推出积分
∫ +∞

a

f(x)dx 的收敛性，而当

K > 0，由第一个积分发散推出第二个积分发散.

在实际操作中，我们可以乘上一个 xλ，来证明到无穷的时候为有限数或零.

1.4 一般情形的积分收敛性

反常积分

∫ +∞

a

f(x)dx 的存在问题，按照定义，就归结到 A 的函数

Φ(A) =

∫ A

a

f(x)dx

当 A→ ∞ 时是否存在有限极限的问题.
运用布尔查诺与柯西的判别法到这个函数，即可把反常积分存在的条件叙述称下列形式

定理 1.5. 要反常积分
∫ +∞

a

f(x)dx 存在，必须且只需对于任意 ε > 0，存在 A0 > a 使得只要

A > A0 而且 A′ > A0 就有不等式 ∣∣∣∣∣
∫ A′

A

f(x)dx
∣∣∣∣∣ < ε

根据这个判别法很容易证明下面这个命题

命题 1.1. 若积分
∫ +∞

a

|f(x)|dx 收敛，则积分
∫ +∞

a

f(x)dx 更加收敛.

我们要注意，由积分

∫ +∞

a

f(x)dx的收敛，一般说并不能推出积分
∫ +∞

a

|f(x)|dx也收敛.基于这

个事实我们就从一般的收敛情形里特别划分出下述这个情形来：若积分

∫ +∞

a

f(x)dx与
∫ +∞

a

|f(x)|dx

同时收敛，则积分

∫ +∞

a

f(x)dx 就说是绝对收敛，而函数 f(x) 则说是在区间 [a,+∞) 上绝对可积

由上面的比较定理还可推出下面这一常常有用的定理.

定理 1.6. 若函数 f(x) 在区间 [a,+∞] 上绝对可积，而函数 g(x) 有界，则二者的积为一函数，在

区间 [a,+∞] 上绝对可积.

为了形成对比，进而体会到上面的定理的重要性，我们指出下面的定理

定理 1.7. 若函数 f(x) 在区间 [a,+∞] 上可积，而函数 g(x) 单调有界，则二者的积为一函数，在

区间 [a,+∞] 上可积. 如果去掉 g(x) 单调的条件，则一般是不对的.

1.5 阿贝尔判别法与狄利克雷判别法

当不存在绝对收敛性时，在一系列情况下，这两个判别法可判明反常积分的收敛性.

定理 1.8. 设函数 f(x) 与 g(x) 定义在区间 [a,+∞)，并且
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1.
∫ +∞

a

f(x)dx 收敛.

2. g(x) 单调有界

那么积分 ∫ ∞

a

f(x)g(x)dx

收敛.

例 1.1. 由 Dirichlet 判别法容易证明，当 λ > 0 时，积分∫ ∞

a

sinx
xλ

dx, a > 0

收敛. 特别地，当 λ = 1，我们由此推出积分∫ +∞

0

sinx
x

dx

收敛. 这里能取 a = 0 是因为被积函数当 x→ 0 时有有限极限. 可以证明，这个积分非绝对收敛，即
积分 ∫ +∞

0

| sinx|
x

dx

发散. 事实上，若这个积分收敛，则积分∫ +∞

a

sin2 x

x
dx, a > 0

收敛，因为 sin2 x ⩽ | sinx|. 换句话说积分

1

2

∫ +∞

a

1− cos 2x
x

dx

收敛，将它加上显然收敛的积分
1

2

∫ +∞

a

cos 2x
x

dx,

便能得出结论：积分
1

2

∫ +∞

a

1

x
dx

收敛，矛盾.

1.6 把反常积分化为无穷级数

无论如何选取一列上升到无穷的数 {An} (An > a)，相应的积分整序变量

{∫ An

a

f(x)dx
}
都

应趋向同一个有限的极限，这也就是反常积分

∫ +∞

a

f(x)dx 的值. 但是就另一方面来说，整序变量{∫ An

a

f(x)dx
}
的极限问题也就是级数

∞∑
n=1

∫ An

An−1

f(x)dx

的和问题. 于是可以断言：
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定理 1.9. 要反常积分
∫ +∞

a

f(x)dx 存在，当且仅当对于任一列数 An → +∞，级数

∞∑
n=1

∫ An

An−1

f(x)dx

都收敛到同一个和；这和就是反常积分的值.

我们要注意，在函数 f(x) 是非负的这种情形，要反常积分收敛就只要它对于特别选定的一列数

An → +∞ 为收敛就够了.
把积分的收敛问题化成级数的收敛问题，往往很有用处，因为这样就有可能运用级数的收敛与

发散的许多判别法.

例 1.2. ∫ ∞

0

sinx
x

dx

证明. 因 sinx 当 x 增加时轮流取正值与负值，变号的地点在 nπ(n = 1, 2, · · · )，所以我们很自然地
就拿这些数作为 An 来考虑级数

∞∑
n=0

∫ (n+1)π

nπ

sinx
x

dx

对通项 vn =

∫ (n+1)π

nπ

sinx
x

dx 施行变量代换 x = nπ + t 即得

vn = (−1)n
∫ π

0

sin t
nπ + t

dt

由此可见，级数的项时正负相见而绝对值单调递减的.
还有，当 n > 0 时，

|vn| =
∫ π

0

sin t
nπ + t

dt <
∫ π

0

1

nπ
dt = 1

n

所以级数的项的绝对值随指标无限增大而趋于零. 于是由莱布尼茨法则，收敛.
今以 I 表其和，这样就对于任意 ε > 0 都有一数 N，使当 n ⩾ N 时有不等式∣∣∣∣∫ nπ

0

sinx
x

dx− I

∣∣∣∣ < ε

假定 A > Nπ，则有一自然数 n0 使得 n0π ⩽ A < (n0 + 1)π，因而显然 n0 ⩾ N . 因函数 sinx

在区间 n0π 到 (n0 + 1)π 不变号，所以积分

∫ A

0

介于

∫ n0π

0

与

∫ (n0+1)π

0

之间，但是后面这两个积

分又都介于 I − ε 与 I + ε 之间，所以积分

∫ A

0

也必定如此.

于是对于所有的 A > Nπ 都有 ∣∣∣∣∫ A

0

sinx
x

dx− I

∣∣∣∣ < ε

因而存在积分 ∫ +∞

0

sinx
x

dx = I
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1.7 例题

例 1.3. ∫ ∞

0

(
e− a2

x2 − e− b2

x2

)
dx

例 1.4. ∫ ∞

0

(
x

ex − e−x
− 1

2

)
1

x2
dx

例 1.5. 讨论积分 ∫ +∞

a

xµ

eλx dx (µ, λ > 0)

的收敛性.

解.
xµ

eλx

∖
1

x2
=
xµ+2

eλx → 0, x→ +∞

例 1.6. 讨论下面积分的收敛性： ∫ +∞

1

∫ a

0

sin(β2x3)dβdx

证明. 试求内层积分当 x→ +∞ 时变小的阶. 在其中令 β2x3 = z, β =

√
z

x3
，有

∫ a

0

sin(β2x3)dβ =
1

2x3/2

∫ a2x3

0

sin z√
z

dz.

因积分

∫ +∞

0

sin z√
z

dz 收敛，存在一常数 L，使得对于所有 A > 0 都有∣∣∣∣∫ A

0

sin z√
z

dz
∣∣∣∣ ⩽ 2L.

于是积分

∫ a

0

sin(β2x3)dβ 的绝对值不超过 L

x3/2
. 由此推知所设积分绝对收敛.

例 1.7. 证明如下断言：
设函数 f(x) 给定在区间 [a,+∞)，其周期 ω > 0，而函数 g(x) 在同一区间单调，当 x→ +∞

时趋于 0，若常义积分 ∫ a+ω

a

f(x)dx = 0

则反常积分 ∫ ∞

a

f(x)g(x)dx

收敛. 反之，若 ∫ a+ω

a

f(x)dx = K 6= 0

则积分

∫ ∞

0

f(x)g(x)dx 收敛或发散决定于积分∫ ∞

a

g(x)dx

的收敛或发散.
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2 无界函数的反常积分

我们来看定义在有限区间 [a, b] 上的一个函数 f(x)，假定它在这区间上就通常意义而言为不可

积的. 则在区间 [a, b] 上必有一点 c，在它的每一邻域内函数都在通常以一下为不可积的.
其实，假如根本没有这样的一点存在，则区间 [a, b]上的每一点 x都可用一个邻域 σ 围起来，使

函数在它范围内为可积的. 由有限覆盖定理，粗可以把区间 [a, b] 分成有限个部分，在每部分内函数

都为可积的. 然而这样看来，函数必然要在整个区间 [a, b] 上为可积，因而要与假定相反了.
所说的 c 点自然要叫做奇点：在它这里“凝结”着函数的不可积性！奇点可以有若干个甚至无

穷个；例如狄利克雷函数，奇点就毫无意外地充满了整个区间 [0, 1].
我们现在只讨论有限个奇点 c1, c2, · · · , cm 的情形. 在这种情形，出现于这些点的“奇”性是很

容易发觉的：在这些点的每一个邻域中函数根本就是无界的（所以无界性就成为通常意义下不可积

的原因）. 要证明这件事只需看仅有一个奇点而且就是 b 的情形就够了.
所以假定对任意 0 < η < b− a，函数 f(x) 都在区间 [a, b− η] 上为可积（因而就为有界），但在

区间 [b− η, b] 上为不可积的. 要证明的是，在这些条件下函数 f(x) 不可能在 b 点附近为有界.
我们且假定这事的反面：对于 [a, b] 上的所有 x 都有

|f(x)| ⩽ L.

任意给定一数 ε > 0 后，我们取 η =
ε

6L
. 因函数 f(x) 在区间 [a, b− η] 上为可积，对于

ε

3
这个

正数必可得一数 δ > 0，使这区间分成长度 ∆xi′ < δ 的若干段时就有∑
i′

ωi′∆xi′ <
ε

3
.

我们还可以假定 δ < η. 现在把整个区间 [a, b] 分成长度 ∆xi < δ 的若干部分，在区间 [a, b− η] 之内

的那些部分记作 ∆xi′，其余的部分记作 ∆xi′′ . 于是，有∑
i′

ωi′∆xi′ <
ε

3
,

∑
i′′

ωi′′∆xi′′ < 2L
∑
i′′

∆xi′′ < 2L(η + δ) < 4Lη =
2

3
ε,

故得 ∑
i

ωi∆xi < ε.

然而这正是函数 f(x) 在整个区间 [a, b] 上可积的条件，矛盾！

这样看来，在奇点个数为有限的情形，奇点的特征就在于函数在它们的附近不为有界.这正是我
们在接下来定义奇点时所采用的.

2.1 积分学基本公式的用法 · 例题

若奇点发生在区间 [a, b] 之内，或在积分区间上同时有若干个奇点出现，这个公式也同样成立；

但是必须牢牢地记住要有一定的条件，就是要原函数 F (x) 在奇点以外各处都以 f(x) 为其导数，而

且处处连续，即使在奇点的地方也不要例外. 这样的原函数的存在自然保证了反常积分存在.
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2.2 积分存在的条件和判别法

我们现在给一个例子，表明一个积分可以收敛但不绝对收敛.
设在 0 < x ⩽ 2 时，

f(x) = 2x sin π

x2
− 2π

x
cos π

x2
.

这函数在 x > 0 时连续，在区间 [0, 2] 上的唯一奇点为 x = 0. 另一方面不难验证 f(x) 的原函数为

F (x) = x2 sin π

x2
,

当 x→ 0 时有极限 F (+0) = 0. 所以存在积分∫ 2

0

f(x)dx = x2 sin π

x2

∣∣∣∣2
0

= 2
√
2.

2.3 例题

例 2.1. ∫ θ

0

dφ√
cosφ− cos θ

, θ < π

注记. 根式内部必须大于等于零，因此 θ 至多不能超过 π.

解. 奇点 φ = θ.
因存在导数

lim
φ→θ

cosφ− cos θ
φ− θ

= − sin θ,

被积函数当 φ→ θ 时就
1

θ − φ
而言为

1

2
阶无穷大.

积分收敛.
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3 反常积分的性质与变形
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4 反常积分的特别计算法

4.1 Frullani 积分

∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx (a > 0, b > 0).

I

我们对函数 f(x) 作下列的假定：

1. 函数 f(x) 对于 x ⩾ 0 有定义而且连续.

2. 当 x→ +∞ 时具有有限的极限
f(+∞) = lim

x→+∞
f(x).

设 0 < δ < ∆ < +∞，存在有积分∫ ∆

δ

f(ax)− f(bx)

x
dx =

∫ ∆

δ

f(ax)

x
dx−

∫ ∆

δ

f(bx)

x
dx

=

∫ a∆

aδ

f(x)

x
dx−

∫ b∆

bδ

f(x)

x
dx

=

∫ bδ

aδ

f(x)

x
dx−

∫ b∆

a∆

f(x)

x
dx
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5 反常积分的近似计算

6 非负函数无穷积分的收敛判别法

定义 6.1. 考虑 [a,+∞)
f−→ R，给定 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积，∀A ⩾ 0，称无穷积分

∫ ∞

a

f 收

敛，是指 ∃ lim
A→+∞

∫ A

a

f ∈ R

称 lim
A→+∞

F (A) 存在，是指存在 I ∈ R, ∀ϵ > 0, ∃A > 0, ∀x ⩾ A 时，|F (x)− I| < ϵ

定理 6.1. 设 f ⩾ 0，无穷积分

∫ ∞

a

f 收敛 ⇔F (A) =

∫ A

a

f(x)dx 在 [a,+∞) 上有界.

观察：设

∫ ∞

a

f 收敛，f 不必非负，取 {An} ⊂ [a,+∞) 单调递增趋于 +∞，A1 = 0，那么有

∫ AN+1

a

f =
N∑

n=1

∫ An+1

An

f

令 N → ∞，得 ∫ ∞

a

f =
∞∑

n=1

∫ An+1

An

f

定理 6.2. 设 [a,+∞)
f−→ R 非负，若存在 {An} 单调递增到 +∞，A1 = 0，使

∞∑
n=1

∫ An+1

An

f 收敛，

那么 ∫ ∞

a

f =
∞∑

n=1

∫ An+1

An

f

证明. 因 a ⩽ An ↗ +∞, ∀A ⩾ a, ∃n ∈ N, 使得 An ⩽ A ⩽ An+1，又因 f ⩾ 0 且 a = A1，

n−1∑
k=1

∫ Ak+1

Ak

f =

∫ An

a

f ⩽
∫ A

a

f ⩽
∫ An+1

a

f =
n∑

k=1

∫ An+1

Ak

f

当 A→ ∞ 时，相应地 n→ ∞, 从而
∫ ∞

a

f =

∞∑
k=1

∫ Ak+1

Ak

f

例 6.1. 考虑 f(x) =
x

1 + x6 sin2 x
, x ∈ [0,+∞), 那么 f 是非负函数且 f ∈ C∞[0,+∞).

观察到 ∀n ∈ N, f(nπ) = nπ, 因此 f 无界，但

∫ ∞

0

f 收敛，事实上

∫ (n+1)π

nπ

f =

∫ (n+1)π

nπ

xdx
1 + x6 sin2 x

⩽ (n+ 1)π

∫ (n+1)π

nπ

dx

1 + n6 sin2 x
x放成(n+ 1)π, x6放成n6

= 2(n+ 1)π

∫ π
2

0

dx

1 + n6 sin2 x
利用被积函数的周期性和对称性

⩽ 2(n+ 1)π

∫ π
2

0

dx

cos2 x+ n6 sin2 x
1放成 cos2 x
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=
2(n+ 1)π

n3

∫ π
2

0

n3dx
cos2 x+ n6 sinx

=
2(n+ 1)π

n3

∫ π
2

0

d(n3 tanx)
1 + (n3 tanx)2

=
2(n+ 1)π

n3

∫ +∞

0

dt
1 + t2

=
2(n+ 1)π

n3

π

2
=

(n+ 1)π2

n3

⩽ 2π2

n2
(n+ 1)放成2n

例 6.2. 设
∫ ∞

a

f(x)dx 收敛. 证明：如果 lim
x→+∞

f(x) = b 存在，那么必有 b = 0.

证明. 略
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7 无穷积分的 Dirichlet 与 Abel 判别法

定理 7.1.
∫ ∞

a

f 收敛 ⇔∀ϵ > 0, ∃A0 > 0, ∀A
′
, A

′′
> A0，使得

|
∫ A

′′

A′
f | < ϵ

定理 7.2 (Abel 引理). 设 [a, b]
g−→ R 单调，f 在 [a, b] 可积，如果存在 M > 0，∀c ∈ [a, b]，

|
∫ c

a

f | ⩽M，那么

|
∫ b

a

fg| ⩽M(|g(a)|+ 2|g(b)|)

定理 7.3. 设 f 在 [a, b] 上可积，g 在 [a, b] 上非负，单调递减，那么存在 ξ ∈ [a, b] 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx

证明. 由条件 fg 可积，取 [a, b] 的分割 π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b，则有∫ b

a

fg =
n∑

i=1

由 f 有界及 g 在 [a, b] 上可积，当 ‖π‖ → 0，就有上式右边的第二项趋于零，从而可将上式写成∫ b

a

fg = lim

例 7.1. 研究下列积分的敛散性

1. ∫ ∞

0

[t]− t+ 1/2

t+ x
dt(x > 0)

2. ∫ ∞

0

[t]− t+ a

t+ x
dt(x > 0, a 6= 1

2
)

解.
∫ ∞[t]−t+ 1

2

0

有界，用 Dirichlet 判别法
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8 瑕积分的收敛判别法

如何判断瑕积分的敛散性？先看一个简单的例子.
为了研究积分

∫ 1

0

1√
x

dx 的敛散性，作变换 1√
x
= y, x =

1

y2
，即得

∫ 1

ε

1√
x

dx =

∫ 1

1/
√
ε

y

(
− 2

y3

)
dy =

∫ 1/
√
ε

1

2

y2
dy

这样就把判断瑕积分

∫ 1

0

1√
x

dx 收敛的问题归结为判断无穷积分
∫ +∞

1

1

y2
dy 的收敛问题.

例 8.1. 函数 1√
1− x2

在任意区间 [0, 1− η](0 < η < 1) 上都有界而且可积，并且

∫ 1−η

0

1√
1− x2

dx = arcsinx
∣∣∣∣1−η

0

= arcsin(1− η) → π

2
as η → 0

因此存在反常积分 ∫ 1

0

1√
1− x2

dx =
π

2

例 8.2. 判断反常积分 ∫ b

a

1

(x− a)λ
dx (b > a)

对于指数 λ > 0 的哪些值存在.

解. 若 λ 6= 1，则积分

∫ b

a+η

1

(x− a)λ
dx =

1

1− λ

[
(b− a)1−λ − η1−λ

] η→0
====


∞ λ > 1

(b− a)1−λ

1− λ
λ < 1

若 λ = 1，则 ∫ b

a+η

1

x− a
dx = ln(b− a)− ln η → +∞ as η → 0

所以积分

∫ b

a

1

(x− a)λ
dx 在 λ < 1 时收敛而在 λ ⩾ 1 时发散.

注记. 我们来看定义在有限区间 [a, b] 上的一个函数 f(x)，假定它在这区间上就通常意义而言为不

可积的. 则在区间 [a, b] 上必有一点 c，在它的每一邻域内函数都（在通常意义下）为不可积的.
其实，假如根本没有这样的一点存在，则区间 [a, b] 上的每一点 x 都可用一个邻域 σ 围起来，

使函数在它范围内为可积的. 运用博雷尔引理到覆盖着区间 [a, b] 的这组邻域，很容易把区间 [a, b]

分成有限个部分，在每部分内函数都为可积的. 然而这样看来，函数必然要在整个区间 [a, b] 上为可

积，因而要与假定矛盾了.
所说的 c 点自然也叫做奇点：在它这里“凝结”着函数的不可积性！奇点可以有若干个甚至无

穷个；例如狄利克雷函数的情形，奇点就毫无例外地充满了整个区间 [0, 1].
我们现在只讨论有限个奇点 c1, c2, · · · , cm 的情形. 在这种情形，出现于这些点的“奇”性是很

容易发觉的：在这下点的每一个邻域中函数根本就是无界的（所以无界性就成为于通常意义下不可

积的原因）. 要证明这件事只需看仅有一个奇点而且就是 b 的情形就够了.
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所以假定对任意 η > 0(η < b− a) 函数 f(x) 都在区间 [a, b− η] 上为可积（因而就为有界），但

在区间 [b− η, b] 上为不可积的. 要证明的是，在这些条件下函数 f(x) 不可能在 b 点附近为有界.
我们且假定这事的反面：对于 [a, b] 上的所有 x 都有

|f(x)| ⩽ L.

任意给定一数 ε > 0 后，我们取 η =
ε

L
. 因函数 f(x) 在区间 [a, b− η] 上为可积，对于

ε

3
这个

正数必可得一数 δ > 0，使这区间分成长度 ∆xi < δ 的若干段时就有∑
i

ωi∆xi <
ε

3
,

这样看来，在奇点个数为有限的情形，奇点的特征就在于函数在它们的附近不为有界. 这正是我
们在之前定义奇点时所采用的.

8.1 积分学基本公式的用法 · 例题

假设函数 f(x) 定义在区间 [a, b] 上而且（就通常意义而言）于每一个区间 [a, b− η] 上可积，但

以 b 为一奇点. 若函数 f(x) 在区间 [a, b) 内也就是对于 a ⩽ x < b，具有一原函数 F (x)，则∫ b−η

a

f(x)dx = F (b− η)− F (a) = F (x)

∣∣∣∣b−η

a

,

因而反常积分的存在就等于有限极限 lim
η→0

F (b − η) 的存在. 若这个极限真的存在而为有限，我们自
然就把它当作原函数 F (x) 在 x = b 时的值 F (b)，以使 F (x) 在整个区间 [a, b] 上连续.
于是反常积分的计算公式呈通常形状；∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (x)

∣∣∣∣b
a

.

例 8.3.
∫ 8

−1

1
3
√
x

dx，奇点为 x = 0.

被积函数的原函数为
3

2
x

2
3，在奇点 x = 0 处连续，所以积分存在，可直接用牛顿-莱布尼茨公式

写出： ∫ 8

−1

1
3
√
x

dx =
3

2
x

2
3

∣∣∣∣8
−1

=
9

2

例 8.4.
∫ 2

−2

2x

x2 − 1
dx 不存在，因原函数 ln |x2 − 1| 在奇点 x = ±1 处成为 ∞.

例 8.5.
∫ 1

0

arcsinx√
1− x2

dx，奇点为 1

2
(arcsinx)2 在 x = 1 处连续；所以积分存在为

1

8
π2.

例 8.6.
∫ 1

0

lnxdx，奇点为 x = 0，这里原函数 x lnx− x 当 x → 0 时以 0 为极限，把这极限值当

作原函数在 x = 0 的值，即有 ∫ 1

0

lnxdx = (x lnx− x)

∣∣∣∣1
0

= −1
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例 8.7.
∫ 2

1

1

x
√
3x2 − 2x− 1

dx，奇点为 x = 1，我们有

∫ 2

1

1

x
√
3x2 − 2x− 1

= − arcsin x+ 1

2x

∣∣∣∣2
1

=
π

2
− arcsin 3

4

例 8.8.
∫ 2

1

1

x lnxdx，奇点为 x = 1，积分不存在，因原函数 ln lnx 在 x = 1 处成为 ∞.

8.2 积分存在的条件和判别法

例 8.9.
∫ 1

0

1
4
√
1− x4

dx，被积函数当 x→ 1 时是
1

4
阶无穷大.

1
4
√
1− x4

:
1

4
√
1− x

=
1

4
√
1 + x+ x2 + x3

→ 1
4
√
4
as x→ 1

因此积分收敛.

注记. 该看的不是 x 上面是多少次，该看的是造成奇点的因式是多少阶的. 比如 1−x4 = (1−x)(1+
x+ x2 + x3)，在 1 处造成奇点的因式 (1− x) 只有一阶.

例 8.10.
∫ 1

0

1√
(1− x2)(1− k2x2)

dx(k2 < 1)，当 x→ 1 时是
1

2
阶无穷大，积分收敛.

例 8.11.
∫ 1

0

xµ lnxdx

解.

• 若 µ > 0，无奇点，积分是作为常义积分存在的.

• 若 µ = 0，反常可积.

• 若 µ < 0，不妨改写成

∫ 1

0

lnx
xµ

dx，其中 µ > 0.

注记. 对常义积分来说，是没有所谓的绝对可积的概念的，因为在常义积分的情况下，f 可积能够推
出 |f | 可积！

定理 8.1. 若函数 f(x) 在区间 [a, b] 上绝对可积，而函数 g(x) 在 [a, b] 上通常意义下可积，则函数

f(x)g(x) 在上述区间上绝对可积.

与级数的联系由下述定理给出：

定理 8.2. 要反常积分
∫ b

a

f(x)dx（以 b 为奇点）存在，必须且只需对于任何一列数 an → b，级数

∞∑
n=0

∫ an+1

an

f(x)dx(a0 = a, a ⩽ an < b)

都收敛到同一个和数；这和数也就是反常积分的值.
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例题

例 8.12. ∫ θ

0

1√
cosφ− cos θ

dφ

例 8.13. ∫ ∞

0

xa−1

1 + x
dx

解. ∞ 是一个奇点，当 a− 1 < 0，即 a < 1 时，0 也是一个奇点.
因此我们将积分分为两部分

∫ ∞

0

=

∫ 1

0

+

∫ ∞

1

对于第一部分，当 1− a < 1 时收敛，即 a > 0.
对于第二部分，当 2− a > 1 时收敛，即 a < 1.
综上，当 0 < a < 1 时积分收敛.

例 8.14. ∫ ∞

0

lnx
1 + x2

dx

解. ∞ 是一个奇点，0 也是一个奇点.、
因此我们将积分分成两部分

∫ ∞

0

=

∫ 1

0

+

∫ ∞

1

.



Chapter 11

依赖于参数的积分

1 含参变量常义积分

• I(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx

• f(x, y) 当 y → y0 时（对于 x ∈ [a, b]）一致收敛到 φ(x)，那么

lim
y→y0

∫ b

a

f(x, y)dx =

∫ b

a

φ(x)dx

– 对任意 ε > 0，存在 δ > 0，只要 |y−y0| < δ，那么对任意 x ∈ [a, b]，都有 |f(x, y)−φ(x)| < ε

– 若 f(x, y) 一致连续，则当 y → y0 时 f(x, y) 一致收敛于 f(x, y0)

• 如果有一个极限是一致极限，则两个累次极限存在且相等

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

• Dini 定理

非重点：

• 一致收敛的充要条件

– Cauchy 收敛原理

– 当 yn 按照任意规律趋向于 y0 时函数列 {f(x, yn)} 一致收敛

• 积分号下的微分法

• 累次积分交换次序

51
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1.1 一致收敛的概念

定义 1.1. 设函数 f(x, y) 定义在二维的集合 M = X × Y 中，并且 Y 中有一个聚点，例如有限的
数值 y0. 若

(1) 函数 f(x, y) 当 y → y0 时逐点收敛到函数 φ(x).

(2) 对任意 ε > 0，存在 δ > 0，只要 |y − y0| < δ 时，便对 X 中所有的 x，都有

|f(x, y)− φ(x)| < ε.

则我们说函数 f(x, y) 当 y → y0 时关于 x 一致收敛于 φ(x).

注记. 上述的 φ(x) 与 f(x, y0) 不必有什么关系，但我们之后将会看到，当对 f 加上一些光滑性的

条件之后，f(x, y0) 就是 φ(x).

定理 1.1 (一致适合 Cauchy 收敛原理). 函数 f(x, y) 当 y → y0 时一致收敛于某函数当且仅当对任

意 ε > 0，存在 δ > 0，只要 |y − y0| < δ, |y′ − y0| < δ, 时，对 X 中所有的 x，都有

|f(x, y)− f(x, y′)| < ε.

定理 1.2 (函数列). 当 y → y0 时要使函数 f(x, y) 一致趋向于函数 φ(x)，其充分与必要条件是：当

yn（在 Y 中的值）按照任何变化的规律趋向于 y0 时，每一序列 {f(x, yn)} 一致收敛于 φ(x).

现在设集合 X 代表有限闭区间 [a, b].我们知道如果函数序列 {fn(x)}在有限闭区间上一致收敛
于极限函数，并且 fn(x) 是连续的（或在常义积分意义下为可积的），则后面的极限函数也一定是连

续的（或在常义积分意义下为可积的）. 由定理1.2，这结果显然可以推广到一般的情形.

定理 1.3. 若对于 Y 中的任意 y 值，就区间 X = [a, b] 上的 x 来说，函数 f(x, y) 是连续的（可积

的），并且当 y → y0 时 f(x, y) 一致地趋向于极限函数 φ(x)，则 φ(x) 也是连续的（可积的）.

定理 1.4 (累次极限交换次序). 设函数 f(x, y) 定义在二维集合M = X × Y 上，并且集合 X 及 Y
各有聚点 x0 及 y0.
设对于 X 中每一个 x 值有逐点的极限

lim
y→y0

f(x, y) = φ(x),

且对于 Y 中每一个 y 值有逐点的极限

lim
x→x0

f(x, y) = ψ(y),

若上述两个逐点极限有一个还是一致极限，则两个累次极限

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

存在且相等.

证明.
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1. Step1. 不妨设 y 的趋向关于 x 是一致的，我们证明 x 的极限函数关于 y 的趋向存在极限.

给定任意 ε > 0，存在 δy > 0，对任意 x ∈ X，只要

|y − y0| < δy, |y′ − y0| < δy

就有

|f(x, y)− f(x, y′)| < ε.

在上面这个不等式中令 x→ x0，注意，上面这个不等式中 δy 关于 x 的一致性保证了我们这个

令是可以的.

得到

|ψ(y)− ψ(y′)| < ε

整理一下语言，我们得到的结果就是，对任意 ε > 0，存在 δy > 0，只要

|y − y0| < δy, |y′ − y0| < δy,

就有

|ψ(y)− ψ(y′)| < ε

我们重申，上面的式子是怎么得到的呢？是因为我们首先关于任意的 x 一致地有类似的式子，

然后令 x 趋于 x0，就得到了上面的事情.

这样，我们就证明了 ψ(y) 当 y → y0 是存在有限的极限 A.

2. Step2. 证明 lim
x→x0

φ(x) = A.

1.2 在积分号下的极限过程

现在回到所考虑的依赖于参数 y 的积分 I(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx，并首先限制在有限区间 [a, b] 上，

及函数在通常的意义下为可积的这一情形.

定理 1.5. 若函数 f(x, y) 当 y 为常量时对于 [a, b] 上的 x 值为可积，并且在 y → y0 时对于 x 一致

趋于极限函数 φ(x)，则成立

lim
y→y0

∫ b

a

f(x, y)dx =

∫ b

a

φ(x)dx

定理 1.6. 若二元函数 f(x, y) 在矩形 [a, b]× [c, d] 上是确定的，且连续的，则积分

∫ b

a

f(x, y)dx 在

区间 [c, d] 上是参数 y 的连续函数.

注记. I(y) 是连续函数，按定义，意思是说

lim
y→y0

∫ b

a

f(x, y)dx =

∫ b

a

f(x, y0)dx

根据上一个定理，我们只需要说明，在 f(x, y) 是连续函数的假定下，f(x, y0) 就是当 y → y0 时

f(x, y) 的一致极限.
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定理 1.7. 设函数 f(x, y) 定义在矩形 [a, b; c, d] 上，当 y 在 [c, d] 上为任意常量时，它对于 x 是连

续的. 其次假定在矩形区域上偏导数 f ′
y(x, y) 存在，同时把 f ′

y(x, y) 看成二元函数，它是连续的，则

当 y 在 [c, d] 上为任意值时，有

I ′(y) =

∫ b

a

f ′
y(x, y)dx.

证明. 函数 f(x, y) 对 x 的连续性保证了积分

I(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx

的存在性.
固定任意的 y = y0 值，给它加上改变量 ∆y = k，则

I(y0) =

∫ b

a

f(x, y0)dx, I(y0 + k) =

∫ b

a

f(x, y0 + k)dx,

因此
I(y0 + k)− I(y0)

k
=

∫ b

a

f(x, y0 + k)− f(x, y0)

k
dx

左侧极限的存在问题就转化为右侧含参变量积分的极限存在问题.
由拉格朗日中值定理，

f(x, y0 + k)− f(x, y0)

k
= f ′

y(x, y0 + θk), θ ∈ (0, 1).

而 f ′
y(x, y)在矩形 [a, b; c, d]上一致连续，因此当 k趋于 0时 f ′

y(x, y0+θk)一致收敛到 f ′
y(x, y0)，

这就有

I ′(y0) =

∫ b

a

f ′
y(x, y0)dx.

例 1.1. 计算积分
I =

∫ 1

0

xb − xa

lnx dx (0 < a < b)

解. 在上述积分中把 a 看做常数，把 b 看做参变量，可得

dI
db =

∫ 1

0

xbdx =
1

b+ 1
.

因此

I = ln(b+ 1) + c.

显然，当 b = a 时，I = 0，因而 x = − ln(a+ 1)，我们就得到

I = ln b+ 1

a+ 1
.
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1.3 在积分号下的积分法

例 1.2. 设 f(x, y) = xy 在矩形 [0, 1; a, b] 上，其中 0 < a < b.

解. ∫ b

a

∫ 1

0

xydxdy =

∫ 1

0

∫ b

a

xydydx

LHS =

∫ b

a

1

y + 1
dy = ln b+ 1

a+ 1

RHS =

∫ 1

0

xb − xa

lnx dx

例 1.3. 在函数 f(x, y) =
y2 − x2

(x2 + y2)2
于矩形 [0, 1; 0, 1] 上的情形下，定理的条件并不适合：在 (0, 0)

点是间断的.

1.4 积分限依赖于参数的情形

I(y) =

∫ β(y)

α(y)

f(x, y)dx

我们仅限于研究这类积分中对于参数的连续性及可微性问题.

1.5 仅依赖于 x 的因子的引入
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2 积分的一致收敛性

• 积分的一致收敛性的定义

– 对任意 ε > 0，存在A0 ⩾ a，只要A > A0，那么对于任意 y ∈ Y 都有
∣∣∣∣∫ +∞

a

f(x, y)dx−
∫ A

a

f(x, y)dx
∣∣∣∣ =∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, y)dx
∣∣∣∣ < ε

• 判断积分一致收敛的方法

1.
lim

A→+∞
sup
y∈Y

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, y)dx
∣∣∣∣ = 0

2. Cauchy 收敛原理

3. 对任意满足 A0 = a,An ⩾ a，趋向 +∞ 的数列 {An}∞n=0，级数

∞∑
n=0

∫ An+1

An

f(x, y)dx

收敛

4. 魏尔斯特拉斯判别法

5. Dirichlet 判别法

6. Abel 判别法

• 判断积分不一致收敛的方法

1.
lim

A→+∞
sup
y∈Y

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, y)dx
∣∣∣∣ 6= 0

2. y0 为 Y 的一个聚点，对于 y ∈ Y\ {y0} 积分
∫ +∞

a

f(x, y) 收敛，但

∫ +∞

a

f(x, y0)dx 发

散，积分不一致收敛

• 需要知道的一些积分值

1.
∫ +∞

0

e−x2dx =

√
π

2

2.
∫ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2

2.1 积分的一致收敛性的定义

例 2.1. 讨论积分 ∫ +∞

0

ye−xydx

的收敛性.
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证明. 首先，这个积分对于每一个定值 y ⩾ 0 是收敛的.
下面计算反常积分 ∫ +∞

A

ye−xydx.

当 y = 0 时无论 A 为何值，它是零. 如果 y > 0 则借助于代换 xy = t，∫ +∞

A

ye−xydx =

∫ +∞

Ay

e−tdt = e−Ay.

当 y > 0 为固定值时，这个表达式在 A→ +∞ 时很明显地趋于 0，下面要看这个趋向是否是一

致的.
对任意 ε > 0，要想使

e−Ay < ε,

则必须

A > − ln ε
y
,

因此不一致收敛.

2.2 一致收敛的条件 · 与级数的联系

利用之前函数的一致收敛于极限的判别法，对于这里所考虑的特殊情形，可以相应地得到如下

的判别法

定理 2.1. 为了要积分对于 y 在范围 Y 上一致收敛，它的充分必要条件是，当给定任意值 ε > 0，可

以找到这样的数 A0 不依赖于 y，只要 A′ > A > A0，就有不等式∣∣∣∣∣
∫ A′

A

f(x, y)dx
∣∣∣∣∣ < ε

对于所有的 y 值在范围 Y 上同时成立.

定理 2.2.
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2.3 例题

例 2.2. 讨论下列广义积分的一致收敛性：

(1)

∫ +∞

0

e−(1+a2)t sin tdt, a ∈ (−∞,+∞)

(2)

∫ +∞

0

cosxy√
x+ y

dx, y ⩾ y0 > 0

(3)

∫ +∞

0

e−tx2dx, t ∈ (0,+∞)

(4)

∫ +∞

1

e−αx cosx√
x

dx, α ∈ [0,+∞)

(5)

∫ +∞

0

e−(x−y)2dx, y ∈ (−∞,+∞)

(6)

∫ +∞

0

x lnxe−t
√
xdx, t ⩾ t0 > 0

(7)

∫ +∞

1

1− e−ut

t
cos tdt, u ∈ [0, 1]

(8)

∫ +∞

0

αt

1 + α2 + t2
e−α2t2 cosα2t2dt, α ∈ (0,+∞)

证明. (8) 令 u = t2，则∫ +∞

0

αt

1 + α2 + t2
e−α2t2 cosα2t2dt =

∫ +∞

0

α

2(1 + α2 + u)
e−α2u cosα2udu

例 2.3. 直接证明以下积分 ∫ +∞

1

y2 − x2

(x2 + y2)2
dx

对 y 的所有值是一致收敛的.

例 2.4. 直接证明以下积分 ∫ +∞

0

sinαx
x

dx

对 α 在范围 α ⩾ α0 > 0 内是一致收敛的. 并且在范围 α ⩾ 0 内是不一致收敛的.

例 2.5. 证明积分 ∫ +∞

0

x sinβx
α2 + x2

dx, (α, β > 0)

对 β 在 β ⩾ β0 > 0 时是一致收敛的.

证明. 对于 β ⩾ β0 > 0， ∣∣∣∣∫ A

0

sinβxdx
∣∣∣∣ = 1− cosβA

β
⩽ 2

β0
.

另一方面，表达式
x

α2 + x2

并不包含参数 β，并且关于 x 的增加单调递减趋于 0.
由 Dirichlet 判别法，积分一致收敛.
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3 积分一致收敛性的应用

3.1 在积分号下的极限过程

现在让我们主要的来研究关于无穷区间上的积分在积分号下取极限的问题. 第1.2小节中的定
理1.5不能推广到现在这个情形；纵使在完全的无穷区间上内，当 y → y0 时函数 f(x, y) 一致趋

向于极限函数 φ(x)，积分号下的极限过程仍是不允许的.
试举例来说，考虑函数 fn(x) =

n

x3
exp

(
− n

2x2

)
x > 0

fn(0) = 0
, n = 1, 2, · · ·

f ′
n(x) = −3n

1

x4
exp

(
− n

2x2

)
+

n

x3
exp

(
− n

2x2

) n

x3

= exp
(
− n

2x2

)(−3nx2 + n2

x6

)

当 x =

√
n

3
时 fn(x) 取最大值

3
√
3√
n

e− 3
2 → 0 当 n → ∞. 因此 fn(x) 当 n → ∞ 时在整个区间

[0,+∞) 内一致地趋向于极限函数 φ(x) = 0.

然而积分∫ +∞

0

fn(x)dx =

∫ +∞

0

n

x3
exp

(
− n

2x2

)
dx =

∫ +∞

0

exp
(
− n

2x2

)
d
(
− n

2x2

)
= 1.

当 n→ ∞ 时，并不趋于 0.

注记. 在 [0,+∞) 上一致收敛与对于任意 A > 0 在 [0, A] 上一致收敛是不一样的.

关于容许无穷区间上的积分在积分号下的极限过程的充分条件给出以下的定理：

定理 3.1.

1. 对任意有限区间 [a,A]，f(x, y) 当 y → y0 时一致趋向于 φ(x)；

2. 无穷积分
∫ +∞

a

f(x, y)dx 关于 y 是一致收敛的，换句话说，极限过程

lim
A→+∞

∫ A

a

f(x, y)dx

关于 y ∈ Y 是一致的.

则

lim
y→y0

∫ +∞

a

f(x, y)dx =

∫ +∞

a

φ(x)dx

即

lim
y→y0

lim
A→+∞

∫ A

a

f(x, y)dx = lim
A→+∞

lim
y→y0

∫ A

a

f(x, y)dx = lim
A→+∞

∫ A

a

lim
y→y0

f(x, y)dx
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注记. 在证明中，我们时而将 y 与 x 视作一对，时而将 y 与 A 视作一对.
当我们将 y 与 x 视作一对时，我们讨论的函数是 f(x, y)，我们可以讨论当 y → y0 时关于 x 的

一致极限问题和 x→ x0 时关于 y 的一致极限问题，证明中我们用到的是前者.

当我们将 y 与 A 视作一对时，我们讨论的函数是

∫ A

a

f(x, y)dx，我们可以讨论当 y → y0 时关

于 A 的一致极限问题和 A→ +∞ 时关于 y 的一致极限问题，证明中我们用到的是后者.
一致收敛是个好东西，它可以保证有限区间上积分的积分号下取极限的合理性，也可以保证累

次极限的交换次序. 值得注意的是，在保证累次极限交换次序时，我们只需要要求其中一个收敛是一
致的就可以了.
事实上，当我写出

lim
y→y0

lim
A→+∞

∫ A

a

f(x, y)dx = lim
A→+∞

lim
y→y0

∫ A

a

f(x, y)dx = lim
A→+∞

∫ A

a

lim
y→y0

f(x, y)dx,

事情已经相当清楚了. 第一个等号是累次极限的交换次序，能这样做是因为 A→ +∞ 这个极限关于
y 是一致的，也就是所谓的无穷积分是一致收敛的；第二个等号是有限区间上积分号下取极限，能

这样做是因为对任意有限区间 [a,A]，f(x, y) 当 y → y0 时一致收敛于 φ(x)，注意我们这里不需要

f(x, y) 在整个区间 [a,+∞) 上都收敛于 φ(x) 那么强.
本来想整理下证明的，不过现在看来这个注记就足够了. 最后，让我们看看，在“对任意有限区

间 [a,A]，f(x, y) 当 y → y0 时一致收敛于 φ(x)”的假定下， lim
y→y0

∫ A

a

f(x, y)dx 的极限过程关于 A

是一致的是什么意思:
对任意 ε > 0，存在 δ > 0，对任意的 A > a，只要 |y − y0| < δ，都有∣∣∣∣∫ A

a

f(x, y)− φ(x)dx
∣∣∣∣ < ε.

可以看到这个条件挺奇怪的.

由此运用广义 Dini 定理可以得到这样的

推论 3.1. 设非负的函数 f(x, y) 对 x 在区间 [a,+∞] 内是连续的，并且随着 y 的增加而增加，当

y → y0 时 f(x, y) 趋于极限函数 φ(x)，而且 φ(x) 也在所说的区间内是连续的. 再假设∫ +∞

a

φ(x)dx

存在，那么对一切 y < y0 且 y ∈ Y ∫ +∞

a

f(x, y)dx

也存在，并且

lim
y→y0

∫ +∞

a

f(x, y)dx =

∫ +∞

a

φ(x)dx

成立.

定理 3.2. 设函数 f(x, y) 当 y ∈ Y 时在区间 [a, b− η] 对任意的 η > 0 在通常意义下是可积的，并

在每一个这样的区间上当 y → y0 时对 x 一致趋于极限函数 φ(x)，再若积分∫ b

a

f(x, y)dx

对 y 在 Y 上一致收敛，则有公式

lim
y→y0

∫ b

a

f(x, y)dx =

∫ b

a

φ(x)dx.
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3.2 例题

例 3.1. 借助于级数的展开，计算积分 ∫ 1

0

ln(1− x)

x
dx.

解. 把被积函数展开为级数

ln(1− x)

x
= −1− x

2
− x2

3
− x3

4
− · · · ,

其中所有的项都是负的.
在 x = 1 附近，一致收敛是被破坏了的. 事实上，我们有这样的定理：

定理 3.3. 设对每个 n，函数 un(x) 在 x = c 处左连续，又已知
∞∑

n=1

un(c) 发散. 那么，对任意正数

δ > 0，
∞∑

n=1

un(x) 在区间 (c− δ, c) 上必不一致收敛.

但是它是内闭一致收敛的，这是由 Dini 定理保证的.

例 3.2. 由
1

2n+ 1
=

∫ 1

0

x2ndx,

计算级数的和

σ = 1 +
1

3
− 1

5
− 1

7
+

1

9
+

1

11
− · · ·
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4 欧拉积分

4.1 第一型欧拉积分

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx

• 定义域：(0,+∞)× (0,+∞)

当 a− 1 < 0 时，x = 0 是奇点；当 b− 1 < 0 时，x = 1 是奇点.

考虑 x = 0 附近的性态，xa−1 =
1

x1−a
，因此当 1− a < 1 时积分收敛；同理可得当 1− b < 1

时积分收敛.

• B(a, b) = B(b, a)

• 当 b > 1 时，借助于分部积分可得

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx

=

∫ 1

0

(1− x)b−1dx
a

a

= (1− x)b−1x
a

a

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

xa

a
d(1− x)b−1

=
b− 1

a

∫ 1

0

xa(1− x)b−2dx

=
b− 1

a

∫ 1

0

[
xa−1 − xa−1(1− x)

]
(1− x)b−2dx

=
b− 1

a

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−2dx− b− 1

a

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx

=
b− 1

a
B(a, b− 1)− b− 1

a
B(a, b)

B(a, b) =
b− 1

a+ b− 1
B(a, b− 1)

B(a, n) =
n− 1

a+ n− 1
B(a, n− 1)

=
n− 1

a+ n− 1

n− 2

a+ n− 2
B(a, n− 2)

=
n− 1

a+ n− 1

n− 2

a+ n− 2
· · · 1

a+ 1
B(a, 1)

B(a, 1) =

∫ 1

0

xa−1dx =
1

a

B(a, n) =
1 · 2 · 3 · · · (n− 1)

a · (a+ 1) · (a+ 2) · · · (a+ n− 1)

B(m,n) =
(n− 1)!(m− 1)!

(m+ n− 1)!
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• 我们来给出 β 函数的另外一种解析表示，这种表示常常是有益的. 令 x =
y

1 + y
，则 y =

x

1− x

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx

=

∫ +∞

0

ya−1

(1 + y)a−1

1

(1 + y)b−1
d y

1 + y

=

∫ +∞

0

ya−1

(1 + y)a+b
dy

•
B(a, 1− a) =

∫ +∞

0

ya−1

1 + y
dy

4.2 第二型欧拉积分/Γ 函数

Γ(s) =

∫ +∞

0

xs−1e−xdx, s ∈ (0,+∞).

• 定义域：(0,+∞).

当 s < 1 时，x = 0 是瑕点，因此把积分拆成两部分来考虑，∫ +∞

0

xs−1e−xdx =

∫ 1

0

xs−1e−xdx+

∫ +∞

1

xs−1e−xdx.

– 当 x→ 0 时，xs−1e−x ∼ xs−1，因此第一个积分当 s > 0 时收敛.

– 对任意 s，对充分大的 x，有 xs−1e−x <
1

x2
，从而第二个积分不论 s 为何值都收敛.

• Γ(s) 在 (0,+∞) 上连续，且有各阶连续导数.

• 积分并不一致收敛

•

Γ(a) =

∫ +∞

0

xa−1e−xdx

e−x=z
=====

∫ 1

0

(
ln 1

z

)a−1

dz

=

∫ 1

0

(
lim

n→+∞
n(1− z

1
n )

)a−1

dz

=

∫ 1

0

lim
n→+∞

(
n(1− z

1
n )
)a−1

dz

• 阶乘的延拓
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5 级数的逐项积分

• 常义可积

– 单项可积，一致收敛

• 反常可积

–

定理 5.1. 设非负的函数 f(x, y) 对 x 在区间 [a,+∞) 内是连续的，并且跟着 y 的增加而增加，趋

于极限函数 φ(x)，而 φ(x) 也在所说的区间内是连续的，则从积分∫ +∞

a

φ(x)dx

的存在，可推得积分

I(y) =

∫ +∞

a

f(x, y)dx

的存在，也可得出公式

lim
y→y0

∫ +∞

a

f(x, y)dx =

∫ +∞

a

φ(x)dx

注记.

• 非负是因为非负函数才有比较判别法

• f(x, y) 对 x 连续，相对 y 单调递增，φ(x) 连续，是为了用 Dini 定理证明任意有限区间一致
收敛

• 同时 φ(x) 的反常可积性保证了所有 f(x, y) 的反常可积性以及积分的一致收敛性

定理 5.2. 在上面的定理中，将积分 ∫ +∞

a

φ(x)dx

的存在性可以替换为极限

lim
y→y0

∫ +∞

a

f(x, y)dx

的存在性代替.



CHAPTER 11. 依赖于参数的积分 65

6 习题

6.1 史济怀练习 18.1 含参变量的常义积分

1. 求极限

(1) lim
a→0

∫ 1

−1

√
x2 + a2dx

(2) lim
t→0

∫ 2

0

x2 cos txdx

解. (1) 由于
√
x2 + a2 在 [−1, 1] 上连续，所以

lim
a→0

∫ 1

−1

√
x2 + a2dx =

∫ 1

−1

lim
a→0

√
x2 + a2dx =

∫ 1

−1

|x|dx = 1

(2) 由于 x2 cos tx 在 [0, 2]× [0, 2] 上连续，

lim
t→0

∫ 2

0

x2 cos txdx =

∫ 2

0

lim
t→0

x2 cos txdx =

∫ 2

0

x2dx =
8

3

2. 设 f 是可微函数. 令
F (u) =

∫ u

0

(x+ u)f(x)dx

计算 F ′′(u).

解.
F ′(u) =

∫ u

0

f(x)dx+ 2uf(u)

F ′′(u) = 3f(u) + 2uf ′(u)

3. 计算下列函数的导数：

(1) f(x) =

∫ cos x

sin x

e(1+t)2dt

(2) f(x) =

∫ x2

x

e−x2u2du

(3) f(x) =

∫ b+x

a+x

sinxt
t

dt

(4) f(u) =

∫ u

0

g(x+ u, x− u)dx

解. (1)

f ′(x) = − sinxe(1+cos x)2 − cosxe(1=sin x)2

(3)

f ′(x) =
b+ 2x

x(b+ x)
sinx(b+ x)− a+ rx

x(a+ x)
sinx(a+ x)
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(4)

f ′(u) =

∫ u

0

(
∂g(x+ u, x− u)

∂(x+ u)
− ∂g(x+ u, x− u)

∂(x− u)

)
dx+ g(2u, 0)

4. 设 φ,ψ 可以分别微分两次和一次. 证明：

u(x, t) =
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(x)ds

满足弦振动方程
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂t2

5. 设 f 在闭区间 [0, a] 上连续，且当 t ∈ [0, a] 时，(x− t)2 + y2 + z2 6= 0. 证明：

u(x, y, z) =

∫ a

0

f(t)dt√
(x− t)2 + y2 + z2

满足 Laplace 方程
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0

6. 设 a < b, f 为可微函数，令

φ(u) =

∫ b

a

f(x)|x− u|dx

计算 φ′′(u).

解. 1. a ⩽ u ⩽ b 时，

φ′(u) = 2f(u)

2. 当 a > u 或 u > b 时，

φ′(u) =

∫ b

a

f(x)


√

(u− x)2 − (u−x)2√
(u−x)2

(u− x)2

dx = 0

7. 在区间 [1, 3] 上用线性函数 a+ bx 近似代替函数 f(x) + x2. 试选取 a, b, 使得∫ 3

1

(a+ bx− x2)2dx

取最小值.

解.
f ′(a) = 4a+ 8b− 52

3

f ′(b) = 8a+
4

3
b− 40

令 f ′(a) = f ′(b) = 0，解得

a = −11

3
, b = 4
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6.2 史济怀问题 18.1 含参变量的常义积分

1. 证明 n 阶 Bessel 函数
Jn(x) =

1

π

∫ π

0

cos(nφ− x sinφ)dφ

满足 Bessel 方程
x2J ′′

n(x) + xJ ′
n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0

.

证明.
J ′
n(x) =

1

π

∫ π

0

(− sinφ)(− sin(nφ− x ∈ φ))dφ

J − n′′(x) =
1

π

∫ π

0

− sin2 φ cos(nφ− x sinφ)dφ

x2J ′′
n(x) + xJ ′

n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0

2. 利用对参数的微分法，计算下列积分：

(1)

∫ π/2

0

ln
(
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

)
dx

(2)

∫ π/2

0

ln 1 + a cosx
1− a cosx

dx
cosx(|a| < 1)

(3)

∫ π/2

0

arctan(a tanx)
tanx dx

解.

(1)

I ′(a) =

∫ π/2

0

2a sin2 x

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
dx

=

∫ π/2

0

2a tan2 x

a2 tan2 x+ b2
dx

t=tan x
======

∫ +∞

0

2at2

a2t2 + b2
1

1 + t2
dt

(2)

I ′(a) =

∫ π/2

0

1

cosx

(
cosx

1 + a cosx − − cosx
1− a cosx

)
dx

=

∫ π/2

0

1

1 + a cosx +
1

1− a cosxdx

=

∫ π/2

0

2

1− a2 cos2 xdx
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(3)

I ′(a) =

∫ π/2

0

1

tanx
tanx

1 + a2 tan2 x
dx

=

∫ π/2

0

1

1 + a2 tan2 x
dx

t=tan x
======

∫ +∞

0

1

1 + a2t2
1

1 + t2
dt

3. 证明：对任意的实数 u，有

1

2π

∫ 2π

0

eu cos x cos(u sinx)dx = 1.

证明. 这题告诉你让你证比让你自己求要容易一些. 他都告诉你是常数了，那随便带个 u 的值算一

下，然后再求一下关于 u 的导数证明是 0 就好了.
当 u = 0 时，显然成立.

f ′(u) =
1

2π

∫ 2π

0

(cosxeu cos x cos(u sinx)− sinx sin(u sinx)eu cos x) dx

=
1

2πu

∫ 2π

0

eu cos xd sin(u sinx) + 1

2πu

∫ 2π

0

sin(u sinx)deu cos x

=
1

2πu
eu cos x sin(u sinx)

∣∣∣∣2π
0

= 0.
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6.3 史济怀练习题 18.2 含参变量反常积分的一致收敛

1. 研究下列反常积分在指定区间上的一致收敛性

(1)

∫ +∞

0

e−ux sinxdx, 0 < u0 ⩽ u < +∞

(2)

∫ ∞

−∞

x2 cosux
1 + x4

dx,−∞ < u <∞

(3)

∫ +∞

0

1

1 + (x+ u)2
dx, 0 ⩽ u < +∞

(4)

∫ +∞

1

e−αx cosx√
x

dx, 0 ⩽ α < +∞

(5)

∫ +∞

0

√
ue−ux2dx, 0 ⩽ u < +∞

解.

(1)

|e−ux sinx| ⩽ e−u0x

由 Weierstrass 判别法，一致收敛.

(2) 注意到 cosux 有界， x2

1 + x4
绝对可积，因此∣∣∣∣x2 cosux

1 + x4

∣∣∣∣ ⩽ x2

1 + x4
,

由 Weierstrass 判别法，一致收敛.

(3)
1

(1 + (x+ u)2)
⩽ 1

1 + x2
,

由 Weierstrass 判别法，一致收敛.

(4)

∫ +∞

1

cosx√
x

dx 收敛，由于被积函数中不含 u，因此这个收敛关于 u 显然是一致的. 而对于每个

α ∈ [0,+∞)，e−α 单调，并且有 |e−αx| ⩽ 1，因此关于 α 是一致有界的.

由 Abel 判别法，一致收敛.

(5)

2. 证明：积分 ∫ +∞

0

sinux
x

dx

在 [δ,+∞)(δ > 0) 上一致收敛，但在 (0,+∞) 上不一致收敛.
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证明. (1) 不妨设 a > 0，则 ∣∣∣∣∫ A

0

sinuxdx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−cosux− 1

u

∣∣∣∣ ⩽ 2

a

即关于 u 一致有界.

又
1

x
单调递减趋于零，由于不含 u，所以这个趋向是一致的.

由 Dirichlet 判别法，一致收敛.

(2)

3. 证明：积分
∫ +∞

0

sin 3x

x+ u
e−uxdx 关于 u 在 [0,+∞) 上一致收敛.

证明. 注意到 e−ux 对于任意 u ∈ [0,+∞) 单调且关于 u 一致有界，为了运用 Abel 判别法，我们只

需要证明

∫ +∞

0

sin 3x

x+ u
dx 关于 u 一致收敛.

而

∫ A

0

sin 3xdx 关于 u 一致有界，
1

x+ u
⩽ 1

x
关于 u 一致地单调递减趋于零，因此由 Dirichlet

判别法，

∫ +∞

0

sin 3x

x+ u
dx 关于 u 一致收敛.

4. 设 f(x, u) 在 [a,+∞)× [α, β] 上连续. 如果对每个 u ∈ [α, β)，积分

∫ +∞

a

f(x, u)dx 都收敛，但积

分

∫ +∞

a

f(x, β)dx 发散，证明：
∫ +∞

a

f(x, u)dx 在 [α, β) 上不一致收敛.

证明. 用反证法.
设

∫ +∞

a

f(x, u)dx在 [α, β)上一致收敛，则对任给的 ε > 0，存在 A0 > a，使得当 A′ > A ⩾ A0

时，对一切 y ∈ [c, d) 有 ∣∣∣∣∣
∫ A′

A

f(x, y)dx
∣∣∣∣∣ < ε

在上式中令 y → d− 0，便得 ∣∣∣∣∣
∫ A′

A

f(x, d)dx
∣∣∣∣∣ ⩽ ε

这与

∫ +∞

a

f(x, d)dx 发散矛盾！命题得证.

6. 证明：积分 ∫ +∞

0

x sinux
a2 + x2

dx (a > 0)

在 [δ,+∞)(δ > 0) 上一致收敛，但在 (0,+∞) 上不一致收敛.

证明.

(1) 对任意 A > 0， ∣∣∣∣∫ A

0

sinuxdx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1u

∫ Au

0

sin tdt
∣∣∣∣ = 1− cosAu

u
⩽ 2

δ

因此积分

∫ A

0

sinuxdx 对 u ∈ [δ,+∞) 一致有界.
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又
x

a2 + x2
在 x > a 后单调递减趋于零，由于该表达式与 u 无关，所以这个趋向显然关于 u

是一致的.

因此由 Dirichlet 判别法，
∫ +∞

0

x sinux
a2 + x2

dx 在 [δ,+∞) 一致收敛.

(2) 被积函数中因子
x

a2 + x2
当 x → +∞ 时的渐进性态与 1

x
相同. 而

∫ +∞

0

sinux
x

dx 在 (0,+∞)

上是不一致收敛的，故可依次证明原含参反常积分在 (0,+∞) 上也是不一致收敛的. 下面给出
具体的证明.

由于
sinux
x

=
x sinux
a2 + x2

a2 + x2

x

若 I(u) =

∫ +∞

0

x sinux
a2 + x2

dx在 (0,+∞)上一致收敛，
a2 + x2

x2
= 1+

a2

x2
对 x单调且

∣∣∣∣1 + a2

x2

∣∣∣∣ ⩽
1 + a2，由 Abel 判别法知 ∫ +∞

0

sinux
x

dx

在 (0,+∞) 上也一致收敛. 矛盾！
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6.4 史济怀问题 18.2 含参变量反常积分的一致收敛

1. 证明：积分
∫ +∞

0

x sinαx
α(1 + x2)

dx 关于 α 在 [η,+∞) 上一致收敛，关于 α 在 (0, δ) 上不一致收敛，

这里 η 和 δ 是任意正数.

证明. 由前可知，对于任意的 A > 0，|sinαx| 关于 α ∈ [η,+∞) 是一致有界的；又有
x

α(1 + x2)
⩽

x

δ(1 + x2)
单调趋于零当 x > 1，因此由 Dirichlet判别法，积分

∫ +∞

0

x sinαx
α(1 + x2)

dx关于 α在 [η,+∞)

上一致收敛.

2. 证明：积分
∫ +∞

1

exp
(
−(x− 1/α)2

α2

)
dx 关于 α 在 (0, 1] 上一致收敛，但不能用 Weierstrass 判

别法来判断.

证明. 先证明对任意 ε > 0，存在 A0 > 1，当 A > A0 时，

∫ +∞

ε

e−(x−1/a)2/α2dx < ε对 α ∈ [ε/
√
π, 1]

成立.∫ +∞

0

e−u2du 收敛，对 ∀ε > 0，存在 A0 > 1，当 A > A0 时，

∫ +∞

A−
√
π−ε

e−u2du < ε

换元 u = (x− 1/α)α,
∫ +∞

A

e−(x−1/α)2/α2dx ⩽
∫ +∞

A−
√
π/ε

e−u2du < ε

当 α ∈ (0, ε/
√
π) 时，

∫ +∞

a

e−(x−1/α)2/α2dx ⩽ a

∫ +∞

−∞
e−u2dua

√
π < ε

得

∫ +∞

1

e−(x−1/α)2/α2dx 在 (0, 1] 上一致收敛.

设该积分可用 Weierstrass 判别法判断，即存在函数 g(x) 使得当 (x, α) ∈ [1,+∞]× (0, 1] 时，

e−(x−1/α)2/α2 ⩽ g(x)

且

∫ +∞

1

g(x)dx < +∞

令 x = 1/α, 得到 g(x) ⩾ 1，这与

∫ +∞

1

g(x)dx 矛盾！
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6.5 史济怀练习 18.3 含参变量反常积分的性质

1. 研究下列函数在指定区间上的连续性：

(1) f(x) =

∫ +∞

0

t

2 + tx
dt, x ∈ (2,+∞);

(2) φ(α) =

∫ π

0

sinx
xα(π − x)α

dx, α ∈ (0, 2);

(3) f(α) =

∫ +∞

1

sinx
xα

dx, α ∈ (0,+∞).

解. (1) 首先要证明 f(x) 的良定性，即对于任意 x ∈ (2,+∞)，无穷积分

∫ +∞

0

t

2 + tx
dt 收敛，也

即函数 F (A, x) =

∫ A

0

t

2 + tx
dt 当 A→ +∞ 时逐点收敛到 f(x). 这是因为当 x→ +∞ 时，

t

2 + tx
∼ 1

tx−1
, x > 2.

被积函数
t

2 + tx
在 (2,+∞)× [0,+∞) 上是连续的.

接下来证明 F (A, x) 当 A→ +∞ 时对 x ∈ [2 + δ,+∞) 一致收敛到 f(x)，其中 δ 为任意正数.

当 t ⩾ 1 时，
t

2 + tx
⩽ t

2 + t2+δ
∼ 1

t1+δ

由 Weirestrass 判别法，积分一致收敛.

因此 f(x) 在指定区间上是连续的.

(2)

φ(α) =

∫ 1

0

sinx
xα(π − x)α

dx+

∫ π

1

sinx
xα(π − x)α

dx

当 x→ 0 时，
sinx

xα(π − x)α
∼ 1

xα−1

要想收敛，需要 α− 1 < 1，即 α < 2.

当 x→ π 时，
sinx

xα(π − x)α
∼

3. 计算积分
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
sin cxdx.

解. 观察到 e−ax − e−bx

x
其实是以 x 为参数的积分

∫ b

a

e−xydy.

I =

∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
sin cxdx

=

∫ +∞

0

∫ b

a

e−xy sin cxdydx
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=

∫ b

a

∫ +∞

0

e−xy sin cxdxdy

=

∫ b

a

c

y2 + c2
dy

= arctan y
c

∣∣∣∣b
a

= arctan b
c
− arctan a

c

4. 计算积分
∫ +∞

0

ln(α2 + x2)

β2 + x2
dx(β 6= 0).

解.
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习题

0.1 史济怀 17.1 周期函数的 Fourier 级数

例 0.1. 设 f 是周期为 2π 的可积或绝对可积函数. 证明：

1. 如果 f 在 (0, 2π) 上递减，那么 bn ⩾ 0.

证明. 积分第二中值定理

例 0.2. 设 f 是周期为 2π 的 Riemann 可积函数. 如果它在 (−π, π) 上单调，证明：

an = O

(
1

n

)
, bn = O

(
1

n

)
(n→ ∞)

证明. 积分第二中值定理

0.2 史济怀 17.2 Fourier 级数的收敛定理

1. 把函数
f(x) = sgnx(−π < x < π)

展开为 Fourier 级数；证明：当 0 < x < π 时，
∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
=
π

4
，并求级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
的和.

解. f(x) 是奇函数，因此 a0 = an = 0, n = 1, 2, · · ·

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx

=
2

π

∫ π

0

sinnxdx

=
2

π

(
− 1

n
cosnx

) ∣∣∣∣π
0

=
2((−1)n+1 + 1)

nπ
=


4

nπ
n = 2k − 1

0 n = 2k

因此

f(x) ∼
∞∑

n=1

bn sinnxdx =
∞∑
k=1

4

(2k − 1)π
sin(2k − 1)x,−π < x < π

75
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当 x ∈ (0, π) 时，f(x) 可微，因此

1 = f(x) =
∞∑
k=1

4

(2k − 1)π
sin(2k − 1)x, 0 < x < π

即
∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

(2k − 1)
=
π

4
, 0 < x < π

在上式中取 x =
π

2
，即得

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
=
π

4
.

2. 在区间 (−π, π) 上把下列函数展开为 Fourier 级数：

1. |x|

2. sin ax(a /∈ Z)

3. x sinx

解. 1. |x| 是偶函数，因此 bn = 0, n = 1, 2, · · ·

a0 =
1

π

∫ π

−π

|x|dx = π

an =
1

π

∫ π

−π

|x| cosnxdx

=
2

π

∫ π

0

x cosnxdx

=
2

π

(
1

n
sinnx+

1

n2
cosnx

) ∣∣∣∣π
0

=
2(cosnπ − 1)

πn2
=


− 4

π(2k − 1)2
n = 2k − 1

0 n = 2k

因此

|x| ∼ π

2
−

∞∑
k=1

4

π(2k − 1)2
cos(2k − 1)x,−π < x < π

2. sin ax 是奇函数，因此 a0 = an = 0, n = 1, 2, · · ·

bn =
1

π

∫ π

−π

sin ax sinnxdx

= − 1

2π

∫ π

−π

[cos(a+ n)x− cos(a− n)x] dx

= − 1

π

∫ π

0

[cos(a+ n)x− cos(a− n)x] dx

=
2n sin(a+ n)π

π(a2 − n2)
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因此

sin ax ∼
∞∑

n=1

2n sin(a+ n)π

π(a2 − n2)
sinnx =

2 sin ax
π

∞∑
n=1

(−1)n
n

a2 − n2
sinnx,−π < x < π

3. x sinx 是偶函数，因此 bn = 0, n = 1, 2, · · ·

a0 =
1

π

∫ π

−π

x sinxdx = 2

an =
1

π

∫ π

−π

x sinx cosnxdx

=
2

π

∫ π

0

x sinx cosnxdx

=
1

π

∫ π

0

x sin(n+ 1)xdx− 1

π

∫ π

0

x sin(n− 1)xdx

a1 =
1

π

∫ π

0

x sin 2xdx = −1

2

an =
2(−1)n+1

n2 − 1

因此

x sinx ∼ 1− 1

2
cosx+

∞∑
n=2

2(−1)n+1

n2 − 1
cosnx,−π < x < π

3. 把 f(x) = x− [x] 在 [0, 1] 上展开为 Fourier 级数.

解. 当 x ∈ [0, 1) 时，f(x) = x.
令 g(x) = f(

x

2π
) =

x

2π
.

a0 =
1

π

∫ 2π

0

x

2π
dx = 1

an =
1

π

∫ 2π

0

x

2π
cosnxdx = 0

bn =
1

π

∫ 2π

0

x

2π
sinnxdx = − 1

nπ

因此

g(x) ∼ 1

2
−

∞∑
n=1

1

nπ
sinnxdx

f(x) ∼ 1

2
−

∞∑
n=1

1

nπ
sin 2πnxdx, 0 ⩽ x ⩽ 1

4. 在区间 (−l, l) 上把下列函数展开为 Fourier 级数：

1. x

2. x+ |x|.
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证明. 1. f(x) = x，令 g(x) = f(
lx

π
) =

l

π
x,−π < x < π.

因为 g(x) 是奇函数，因此 a0 = an = 0, n = 1, 2, · · ·

bn =
1

π

∫ π

−π

l

π
x sinnxdx =

(−1)n+12l

nπ

因此

g(x) ∼
∞∑

n=1

(−1)n+12l

nπ
sinnx

f(x) ∼
∞∑

n=1

(−1)n+12l

nπ
sin nπ

l
x

2. f(x) = x+ |x| =

 0 −l < x < 0

2x 0 ⩽ x < l

令 g(x) = f(
lx

π
) =

 0 −π < x < 0

2l

π
x 0 ⩽ x < π

a0 =
1

π

∫ π

−π

g(x)dx = l

an =
1

π

∫ π

−π

g(x) cosnxdx =


− 4l

(2k − 1)2π2
n = 2k − 1

0 n = 2k

bn =
1

π

∫ π

−π

g(x) sinnxdx =
(−1)n+12l

nπ

因此

g(x) ∼ l

2
−

∞∑
k=1

4l

(2k − 1)2π2
cosnx+

∞∑
n=1

(−1)n+12l

nπ
sinnx

f(x) ∼ l

2
−

∞∑
k=1

4l

(2k − 1)2π2
cos nπ

l
x+

∞∑
n=1

(−1)n+12l

nπ
sin nπ

l
x

5. 利用 cos ax 在 [−π, π] 上的 Fourier 展开式

cos ax =
sin ax
π

(
1

a
+

∞∑
n=1

(−1)n
2a

a2 − n2
cosnx

)
,

证明：

1. cotx =
1

x
+

∞∑
n=1

2x

x2 − n2π2
(x 6= kπ, k = 0,±1,±2, · · · )

2. 1

sinnx =
1

x
+

∞∑
n=1

(−1)n
2x

x2 − n2π2
(x 6= kπ, k = 0,±1,±2, · · · )
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6. 证明：对任意的 x ∈ (−∞,∞)，有

| cosx| = 2

π
+

4

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2 − 1
cos 2nx

| sinx| = 2

π
− 4

π

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
cos 2nx



CHAPTER 12. 习题 80

0.3 史济怀练习题 17.3 Fourier 级数的 Cesàro 求和

1. 求下列级数的 Cesaro 和：

(1) 1 + 0− 1 + 1 + 0− 1 + · · ·

(2)
1

2
+ cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx+ · · · (0 < x < 2π)

(3) sinx+ sin 2x+ sin 3x+ · · · (0 < x < 2π)

解. 1.
S3n−2 = 1, S3n−1 = 1, S3n = 0, n = 1, 2, · · ·

σn =
S1 + · · ·+ Sn

n

σ3n−2 =
2n− 1

3n− 2
, σ3n−1 =

2n

3n− 1
, σ3n =

2n

3n
=

2

3
, n = 1, 2, · · ·

lim
n→∞

σn =
2

3

2.
S0(x) =

1

2

Sn(x) =
1

2
+ cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx =

sin
(
n+

1

2

)
x

2 sin x
2

σ0(x) =
1

2

σn(x) =
S0 + S1 + · · ·+ Sn−1

n

=

sin
(
0 +

1

2

)
x+ sin

(
1 +

1

2

)
x+ · · ·+ sin

(
n− 1 +

1

2

)
x

2n sin x
2

=
1− cosnx
4n sin2 x

2

对于 x ∈ (0, 2π)，σn(x) 逐点收敛到 0.

3.

Sn(x) =

cos x
2
− cos

(
n+

1

2

)
x

2 sin x
2

σn(x) =
S1 + S2 + · · ·+ Sn

n

=
1

2
cot x

2
−

cos
(
1 +

1

2

)
x+ cos

(
2 +

1

2

)
x+ · · ·+ cos

(
n+

1

2

)
x

2n sin x
2
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=
1

2
cot x

2
− sin(n+ 1)x− sinx

4n sin2 x

2

对于 x ∈ (0, 2π)，σn(x) 逐点收敛到
1

2
cot x

2
.

2. 证明：[0, π] 上的连续函数可用余弦多项式一致逼近.

证明. 已知有限闭区间上的连续函数可以用它的 Fourier 级数的 Cesaro 和一致逼近，将 [0, π] 上的

连续函数偶延拓至 [−π, π]，那么它的 Fourier 级数是余弦级数，进而它的 Fourier 级数的 Cesaro 和
是余弦多项式. 得证！

3. 证明：级数
∞∑

n=1

an 可以 Cesàro 求和的必要条件是

an = o(n).

证明. σn =
S1 + S2 + · · ·+ Sn

n
有有限的极限.

由柯西收敛原理，|σn+1 − σn| → 0.

σn+1 − σn

=
S1 + S2 + · · ·+ Sn + Sn+1

n+ 1
− S1 + S2 + · · ·+ Sn

n

=− σn
n+ 1

+
Sn+1

n+ 1
→ 0

由于 σn 有有限极限，因此
σn
n+ 1

→ 0，这推出

Sn+1

n+ 1
→ 0.

同上，再有柯西收敛原理，推出
an
n

→ 0.

命题得证！

4. 试由 Weierstrass 的关于三角多项式的逼近定理，导出关于代数多项式的逼近定理.

证明. 由于有限闭区间上连续函数可用三角多项式一致逼近，而三角多项式又可以用其泰勒级数被
代数多项式一致逼近，命题得证！
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0.4 史济怀问题 17.3 Fourier 级数的 Cesàro 求和

1. 设又无穷级数
∞∑

n=0

an 产生的幂级数
∞∑

n=0

anx
n 的收敛半径为 1. 如果

lim
x→1−1

∞∑
n=0

anx
n = s,

则称级数
∞∑

n=0

an 在 Abel 意义下收敛，s 称为级数
∞∑

n=0

an 的 Abel 和，记为
∞∑

n=0

an = s(A). 这时，称

∞∑
n=0

可以 Abel 求和. 证明：

(1) 如果级数
∞∑

n=0

an 在原来意义下收敛于 s，那么必有

∞∑
n=0

an = s(A);

(2)
∞∑

n=0

(−1)n =
1

2
(A)

证明.

(1) 由 Abel 第二定理，即得.

(2)

lim
x→1−1

∞∑
n=0

(−1)nxn = lim
x→1−1

1

1 + x
=

1

2

2. 证明：如果
∞∑

n=0

an = s(C)，那么必有
∞∑

n=0

an = s(A).

3. 证明：级数
∞∑

n=0

(−1)n(n+ 1) =
1

4
(A)，但它不能 Casaro 求和.

证明.

S(x) =
∞∑

n=0

(−1)n(n+ 1)xn =
1

(x+ 1)2

lim
x→1−1

S(x) = lim
x→1−1

1

(x+ 1)2
=

1

4

但是 an = (−1)n(n+ 1)，

lim sup
n→∞

an
n

= 1

lim inf
n→∞

an
n

= −1

由练习题 17.3.3 知不能 Cesaro 求和.
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0.5 史济怀练习题 17.4 平方平均收敛

1. 利用 f(x) = |x| 在 [−π, π] 上的 Fourier 展开式和 Parseval 等式，求级数
∞∑

n=1

1

(2n− 1)4
的和.

解. f(x) = |x| 为偶函数

a0 =
1

π

∫ π

−π

|x|dx = π

an =
1

π

∫ π

−π

|x| cosnxdx

=
2

π

∫ π

0

x cosnxdx

=
2

π

(−1)n − 1

n2

=

 0 n = 2k

− 4

πn2
n = 2k − 1

bn = 0

因此

f(x) = |x| ∼ π

2
− 4

π

∞∑
k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2

相应的 Parseval 等式为
1

π

∫ π

−π

|x|2dx =
π2

2
+

16

π2

∞∑
k=1

cos2(2k − 1)x

(2k − 1)4

取 x = 0 得
∞∑
k=1

1

(2k − 1)4
=
π4

96

2. 写出函数

f(x) =

 1 |x| ⩽ α

0 α < |x| < π

的 Parseval 等式，并求级数
∞∑

n−1

sin2 nα

n2
,

∞∑
n=1

cos2 nα
n2

的和.

解. f(x) 是偶函数.

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x)dx =
2α

π

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx =
2

π

sinnα
n

bn = 0
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因此
1

π

∫ π

−π

f2(x)dx =
2α2

π2
+

∞∑
n=1

4

π2

sin2 nα

n2

∞∑
n=1

sin2 nα

n2
=
πα− α2

2

∞∑
n=1

cos2 nα
n2

=
∞∑

n=1

1

n2
−

∞∑
n=1

sin2 nα

n2
=
π

6
− πα− α2

2

3. 对展开式

x = 2
∞∑

n=1

(−1)n−1 sinnx
n

(−π < x < π)

逐项积分，求函数 x2, x3 和 x4 在区间 (−π, π) 上的 Fourier 展开式，并证明：
∞∑

n=1

1

n6
=

π6

945
,

∞∑
n=1

1

n8
=

π8

9450

解.
x2

2
= 2

∞∑
n=1

(−1)n
cosnx− 1

n2

x2 = 4
∞∑

n=1

(−1)n
cosnx
n2

+
π2

3

1

π

∫ π

−π

x4dx =
π4

18
+

∞∑
n=1

16

n4

x3

3
= 4

∞∑
n=1

(−1)n sinnx
n3

+
π2

3
x

x3 = 12
∞∑

n=1

(−1)n sinnx
n3

+ π2x

= 12
∞∑

n=1

(−1)n sinnx
n3

+ π22
∞∑

n=1

(−1)n−1 sinnx
n

=
∞∑

n=1

(−1)n
12− 2n2π2

n3
sinnx

7. 证明：级数
∞∑

n=2

sinnx
lnn 在不包含 2π 整数倍的区间上一致收敛，但它不是 R2[−π, π] 中任意一个

函数的 Fourier 级数.

证明. ∣∣∣∣∣
N∑

n=2

sinnx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

sinnx− sinx
∣∣∣∣∣
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⩽
∣∣∣∣∣

N∑
n=1

sinnx
∣∣∣∣∣+ 1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos x

2
− cos

(
N +

1

2

)
x

2 sin x
2

∣∣∣∣∣∣∣∣+ 1

2. 设 f 在 [−π, π] 上连续，且在此区间上由可积且平方可积的导数 f ′. 如果 f 满足

f(−π) = f(π),

∫ π

−π

f(x)dx = 0,

证明： ∫ π

−π

(f ′(x))2dx ⩾
∫ π

−π

f2(x)dx,

等式当且仅当 f(x) = α cosx+ β sinx 时成立.

例 0.3. 设

f(x) =


π − 1

2
x, 0 ⩽ x ⩽ 1,

π − x

2
, 1 < x ⩽ π.

证明：

f(x) =
∞∑

n=1

sinn
n2

sinnx (|x| ⩽ π).

例 0.4. 利用第 4 题的结果，证明：

(1)
∞∑

n=1

sinn
n

=
∞∑

n=1

(
sinn
n

)2

=
π − 1

2

例 0.5. 设 an, bn 是 f ∈ R2[−π, π] 的 Fourier 系数. 证明：
∞∑

n=1

an
n
,

∞∑
n=1

bn
n

收敛.

例 0.6. 设 f 是周期为 2π 的连续函数. 令

F (x) =
1

π

∫ π

−π

f(t)f(x+ t)dt,

用 an, bn 和 An, Bn 分别记 f 和 F 的 Fourier 系数. 证明：

A0 = a20, An = a2n + b2n, Bn = 0.

由此推出 f 的 Parseval 等式.
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0.6 史济怀练习 17.5Fourier 积分和 Fourier 变换

1. 用 Fourier 积分表示下列函数

(1)

f(x) =

 sgnx, |x| ⩽ 1

0, |x| > 1

(2)

f(x) =

 sinx, |x| ⩽ π

0, |x| > π

(3)

f(x) = e−a|x|(a > 0)

解.

(1) f(x) 是奇函数，所以 a(u) = 0，b(u) =
1

π
f(x) sinuxdx =

2− 2 cosu
u

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

1− cosu
u

sinuxdu

(2)

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

sinux
1− u2

sinuxdu

(3)

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

a

a2 + u2
cosuxdu

2. 求下列积分方程的解.

(1) ∫ +∞

0

f(t) sinxtdt = e−x(x > 0)

(2) ∫ +∞

0

f(t) cosxtdt = 1

1 + x2

证明. (1)

f(x) =
2

π

x

1 + x2

(2)

f(x) = e−x
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3. 证明：
2

π

∫ +∞

0

sin2 t

t2
cos 2xtdt =

 1− x, 0 ⩽ x ⩽ 1

0, x > 1

证明. 设 f(x) =

 1− x 0 ⩽ x ⩽ 1

0 x > 1
，对 f(x) 作偶延拓，

b(t) = 0, a(t) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(u) cos tudu =

2

π

∫ 1

0

(1− u) cos tudu =
2

π

2 sin2 t
2

t2

f(x) =

∫ +∞

0

a(t) cosxtdt = 2

π

∫ +∞

0

2 sin2 t
2

t2
cosxtdt

对右式积分换元 t = 2t′, 得∫ +∞

0

2 sin2 t
2

t2
cosxtdt =

∫ +∞

0

sin2 t′

t′2
cos 2xt′dt′

所以 f(x) 得 Fourier 积分为 2

π

∫ +∞

0

sin2 t

t2
cos 2xtdt

f(x) 在 [0, 1][1,+∞] 上分段可微，且 f(x) 连续，因此命题得证.

4. 求函数 F (u) = ue−β|u|(β > 0) 的 Fourier 反变换.

证明. F̂ (u) = 1

2π

∫ ∞

−∞
te−β|t|eitudt = 1

2π

[∫ 0

−∞
teβte−itudt+

∫ +∞

0

teβte−itudt
]

由

∫ +∞

0

te−atdt = 1

a2
(a > 0), 得

∫ +∞

0

te−βte−itudt = 1

(β + ui)2∫ 0

−∞
te−βte−itudt = − 1

(β − ui)2
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0.7 Stein Chapter2 Basic Properties of Fourier Series

0.8 Stein Chapter3 Convergence of Fourier Series

4.Recall the vector space R of integrable functions, with its inner product and norm

‖f‖ =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2dx
)1/2

(a) Show that there exist non-zero integrable functions f for which ‖f‖ = 0.

(b) However,show that if f ∈ R with ‖f‖ = 0, then f(x) = 0 whenever f is continuous at x.

(c) Conversely,show that if f ∈ R vanishes at all of its points of continuity,then ‖f‖ = 0.

引理 0.1. 设 f 在 [a, b]上可积，那么 f 的连续点在 [a, b]中是稠密的，即对于任意区间 (α, β) ⊂ [a, b]，

总存在一点 x0 ∈ (α, β)，使 f 在 x0 连续.

证明. 假设存在一个区间 (α, β) ⊂ [a, b] 中没有连续点，那么该区间中全是不连续点，即不连续点的

测度不为零，与 f 在 [a, b] 上可积矛盾，得证.

5.Let

f(θ) =

 0 for θ = 0

log 1

θ
for 0 < θ ⩽ 2π

and define a sequence of functions in R by

fn(θ) =


0 for 0 ⩽ θ ⩽ 1

n

f(θ) for 1

n
< θ ⩽ 2π

Prove that {fn}∞n=1 is a Cauchy sequence in R. However,f does not belong to R.
7.Show that the trigonometric series ∑

n⩾2

1

logn sinnx

converges for every x,yet it is not the Fourier series of a Riemann integrable function.
13.Suppose that f is periodic and of class Ck.Show that

f̂(n) = o

(
1

|n|k

)
.

This is an improvement over Exercise 10 in Chapter 2.

证明. 在第 2 章练习 10，我们得到了

nf̂(n) = − 1

2πi

∫ π

−π

f ′(x)einxdx.

在那时，我们对上式右边说不了什么. 但现在，应用 Riemann-Lebesgue 引理，我们能够得到右
边当 n 趋于 ∞ 时是趋于 0 的，因此得证.

14.Prove that the Fourier series of a continuously differentiable funcion f on the circle is ab-
sloutely convergent.

证明. 内容...
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那些我总也记不住的恒等式

1 三角恒等式

命题 1.1.
n∑

k=1

cos kx =

sin
(
n+

1

2

)
x− sin x

2

2 sin x
2

n∑
k=1

sin kx =

cos x
2
− cos

(
n+

1

2

)
x

2 sin x
2

当 x = 2mπ 时等式右侧应理解为当 x 趋于 2mπ 时的极限.
更一般地，

n∑
k=1

cos(k + α)x =

sin
(
n+

1

2
+ α

)
x− sin

(
1

2
+ α

)
x

2 sin x
2

n∑
k=1

sin(k + α)x =

cos
(
1

2
+ α

)
x− cos

(
n+

1

2
+ α

)
x

2 sin x
2

证明.

sin x
2
+ 2 cosx sin x

2
+ 2 cos 2x sin x

2
+ · · ·+ 2 cosnx sin x

2

= sin x
2
+ sin 3x

2
− sin x

2
+ sin 5x

2
− sin 3x

2
+ · · ·+ sin

(
n+

1

2

)
x− sin

(
n− 1

2

)
x

= sin
(
n+

1

2

)
x

2 积分

∫ +∞

0

e−ax sin bxdx =
b

a2 + b2
,

89
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∫ +∞

0

e−ax cos bxdx =
a

a2 + b2
.

(
x

x2 + y2

)′

=
y2 − x2

(x2 + y2)2

3 幂级数展开

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn, (−1 < x ⩽ 1)

4 杂

等比数列求和公式

1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
1− qn

1− q
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