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Chapter 1

笔记

1.1 回顾有限差分方法

考虑两点边值问题

(P) :

−u′′(x) = f(x), 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0,

为了使用有限差分方法求解这个问题, 我们首先将区间 [0, 1] 离散化. 假设将区间划分为 n + 1

个等距节点, 步长为 h = 1
n+1

, 节点的坐标为 xi = ih, 其中 i = 0, 1, 2, . . . , n+ 1. 记 ui = u(xi), 根据
边界条件,u0 = un+1 = 0, 所以我们只需要求解内部节点 u1, u2, . . . , un. 为此我们需要将 u′′(x) 离散

化. 对 u(x+ h) 和 u(x− h) 进行泰勒展开：

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2
u′′(x) +

h3

6
u(3)(x) +

h4

24
u(4)(x) + . . .

u(x− h) = u(x)− hu′(x) +
h2

2
u′′(x)− h3

6
u(3)(x) +

h4

24
u(4)(x)− . . .

将 u(x+ h) 和 u(x− h) 相加：

u(x+ h) + u(x− h) = 2u(x) + h2u′′(x) +
h4

12
u(4)(x) + . . .

将上面的式子进行整理：

u(x+ h) + u(x− h) = 2u(x) + h2u′′(x) +O(h4)

进一步, 得到二阶导数的表达式：

u′′(x) ≈ u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2

在离散化过程中, 二阶导数 u′′(x) 可以通过中心差分公式近似为：

u′′(xi) ≈
ui+1 − 2ui + ui−1

h2
.

因此, 微分方程 −u′′(x) = f(x) 在离散化后对于每个内部节点 xi 可以表示为：

4
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−ui+1 − 2ui + ui−1

h2
= f(xi), i = 1, 2, . . . , n.

整理后可以得到以下的线性代数方程：

ui−1 − 2ui + ui+1 = −h2f(xi), i = 1, 2, . . . , n.

这组方程可以写成一个线性系统的矩阵形式：

Au = b,

其中,u = [u1, u2, . . . , un]
T 是待求的未知向量,b = [−h2f(x1),−h2f(x2), . . . ,−h2f(xn)]T 是已知

的右端项向量. 矩阵 A 是一个 n× n 的三对角矩阵, 形式为：

A =



−2 1 0 · · · 0

1 −2 1 · · · 0

0 1 −2 · · · 0
...

...
... . . . 1

0 0 0 1 −2


.

通过求解该线性系统, 我们可以得到节点处的近似解 u, 进而构造出整个区间上的解的近似值.
有限差分方法虽然简单且易于实现, 但也存在一些明显的缺点：

1. ** 几何区域的局限性 **：有限差分方法通常适用于规则的几何区域, 例如矩形或正方形等.
对于复杂的几何区域, 网格划分和离散化变得非常困难, 且需要进行特殊处理, 这可能会导致精度下
降或者方法变得非常复杂.

2. ** 边界条件的处理困难 **：有限差分方法对于简单的边界条件（如 Dirichlet 边界条件或
Neumann 边界条件）较为容易处理. 然而, 当遇到更复杂的边界条件（如 Robin 边界条件或不规则
边界）, 有限差分方法的实现将变得更加复杂, 可能需要特殊的技巧或近似处理, 甚至影响求解的精
度和稳定性.

3. ** 高维问题的计算复杂度 **：在高维问题（例如三维的偏微分方程）中, 有限差分方法需
要对空间进行离散化, 导致离散化点数目急剧增加. 对于大规模问题, 生成的线性方程组的规模很大,
导致计算代价和存储需求显著增加,且矩阵的稀疏性可能不如其他数值方法（如有限元方法）处理得
好.

4. ** 适应性较差 **：有限差分方法在网格生成上较为僵硬, 通常依赖于均匀的网格划分, 因
此对于局部特征变化较大的问题（如边界层或奇异点附近）, 需要全局细化网格, 导致大量不必要的
计算. 而像有限元方法那样可以采用自适应网格来集中计算精度的局部区域, 有限差分方法则较难实
现.
这些缺点使得有限差分方法在处理复杂几何或边界条件时不如有限元方法和有限体积方法那样

灵活. 因此, 有限差分方法通常适用于简单几何形状上的基本边值问题, 而在处理实际工程问题或复
杂边界条件时, 往往需要考虑其他数值方法.
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1.2 两点边值问题、变分问题、极小化问题

首先, 原始的两点边值问题是：−u′′(x) = f(x), 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0.

我们通过引入弱解的思想, 将其转化为变分问题. 以下是等价的变分形式的步骤：
1. ** 测试函数空间的定义 **：定义合适的函数空间 V , 通常选择满足边界条件的函数集：

V = {v ∈ C1([0, 1]) | v(0) = v(1) = 0}.

这是包含所有在区间 [0, 1] 上连续且可微, 并且在边界处 x = 0 和 x = 1 为零的函数的空间.
2. ** 弱解的定义 **：对于每一个测试函数 v ∈ V , 将方程的二阶导数部分进行积分, 通过分部

积分, 将二阶导数的微分方程变为一阶导数的形式. 目标是消除对二阶导数的依赖.
从原始方程 −u′′(x) = f(x) 出发, 对整个区间 [0, 1] 做积分：∫ 1

0

−u′′(x)v(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx.

通过分部积分并结合边界条件 u(0) = u(1) = 0, 可以将左边的项转化为：∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx.

3. ** 变分问题的等价形式 **：因此, 两点边值问题的弱解（即变分问题的形式）为：
** 寻找 ** u ∈ V , 使得对于任意的 v ∈ V , 满足以下条件：∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx.

这就是两点边值问题的等价变分形式. 通过这个过程, 我们将原来的二阶微分方程转化为一阶导
数的积分形式, 适用于弱解的概念.
结合课程板书, 继续介绍极小化问题.
从变分问题的弱形式出发, 我们可以进一步将其理解为一个极小化问题. 具体来说, 变分问题的

弱解可以通过极小化某个能量泛函来得到.
假设我们定义如下的能量泛函：

J(u) =
1

2

∫ 1

0

|u′(x)|2dx−
∫ 1

0

f(x)u(x)dx,

那么, 可以证明, 解变分问题的函数 u 也是极小化该能量泛函的函数. 换句话说, 寻找方程的解
u 相当于寻找一个使得能量泛函 J(u) 取最小值的函数.

因此, 变分问题可以转化为以下的极小化问题：
** 寻找 ** u ∈ V 使得：

J(u) = min
v∈V

J(v),

其中 V 是满足边界条件的函数空间.
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这个极小化问题的物理意义可以理解为寻找系统的最低能量状态. 在这个背景下, 弱解就是使能
量泛函最小的函数.这种方法在许多物理和工程问题中非常常见,尤其是在弹性力学、电磁学等领域.
通过求解极小化问题, 我们可以得到与两点边值问题等价的数值解. 具体的数值方法, 如有限元

法, 通常就是基于这个极小化框架来进行离散化和求解的. 也成为 Ritz 意义下的弱解
** 变分问题的解是极小化问题的解 **
假设 u 是变分问题 (W ) 的解. 对于任意 v ∈ V , 要证 J(u) ⩽ J(v).
令 w = v − u, 则 v = u+ w. 直接计算有

J(v) = J(u+ w) =
1

2
a(u+ w, u+ w)− (f, u+ w)

=
1

2
(u′, u′) +

1

2
(w′, w′) + (u′, w′)− (f, u)− (f, w)

因为 u 是 (W ) 的解, 且 w ∈ V , 由定义知

(u′, w′)− (f, w) = 0

故

J(v) = J(u) +
1

2
(w′, w′) ⩾ J(u).

** 极小化问题的解是变分问题的解 **
对于任意 v ∈ V , 有 u+ εv ∈ V ,

J(u) ⩽ J(u+ εv)

令

g(ε) = J(u+ εv) =
1

2
a(u+ εv, u+ εv)− (f, u+ εv)

=
1

2
(u′, u′) + ε(u′, v′) +

ε2

2
(v′, v′)− (f, u)− ε(f, v)

由于 g(ε) 在 ε = 0 时取极小值, 故有

g′(0) = (u′, v′)− (f, v) = 0.

** 变分问题的 C2 解是两点边值问题的解 **
设 u ∈ C2[0, 1] 是变分问题 (W ) 的解, 对任意 v ∈ V ,

0 =

∫ 1

0

u′v′dx−
∫ 1

0

fvdx = −
∫ 1

0

u′′vdx+ [u′(1)v(1)− u′(0)v(0)]−
∫ 1

0

fvdx

由于边界条件 v(0) = v(1) = 0, 上述表达式化简为：

−
∫ 1

0

u′′vdx =

∫ 1

0

fvdx, ∀v ∈ V =⇒ −u′′ = f.

** 变分问题解的唯一性 **



CHAPTER 1. 笔记 8

假设 u1, u2 是 (W ) 问题的解, 则

a(u1 − u2, v) = 0, ∀v ∈ V

取 v = u1 − u2, 则

a(u1 − u2, u1 − u2) =

∫ 1

0

(u′1 − u′2)
2dx = 0 =⇒ u′1 − u′2 ≡ 0

故 u1 − u2 为常数. 又因边界条件 u1(0) = u2(0), 故 u1 = u2.
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1.3 有限元方法的基本思想

首先将两点边值问题转化为弱化的变分问题或极小化问题, 然后用有限维求解空间 Vh ⊂ V 代

替无限维求解空间 V , 得到变分问题或极小化问题的有限维近似版本的解 uh, 期待 uh 收敛于 u.
下面我们以 Baby 问题为例, 展示求解过程. 首先把区间 [0, 1] 分成

0 = x0 < x1 < · · · < xN < xN+1 = 1

一共 N 个中间分点, N + 1 个区间, 记 Ij = (xj−1, xj), hj = xj − xj−1, h = maxhi. 定义连续
分段一次多项式函数空间（实际上这个空间依赖于区间的剖分, 但我们在记号上只体现出最大区间
长度 h）

Vh = {v ∈ C[0, 1] | v(0) = v(1) = 0, v |Ij∈ P1(Ij), j = 1, · · · , N + 1}

考虑变分问题, 我们也就是要寻找 uh ∈ Vh 使得

a(uh, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh

如果我们能找到 Vh 的一组基 {ϕi}Ni=1, 那么上述要求等价于（我还没说明 Vh 的维数就是 N , 但
这里就这样用了）

a(uh, ϕi) = (f, ϕi), i = 1, · · · , N.

如果我们将 uh 按基展开 uh = uiϕi, 那么上述要求等价于

uia(ϕi, ϕj) = (f, ϕj), j = 1, · · · , N ⇐⇒ AU = F.

我们使用如下的基函数

ϕj(x) =
x− xj−1

xj − xj−1

, x ∈ [xj−1, xj ]
xj+1 − x

xj+1 − xj
, x ∈ [xj , xj+1], j = 1, · · · , N.

容易想明白 {ϕi}Ni=1 确实构成 Vh 的一组基, 并且对于 v ∈ Vh, 有

v(x) = v(xj)ϕj(x).

接下来我们计算矩阵 A 的系数

Aij = a(ϕi, ϕj) =

∫ 1

0

ϕ′
iϕ

′
jdx

A =



1
h1

+ 1
h2

− 1
h2

0 . . . 0

− 1
h2

1
h2

+ 1
h3

− 1
h3

. . . 0

0 − 1
h3

. . . . . . ...
... . . . − 1

hN

0 . . . − 1
hN

1
hN

+ 1
hN+1


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1.4 基循环 → 单元循环

此处的循环指的是我们在代码中组装刚度矩阵 A 的方式, 在前面的分析中, 我们是从方程组
(uh, ϕj) = (f, ϕj) 出发, 通过遍历基函数 ϕj 来依次得到 A 的第 j 行. 这种想法非常自然, 但在推广
到高维的时候会比较困难, 因为比如三角网格上的基函数会比较复杂, 为此我们接下来考虑另一种循
环方式, 用单元作循环, 为此我们需要考虑某个单元对整体刚度矩阵 A 的贡献. 为此, 我们需要把基
函数 ϕj 拆成不同单元上的部分, 比较自然的思路是记号的下标来记录这是第几个单元, 因此 ϕj 应

该被拆成一个下标为 j 的函数和一个下标为 j + 1 的函数, 另外其实每个单元上一共只有两种行为,
要么斜向下一条线段, 要么斜向上一条线段, 我们用上标 0 来表示斜向下的, 上标 1 表示斜向上的,
这样我们定义了局部基函数

ψ0
j =

xj − x

xj − xj−1

=
1

hj
(xj − x), ψ1

j =
x− xj−1

xj − xj−1

=
1

hj
(x− xj−1)

要注意上面两个函数其实并不落在 Vh 中, 但因为我们不用他们来做理论的分析, 只是做运算, 所以
没关系. 这样一来我们就有

ϕj(x) = ψ1
j (x) + ψ0

j+1(x)

所以看到 ψj 出现在 ϕj(x) 的 ψ1
j (x) 部分和 ϕj−1(x) 的 ψ0

j (x) 部分, 所以第 j 个单元对刚度矩阵 A

的贡献出现在 (
a(ϕj−1(x), ϕj−1(x)) a(ϕj−1(x), ϕj(x))

a(ϕj(x), ϕj−1(x)) a(ϕj(x), ϕj(x))

)
这些位置, 如果只把其中第 j 个单元带来的贡献写出来的话就是(

a(ψ0
j (x), ψ

0
j (x)) a(ψ0

j (x), ψ
1
j (x))

a(ψ1
j (x), ψ

0
j (x)) a(ψ1

j (x), ψ
1
j (x))

)
=:

(
k00j k01j

k10j k11j

)
=

1

hj

(
1 −1

−1 1

)
=: Kj

这个小矩阵应该被加到 A的第 j−1, j 行与 j−1, j 列的交叉位置, 有两个情形是例外, 首先是 j = 1

的情形, 此时我们考虑第一个区间的贡献, 它只对左上角的位置有贡献, 其次是 j = N +1的情形, 此
时我们考虑最后一个区间的贡献, 它只对右下角的位置有贡献.
下面我们再来研究第 j 个区间对列向量 F 的贡献, 因为第 j 个区间涉及到第 j − 1 和第 j 个基

函数, 所以对 Fj−1 和 Fj 的值有贡献.∫ xj

xj−1

f · ψ0
jdx =

∫ xj

xj−1

f · xj − x

xj − xj−1

dx =: b0j

∫ xj

xj−1

f · ψ1
jdx =

∫ xj

xj−1

f · x− xj−1

xj − xj−1

dx =: b1j



CHAPTER 1. 笔记 11

1.5 两点边值问题的误差估计

设 u ∈ V = H1
0 (I) 是如下变分问题的解,∫ 1

0

u′v′dx = a(u, v) = (f, v) =

∫ 1

0

fvdx, ∀v ∈ V

取 Vh ⊂ V , 设 uh ∈ Vh 是如下有限元问题的解,

a(uh, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh.

u 当然满足如上等式, 但 u 不一定在子空间 Vh 中, 所以我们期待 uh 作为 u 在子空间 Vh 中的投影,
当子空间 Vh 逼近 V , uh 也逼近 u. 投影的说法在数学上可以严格化为如下误差方程

a(u− uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh

当 a 定义了空间 V 上的内积时, 上述式子表明 u− uh 与 Vh 中所有元素垂直, uh 就是 u 在 Vh 上的

正交投影. 本节的标题误差估计说的就是对 u − uh 的范数进行估计, 做了这个估计之后我们才知道
用 uh 来近似 u 的效果怎么样, 并且我们希望这个估计能与区间最大长度 h 建立起联系.
我们要对 u − uh 的 H1 模进行估计, 也就是要对 u − uh 的 L2 模和 (u − uh)

′ 的 L2 模进行估

计. 后者是更好估计的, 因为 a(u, v) 本身就是导数的内积, 而误差方程为我们提供了很多信息

定理 1.5.1. ∥(u− uh)
′∥L2 ⩽ ∥(u− v)′∥L2 , ∀v ∈ Vh.

证明.

∥(u− uh)
′∥2L2 = ((u− uh)

′, (u− v)′ + (v − uh)
′) = ((u− uh)

′, (u− v)′) ⩽ ∥(u− uh)
′∥L2∥(u− v)′∥L2

推论 1.5.2. ∥(u− uh)
′∥L2 = infv∈Vh

∥(u− v)′∥L2 .

上述推论的好处在于, 我们已经在前面的课程中研究过一个函数 u 及其分段线性插值 uI 之间

的误差估计, 而 uI 又恰恰落在 Vh 中, 结合上述推论, 对 u − uI 的估计可以直接给出 u − uh 的估

计. 这其实在我的审美里是数学的一个高光时刻, 我们不知道 u, 所以我们才去找 uh 作为近似; 我们
不知道 u, 所以我们更不知道 uI , 但竟然我们知道 u− uI 的估计, 甚至我们能通过 u− uI 的估计得

到 u − uh 的估计. 当然以上估计指的都是一阶导数值的估计. 再补充一点, 因为现在谈论的是一维
的情形,1 < 2× 1 也就是 n < p× k, 所以由 Morrey 不等式我们可以将 H1(I) 嵌入到 C0, 12 (I) 中从

而是连续的, 所以我们才能谈论分段线性插值 uI .

定理 1.5.3. 分段线性插值的一阶导数的 L2 误差：∥(u− uI)
′∥L2 ⩽ Ch∥u′′∥L2 , 其中 C 与 u, h 无关.

证明. 如果读者对 Poincaré 不等式熟悉, 这个证明是显然的, 只需要对每段来做, 而每段上因为函数
与线性插值在端点处取值相等, 所以一阶导数有零点, 那么可以对一阶导数用 Poincaré 不等式, 右侧
会出现一个区间长度. 徐老师的证明也不过是将 Poincaré 不等式的证明重复了一遍. 非平凡的地方
在于, 使用 Poincaré 不等式的时候我们假定了 u ∈ H2(I), 这是由椭圆方程弱解的内部正则性理论
保证的, 高度非平凡. 感兴趣的读者可以翻阅 Evans 的第六章, 或我的偏微分方程 2 笔记.

下面我们对 u− uh 的函数值进行估计, 用到所谓的对偶方程的技巧, 建议直接背诵

https://tysunseven.github.io/note/Partial%20Differential%20Equation%202.pdf
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定理 1.5.4. 有限元方法近似解的 L2 误差：∥u− uh∥L2 ⩽ Ch2∥u′′∥L2 , 其中 C 与 u, h 无关.

证明. 考虑对偶方程
−w′′ = u− uh, w(0) = w(1) = 0.

我们有

∥u− uh∥2L2 = (u− uh, u− uh) = (u− uh,−w′′) = ((u− uh)
′, w′)

和我们在上面处理 ((u− uh)
′, (u− uh)

′) 时是由误差方程将其改写成 ((u− uh)
′, (u− v)′) 一样,

((u− uh)
′, w′) = ((u− uh)

′, (w − v)′) ⩽ ∥(u− uh)
′∥L2∥(w − v)′∥L2

其中 ∥(u− uh)
′∥L2 是我们想要的, 另一项是需要继续处理的, 但另一项也不陌生, 取 v = wI 就变成

了我们刚估计过的线性插值的一阶导数的 L2 误差, 可以被 w′′ 控制, 根据方程刚好是 u− uh, 巧妙！

∥u− uh∥2L2 ⩽ Ch∥(u− uh)
′∥L2∥w′′∥L2 = Ch∥(u− uh)

′∥L2∥u− uh∥L2

所以

∥u− uh∥L2 ⩽ Ch∥(u− uh)
′∥L2 ⩽ C2h2∥u′′∥L2 .

定理 1.5.5.
∥u− uh∥∞ ⩽ Ch2∥u′′∥∞

证明. 定义 Green 函数满足
LG(x, s) = δ(s− x)

其中 ∫ +∞

−∞
δ(x)dx = 1,

∫ +∞

−∞
f(s)δ(s− x)ds = f(x)

(LG(x, s), f(s))s = (δ(s− x), f(s))s = f(x) = Lu(x)

(G(x, s), f(s))s = (G(x, s), Lu(s))s = (LG(x, s), u(s))s = (δ(s− x), u(s))s = u(x)

u(x) = (G(x, s), f(s))s

u(x) = (G(x, s), f(s))s = (G(x, s),−u′(s))s = −
∫ 1

0

G(x, s)
d2

ds2 =

∫ 1

0

d
dsG(x, s)

d
dsu(s)ds = a(G(x, s), u(s))s

uh(x) = a(G(x, s), uh(s))s

u(x)− uh(x) = a(G(x, s), u(s)− uh(s))s

(u− uh)(xj) = a(G(xj , s), u(s)− uh(s))s = 0

=⇒ uh(x) = uI(x)
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∥u− uI∥∞ ⩽ Ch2∥u′′∥∞

G(xj , t) =

(xj − 1)t t < xj

xj(t− 1) t ⩾ xj
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1.6 二维 Poisson 方程的有限元方法

考虑边值问题 −∆u = f, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ Γ ⊂ ∂Ω

u ∈ C0(Ω) ∩ C2(Ω)

−
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
vdxdy

)
=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
dxdy

)

−
∫ 1

0

∂u

∂x
v

∣∣∣∣x=1

x=0

dy −−
∫ 1

0

∂u

∂y
v

∣∣∣∣y=1

y=0

dx

−
∫
Ω

∆uvdΩ =

∫
∇u · ∇vdΩ−

∫
Γ

∂u

∂n
vdS

变分问题

V =

{
w | w ∈ C(Ω),

∂w

∂x
,
∂w

∂y
是分片连续函数, w |Γ= 0

}
a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇vdΩ, (f, u) =

∫
Ω

fudΩ

找到 u ∈ V 满足

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V

极小化问题

J(u) =
1

2
− (f, u)

找到 u ∈ V 满足

J(u) ⩽ J(v), ∀v ∈ V

若 (W) 的解充分光滑, 则 W =⇒ P

有限元问题 Vh ⊂ V 找到 uh ∈ Vh 满足

a(uh, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh

J(uh) ⩽ J(vh), ∀vh ∈ Vh

二维网格剖否设 Ω 的边界分片光滑当 Γ 不是由线段构成, 用截弯取直的方法折线 Γh 逼近 Γ

Γh 围成的区域 Ωh, 将 Ωh 分成若干个三角形, 每个单元 k, 三角形的顶点, 称为节点, 网格剖分
记作 τn

Vh 分段线性连续函数空间

Vh = {u ∈ C(Ω), u |k k ∈ P ′(K),K ∈ Jn, u |Γ= 0}
基函数：基函数的个数与内部结点的个数相同 Vh = span {ϕ1, · · · , ϕM}

ϕi(Pj) = δij =

1 i = j

0, i ̸= j



CHAPTER 1. 笔记 15

uh(x, y) =
∑M

j=1 ηjϕj(x, y)

vh(Pj) =
∑M

j=1 ηjϕj(Pi) = ηj

uh(x, y) =
∑

j=1Muh(Pj)ϕj(x, y)

a(uh, vh) = a(uh(Pi)ϕi, vh(ϕj)ϕj) = V TAU

(f, vh) =

V =

{
ω | ω ∈ C(Ω),

∂w

∂x

∂w

∂y
分片连续函数

}

1.7

考虑边值问题 −∆u+ u = f, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ Γ ⊂ ∂Ω

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇vdΩ+

∫
Ω

uvdΩ

如果是原来的 a(u, v)

a(u, u) =

∫
Ω

|∇u|2dΩ

对于新的 a(u, v)

a(u, u) =

∫
Ω

|∇u|2 + u2dΩ

都可以定义内积, 内积都可以导出范数呀, 为什么强调新的这个可以导出范数呢.
误差方程可以改写成

(u− uh, vh)E = 0, ∀vh ∈ Vh

然后像我之前说的投影

内积都可以导出范数呀, 所以不是内积, 因为常数的括号也为零了
所以 u− uh 与空间是垂直的. 所以是一种最佳逼近.

1.8 Neumann 边值问题

考虑边值问题 −∆u+ u = f, x ∈ Ω

∂u
∂n

= g, x ∈ Γ ⊂ ∂Ω

这个就对应到导数不为 0
现在解空间怎么取 ∫

Ω

−∆u · vdΩ =

∫
Ω

∇u · ∇vdΩ−
∫
Γ

∂u

∂n
· vds

∫
Ω

∇u · ∇vdx+

∫
Ω

uvdΩ =

∫
Ω

fvdΩ+

∫
Γ

gvds
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a(u, v)

F (v) =

∫
Ω

fudΩ+

∫
Γ

gvds

极小化问题

J(u) =
1

2
a(v, v)− F (v)

例 1.8.1. −∆u = f, x ∈ Ω

∂u
∂n

= 0, x ∈ Γ ⊂ ∂Ω

现在解没有唯一性了 ∫
Ω

fdΩ =

∫
Ω

−∆udΩ =

∫
Ω

∇udΩ+

∫
Γ

∂u

∂n
ds

对解空间提一个额外的要求,
∫
Ω
ωdΩ = 0

Neumann 边界条件也可以转化为

a(u, v) = (f − f̃ , v)

实际编程求解, 寻找 u ∈ H1(Ω), λ ∈ R

a(u, v) + (λ, v) = (f, v), ∀v ∈ V, (u, µ) = 0, ∀µ ∈ R
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1.9

三角形单元的表示

Np 是对 Ω 做三角剖分时的节点个数

Pk, k = 1, · · · , NP

任取三角形 K = ∆PiPjPm, 三个节点的编号未必是相邻的
需要结点编号信息, 单元编号信息, 每个单元对应的结点信息
每个单元的对应的邻居单元的信息

一个点是内部结点还是外部结点
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1.10 10 月 8 日-二维情形下的编程实现

−∆u = f, x ∈ Ω, u = 0, x ∈ Γ0,
∂u

∂n
+ σu = g, x ∈ Γ1, ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, Γ0 ∩ Γ1 = ∅.

通过讨论 Γ0,Γ1 是否非空以及 σ 是否为 0 我们能得所有三类边界条件.

−
∫
Ω

∆u · vdΩ =

∫
Ω

∇u · ∇vdΩ−
∫
∂Ω

∂u

∂n
vds =

∫
Ω

fvdΩ

∫
Ω

∇u · ∇vdΩ−
∫
Γ0

∂u

∂n
vdS +

∫
Γ1

σuvdS =

∫
Ω

fvdΩ+

∫
Γ1

gvdS

取

V =
{
v ∈ H1(Ω) | v(x) = 0, x ∈ Γ0

}
我们得到变分问题, 找到 u ∈ V , 满足

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇vdΩ+

∫
Γ1

σuvdS = (f, v) =

∫
Ω

fvdΩ+

∫
Γ1

gvdS, ∀v ∈ V

构造结点，构造剖分，选择使用分片线性函数空间来逼近，逻辑，一个分片线性函数由它在结点处

的值完全确定，上述积分可以分片进行计算，每片上的函数的函数值都只由这个片的三个端点决定.
所以我们先研究一片上的情形

Vh =
{
u | u ∈ C1(Ω), u ∈ P 1(K),K ∈ Tn, u

∣∣
Γ0

= 0
}

找到 uh ∈ Vh 满足

a(uh, vh) = F (vh), ∀vh ∈ Vh

先看每个单元上的基函数, 类似于 1 维的 local 基函数

Pi(xi, yi) Pj(xj , yj)

Pm(xm, ym)

e

局部单元形函数, 假设在每个单元上是线性函数,u ∈ Vh

u(x, y) = ax+ by + c

假设三角顶点的函数值 ui, uj , um 
axi + byi + c = ui

axj + byj + c = uj

axm + bym + c = um
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行列式不为零, 解出 a, x, y

u(x, y) = Ni(x, y)ui +Nj(x, y)uj +Nm(x, y)um

在这个单元上写成了节点值的线性组合的形式

其实和我们

u =
∑

uiϕi

再放到局部是一样的, 只不过这里没有得到整体的, 直接写出了局部的.

Ni(x, y) =
i

2∆k

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x y

1 xj yj

1 xm ym

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2∆k

(aix+ biy + ci)

ai =

∣∣∣∣∣ yi 1

ym 1

∣∣∣∣∣ , bi = −

∣∣∣∣∣ xi 1

xm 1

∣∣∣∣∣ , ci =
∣∣∣∣∣xj yj

xm ym

∣∣∣∣∣
性质类似于 Larange 插值基函数

Ni(Pl) =

1 i = l

0 i ̸= l

下面计算局部基函数在当前单元的积分值

uh(x, y) = Niui +Njuj +Nmum

vh(x, y) = Nivi +Njvj +Nmvm

∇uh =

(
∂uh

∂x
∂uh

∂y

)

∂uh
∂x

=
1

2∆k

(aiui + ajuj + amum)

∂uh
∂y

=
1

2∆k

(biui + bjuj + bmum)

B =
1

2∆k

(
ai aj am

bi bj bm

)
, u⃗ =


ui

uj

um


这样一来

∇uh = Bu⃗k, ∇vh = Bv⃗k

N⃗(x, y) =


Ni

Nj

Nm


uh(x, y) = N⃗(x, y)T u⃗k
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下面表示我们需要表示的

∇uh · ∇vh = (Bu⃗k)
TBv⃗k = u⃗TkB

TBv⃗k = uTkA
1
kv⃗k

σuv = σ(N⃗T u⃗k)(N⃗
T v⃗k) = σuTk N⃗N⃗

Tuk = σu⃗TkA
0
kv⃗k

fvh = fN⃗T v⃗k

gvh = gN⃗T v⃗k

a(uh, vh) =

∫
Ω

∇uh · ∇vhdΩ+

∫
Γ1

σuvdS

=
∑
k∈Th

∫
K

∇uh · ∇vhdΩ+
∑
k∈Th

∫
∂K∩Γ1

σuvdS

=
∑
k∈Th

u⃗TkA
1
kv⃗k +

∑
k∈Th

uTkA
0
kv⃗k =

∑
uTkAkv⃗k

A1
k =

∫
K

BTBdΩ, A0
k =

∫
∂K∩Γ1

NkN
T
k dS

F (vh) =

∫
Ω

fvhdΩ+

∫
Γ1

gvhdS

=
∑
k∈Th

∫
K

fN⃗k(x, y)vkdΩ+
∑∫

∂K∩Γ1

gN⃗T v⃗kdS

=
∑
K∈Th

(b1k)
T v⃗k +

∑
K∈Th

(⃗b0k)
T v⃗k =

∑
bkvk

b1k =

∫
K

fNk(x, y)dΩ, b0k =

∫
∂K∩Γ1

gN⃗kdS

∑
K

uTkAkvk =
∑
K

bTk vk

整体刚度矩阵

设 Np 是对 Ω 作三角剖分时的节点个数 uh(x, y) 在结点上的函数值

u⃗ = (u1, u2, · · · , uNp
)T

v⃗ = (v1, v2, · · · , vNp
)T

类似一维, 将 3*3 矩阵和 3*1 向量扩充为 Np 维矩阵和 Np 维的向量

设 K 是 PiPjPm, 设
A1

k =
(
1
)
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1.11 本质边界条件

V =
{
v ∈ H1(Ω), v

∣∣
Γ0

= 0
}

M =
{
v ∈ H1(Ω), v

∣∣
Γ0

= α(x, y)
}

检验函数仍取 v ∈ V , 但找 u ∈M , 这个时候二者不在同一个空间

Vh =
{
v ∈ C((Ω), v ∈ P 1(K), v|Γ0

= 0
}

Mh =
{
v ∈ C((Ω), v ∈ P 1(K), v|Γ0

= α(x, y)
}

有限元解

找到 uh ∈Mh

a(uh, vh) = F (vh), ∀vh ∈ Vh

重要的是 a(u,v)=(b,v) 这个式子是一直对的, 然后分析 u 和 v 在哪个空间. 再看 u 的哪些分量
是自由度

下一步是算积分 ∫
K

∇uh · ∇vhdK

P1 P2

P3

P
∆2 ∆3

∆1

面积坐标是由线性基函数引入的, 但是不选线性基函数的时候, 我们还是会选择面积坐标
他把一个普通的三角形变成一个标准的三角形, 有利于我们积分
任何一个关于 x, y 的 k 次多项式, 都是 λ1, λ2, λ3 的 k 次齐次多项式, 所以不是线性基函数也可

以转化

后面还会反复用到, 只需要构造出标准单元上的基函数, 变换回去就可以得到任意的.
函数 F (x, y) 在单元 K = ∆P1P2P3 上的积分∫

K

F (x, y)dxdy =

∫
K̂

F (λ1, λ2)∥
D(x, y)

D(λ1, λ2)
∥

若 F (x, y) 是 x, y 的多项式

如果被积函数 F (x, y) 不是 x, y 的多项式形式, 仍然可以化成面积坐标,∫
K

F (x, y)dxdy =

采用数值积分

下面看边上的积分
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1.12 抽象变分问题
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1.13 例子

例 1.13.1. 给出如下方程的变分问题

d4u

dx4 = f, x ∈ [0, 1], u(0) = u′(0) = u(1) = u′(1) = 0.

解. 方程两侧同乘测试函数 v 并进行分部积分得到∫ 1

0

d4u

dx4 vdx =

∫ 1

0

d2u

dx2
d2v

dx2dx− d2u

dx2
dv
dx

∣∣∣∣1
0

+
d3u

dx3 v
∣∣∣∣1
0

=

∫ 1

0

fvdx.

因为出现了 v 的二阶导数, 所以测试函数空间需要要求 v 有二阶弱导数; 为了边界项消失, 需要要求
v(0) = v′(0) = v(1) = v′(1) = 0, 这刚好与 u 的边值条件吻合, 所以这些边值条件是需要体现在测试
函数空间中的本质边界条件. 综上所述, 测试函数空间应该选择为

V =
{
v ∈ H2([0, 1]) | v(0) = v′(0) = v(1) = v′(1) = 0

}
.

变分问题为寻找 u ∈ V 使得对任意 v ∈ V 成立 a(u, v) = (f, v), 其中

a(u, v) =

∫ 1

0

d2u

dx2
d2v

dx2dx, (f, v) =

∫ 1

0

fvdx.

a(u, v) 的有界性是显然的. 至于强制性, 由 Poincaré 不等式,∫ 1

0

v2dx ⩽
∫ 1

0

(v′)2dx ⩽
∫ 1

0

(v′′)2dx =⇒ ∥v∥H2 =

∫ 1

0

v2+(v′)2+(v′′)2dx ⩽ 3

∫ 1

0

(v′′)2dx = 3a(v, v).

命题 1.13.2 (Poincaré 不等式). 设 f ∈ C1[a, b] 且 f(a) = 0, 那么∫ b

a

|f(x)|2dx ⩽ (a− b)2

2

∫ b

a

|f ′(x)|2dx.

证明.

f(x) =

∫ x

a

f ′(t)dt =⇒ |f(x)| ⩽
∫ x

a

|f ′(t)|dt ⩽
√∫ x

a

12dt

√∫ x

a

|f ′(t)|2dt

|f(x)|2 ⩽ (x− a)

∫ x

a

|f ′(t)|2dt ⩽ (x− a)

∫ b

a

|f ′(t)|2dt =⇒
∫ b

a

|f(x)|2dx ⩽ (a− b)2

2

∫ b

a

|f ′(x)|2dx.

注记. 如果额外要求 f(1) = 0 可以将常数加强到 (a − b)2/8, 其实就是把区间砍成两端每段各自用
Poincaré 不等式然后再用积分的可加性加起来.

例 1.13.3.

例 1.13.4.
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1.14 有限元空间的构造

此处逻辑不完全 follow 徐岩老师的讲法, 而是按照本人的理解. 此前已经讨论过抽象变分问题
的提法, 接下来我们在一些具体的场景中去构造 Vh. 构造 Vh 需要回答几个问题, 首先要保证 Vh 确

实是 V 的子空间（后面会看到出于某些动机我们也会发展 Vh 不是 V 的子空间的有限元理论, 称作
非协调有限元, 但非协调有限元的误差估计需要另外的处理并且结果不如协调有限元好）, 其次我们
要确定它的维数以及选取基. 构造 Vh 通常通过确定在每个片元上多项式的形式, 再确定在片元交界
处的光滑度. 接下来思考怎么确定基函数, 确定基函数其实等价于选择哪些未知量作为自由度, 回忆
一维分片线性插值, 一个很自然的选择是使用节点处的函数值作为自由度, 我们推广这个想法, 根据
具体的问题选择某些点处的函数值以及各阶导数值作为自由度. 另一个自然的思考是先研究单个片
元上的基函数（后面被称为形函数）, 然后期待可以拼凑得到整个区域上的基函数. 这两个想法很好
的结合在一起, 一方面因为我们想选择函数值以及各阶导数值作为自由度, 所以可以很容易通过形函
数拼凑出整体的基函数; 另一方面, 确定在片元交界处的光滑度这个操作其实被内置于了在节点处选
择至多少阶导数作为自由度. 综上所述, 我们在实际操作过程中, 首先要确定一个多项式空间 P , 也
就是指定每个片元上多项式函数的形式, 然后选择我们使用哪些信息作为自由度, 然后写出对应的基
函数. 然后我们必须说明我们对自由度的选择是合理的, 数学上我们其实是提供了插值信息然后在多
项式空间 P 中找解, 我们必须保证这个插值问题的解是存在唯一的. 存在性就根据观察写出形函数,
唯一性就证明如果每个自由度的值都为 0 那函数在这个片元上恒为 0. 最后 check 交界处的光滑性.

一维区间的 Lagrange 型二次元

一维区间的 Hermite 型三次元

一般的三次多项式形如

f(x) = a0x
3 + a1x

2 + a2x+ a3

一共有 4 个自由度, 采用 Hermite 插值, 将 4 个自由度选为区间两个端点的函数值与一阶导数信息,

f(x) = f(0)N0(x) + f(1)N1(x) + f ′(0)N
(1)
0 (x) + f ′(1)N

(1)
1 (x).

因为这个情形比较简单, 所以我们可以很容易将形函数计算出来,

N0(ξ) = (1− ξ)2(2ξ + 1), N
(1)
0 (ξ) = (1− ξ)2ξ, N1(ξ) = ξ2(3− 2ξ), N

(1)
1 (ξ) = −(1− ξ)ξ2.

如果 f(0) = f ′(0) = f(1) = f ′(1) = 0, 那 f 有四重根, 这与 f 是三次多项式矛盾, 所以 f ≡ 0, 唯一
性得证. 且根据我们的要求容易看出在交界处有 C1 光滑性.

矩形单元的 Lagrange 型双线性元

一般的双线性多项式形如

f(x, y) = a1 + a2x+ a3y + a4xy

一共有 4 个自由度, 采用 Lagrange 插值, 将 4 个自由度选为矩形四个顶点的函数值信息,

f(ξ, η) = f(−1,−1)N1(ξ, η) + f(1,−1)N2(ξ, η) + f(1, 1)N3(ξ, η) + f(−1, 1)N4(ξ, η).
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多元情形下确定形函数比一元情形稍稍复杂一些, 这是因为一元情形中 n 次多项式至多有 n 个点作

为根, 但二元情形中即使是最简单的多项式 x + y 也有无穷多个零点. 在二元的情形下, 正确的提法
不是研究多项式在哪些孤立点上为零, 而是研究多项式在哪些直线上为零, 这多少有一点古典代数几
何的韵味.考虑直线 ξ ≡ ξ0,则双线性多项式 f(ξ, η)限制在这条直线上是一个关于 η 的一次函数,如
果能找到两个不同的 η 值使得函数都为零, 那么说明 f(ξ, η) 在直线 ξ ≡ ξ0 上恒为零, 由一点简单的
古典代数几何可知 ξ − ξ0 是 f(ξ, η) 的因子, 通过这种方式我们可以确定出本例子中的形函数,

N1(ξ, η) =
1

4
(1−ξ)(1−η), N2(ξ, η) =

1

4
(1+ξ)(1−η), N3(ξ, η) =

1

4
(1+ξ)(1+η), N4(ξ, η) =

1

4
(1−ξ)(1+η)

之所以只考虑 ξ = ξ0 或 η = η0 这种横平竖直的直线,是因为本例中多项式是关于 x, y 各自至多 1次

的多项式而不是总计至多 1 次的多项式, 如果考虑限制在一般的直线上, 得到的不再是线性函数, 需
要更多点的信息才能确定在该直线上恒为零. 唯一性在写出这组基后是显然的, 插值方程组的矩阵在
这组基下是单位阵, 所以解存在唯一, 且基前的系数刚好就是我们给的插值信息. 另一种得到该基函
数的观点是作为一维基函数的张量积, 这个做法在由一维 B-样条基得到二维 B-样条基时也用到过.

矩形单元的 Lagrange 型双二次元

矩形单元的 Hermite 型双三次元

三角形单元的 Lagrange 型二次元

三角形单元的 Lagrange 型三次元

三角形单元的 Hermite 型三次元

笔记 59 页
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1.15 等参单元
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1.16 一维分片线性插值的误差估计
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1.17 二维分片线性插值的误差估计
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1.18 一般协调有限元的插值逼近定理
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1.19 变分问题与有限元问题解的误差估计
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1.20 有限元空间的反估计式
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1.21 椭圆方程中的应用
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1.22 非协调有限元
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1.23 三角形 CR 元的误差估计

笔记 85 页 −∆u = f

u
∣∣
Γ=0

变分问题, 找到 u ∈ V = H1
0 (Ω),

a(u, v) = L(v), v ∈ V

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇vdx, L(v) =

∫
Ω

fvdx

有限元问题

Vh =
{
v | v ∈ P 1(K), v在单元中点连续, v

∣∣
Γ
= 0
}

此时 Vh ⊂ V , 双线性形式
ah(uh, vh) =

∑
K∈Γh

∫
K

∇uh · ∇vhdx

找到 uh ∈ Vh, 满足
ah(uh, v) = L(v), ∀v ∈ Vh

定义

∥v∥h =
√
ah(v, v)

变分问题的解不满足有限元方程

E(u, v) = ah(u, v)− L(v), ∀v ∈ Vh

ah(u, v) = E(u, v) + L(v)

这是准确解满足的方程, 下面是数值解满足的方程

ah(uh, v) = L(v)

二者做差得到

ah(u− uh, v) = E(u, v),

对应原来的误差方程.Strang Lemma 告诉我们

∥u− uh∥h ⩽ C( inf
v∈Vh

∥u− v∥h + sup
w∈Vh\{0}

|E(u,w)|
∥|w|∥h

)

插值误差估计

inf
v∈Vh

∥u− v∥h ⩽ ∥u−Πu∥h ⩽ Ch|u|H2(Ω)

引理 1.23.1 (Trace Theorem).

|e|−1∥ζ∥2L2(e) ⩽ C(), ∀ζ ∈ H1(K)

其中 |e| 表示 e 的长度
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2.1 第一周书面作业

1. 假设
V =

{
w | w ∈ C[0, 1], w′是[0, 1]中分片连续有界函数, w(0) = w(1) = 0

}
,

假设 w ∈ C[0, 1] 并且满足 ∫ 1

0

wv dx = 0, ∀v ∈ V.

证明：

w(x) = 0, ∀x ∈ [0, 1].

证明. 假设 w(x0) ̸= 0, 不妨设 w(x0)0. 由 w 连续性知,∃ δ0, 使得在 (x0 − δ, x0 + δ) 上

w(x)
1

2
w(x0).

取 v ∈ V 满足 v 在 (x0 − δ, x0 + δ) 上大于 0, 且在 (x0 − δ, x0 + δ) 外恒等于 0. 则∫ 1

0

wv dx0.

考虑微分方程

−u′′ = f, x ∈ [0, 1]

乘上测试函数 v 后在 [0, 1] 上积分并做分部积分得到∫ 1

0

u′v′dx− u′(1)v(1) + u′(0)v(0) =

∫ 1

0

fvdx

我们要根据边值条件来确定测试函数到底落在哪个空间里, 私以为有三条要求

• 对 v 的要求结合 u 的边值条件要使得边界项消失

• 解 u 也要落在测试函数空间中

• 如无必要, 不要增加额外的限制

有两种情形是我们目前能够处理的. 比如 u(0) = 0, 那么我们就要求 v(0) = 0, 这样一方面因
为 u′(0) 的存在我们必须让 v(0) = 0, 另一方面测试函数空间满足这个限制的话我们从测试函数空
间中找到的解 u 就必然满足边值条件 u(0) = 0. 但其他情形比如 u(0) = 1, 我们暂时就没招了, 因为
u′(0) 的存在我们还是要让 v(0) = 0, 但是这样从测试函数空间中找解的话解就满足错误的边值条件
u(0) = 0 而不是 u(0) = 1. 另一个我们能处理的情形是 u′(0) = 0, 这样与 u′(0) 有关的边界项自然消

失了, 所以我们不需要对 v(0) 提要求. 但我们会想此时需要要求 v′(0) = 0 吗？不然从测试函数空间

中找到的解 u 怎么满足边值条件 u′(0) = 0 呢？后面我们会看到不需要要求 v′(0) = 0, 解 u 自动就

会满足 u′(0) = 0, 因此我们将 u′(0) = 0 这个边值条件称为自然边值条件.

2. 假设 f(x) 是光滑函数, 给出两点边值问题−u′′ + u = f, 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

对应的变分问题.
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解. 取测试函数空间

V =
{
v ∈ C[0, 1] | v′是[0, 1]中分片连续函数, v(0) = v(1) = 0

}
.

则变分问题为: 找 u ∈ V 满足∫ 1

0

u′v′dx+

∫ 1

0

uvdx =

∫ 1

0

fvdx, ∀v ∈ V.

假设 u ∈ V 是变分问题的解且 u ∈ C2[0, 1], 由 1 相同论证可知 u 也是原两点边值问题的解.

3. 假设 a(x), f(x) 是光滑函数, 给出两点边值问题−(a(x)u′(x))′ + u(x) = f(x), 0 < x < 1

u(0) = u′(1) = 0,

对应的变分问题.

解. 取测试函数空间

V =
{
v ∈ C[0, 1] | v′是[0, 1]中分片连续函数, v(0) = 0

}
.

则变分问题为: 找 u ∈ V 满足∫ 1

0

au′v′dx+

∫ 1

0

uvdx =

∫ 1

0

fvdx, ∀v ∈ V.

假设 u ∈ V 是变分问题的解且 u ∈ C2[0, 1], 分部积分得

a(1)u′(1)v(1)− a(1)u′(0)v(0)−
∫ 1

0

(au′)′vdx+

∫ 1

0

uvdx =

∫ 1

0

fvdx, ∀v ∈ V

因为 v ∈ V 所以自然有

a(1)u′(1)v(1)−
∫ 1

0

(au′)′vdx+

∫ 1

0

uvdx =

∫ 1

0

fvdx, ∀v ∈ V.

考虑 v ∈ V ∩ {v | v(1) = 0} 则

−
∫ 1

0

(au′)′vdx+

∫ 1

0

uvdx =

∫ 1

0

fvdx, ∀v ∈ V ∩ {v | v(1) = 0} .

由 1 相同论证可知
−(a(x)u′(x))′ + u(x) = f(x), 0 < x < 1.

接下来还需要证明 u′(1) = 0. 这是因为

a(1)u′(1)v(1) = 0, ∀v ∈ V =⇒ u′(1) = 0.

4. 假设函数 f(x) 是分片线性的, f(x) =
∑N

j=1 fjϕj(x), 证明: 求解边值问题的有限元方法可以写成
如下形式

AU =MF

其中 M 是质量矩阵.
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证明.
a(uh, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh ⇐⇒ a(u, ϕj) = (f, ϕj), ∀1 ⩽ j ⩽ N

代入 u =
∑N

j=1 ujϕj(x), f =
∑N

j=1 fjϕj(x), 得

uia(ϕi, ϕj) = fi(ϕi, ϕj), ∀1 ⩽ j ⩽ N.

这等价于线性方程组

AU =MF,

其中 U = (u1, · · · , uN )T , F = (f1, · · · , fN )T , A = (a(ϕi, ϕj))N×N ,M = ((ϕi, ϕj))N×N .
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2.2 第二周书面作业

1. 验证
(f, ϕi) =

1

2
(hi + hi+1)(f(xi) +O(h)).

证明.

(f, ϕi)−
1

2
(hi + hi+1)f(xi) =

∫ xi+1

xi−1

(f(x)− f(xi))ϕi(x)dx ⩽
∫ xi+1

xi−1

ϕi(x)dx · max
x∈[xi−1,xi+1]

|f ′(x)| · h

2. 证明
∥u− uI∥L2 ⩽ Ch2∥u′′∥L2 .

证明. 结合定理 0.4.5, 我们只需要证明存在与 h, u 无关的常数 C ′ 使得

∥u− uI∥L2 ⩽ C ′h∥(u− uI)
′∥|L2

变形后这等价于 ∫ 1

0

w(x)2dx ⩽ c′
∫ 1

0

w′(x)2dx

其中 w(0) = 0.

|w(x)| = |
∫ x

0

w′(t)dt| ⩽
∫ x

0

|w′(t)|dt ⩽
(∫ 1

0

w′(x)2dx
) 1

2
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2.3 第三周书面作业

1. 设 V 表示空间

V =
{
v ∈ L2(0, 1) | a(v, v) <∞, v(0) = 0

}
其中 a(·, ·) 为双线性形式

a(u, v) =

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx.

证明以下的强制性结果：

∥v∥2 + ∥v′∥2 ⩽ Ca(v, v), ∀v ∈ V.

给出 C 的一个取值.

证明. 设 V = {v ∈ L2(0, 1) | a(v, v) < ∞, v(0) = 0}，其中 a(u, v) =
∫ 1

0
u′(x)v′(x) dx。需要证明对

于任意 v ∈ V，成立不等式

∥v∥2 + ∥v′∥2 ≤ Ca(v, v),

并给出常数 C 的一个取值。

首先，利用 Poincaré 不等式。由于 v(0) = 0，根据 Poincaré 不等式有

∥v∥2 =
∫ 1

0

v2(x) dx ≤ 1

2

∫ 1

0

(v′(x))2 dx.

记 ∥v′∥2 =
∫ 1

0
(v′(x))2 dx，所以

∥v∥2 ≤ 1

2
∥v′∥2.

由定义 a(v, v) =
∫ 1

0
(v′(x))2 dx = ∥v′∥2，可知

∥v∥2 ≤ 1

2
a(v, v),

且显然有

∥v′∥2 = a(v, v).

将上述结果相加可得

∥v∥2 + ∥v′∥2 ≤ 1

2
a(v, v) + a(v, v) =

3

2
a(v, v).

因此，不等式成立，常数 C 的一个取值为 C = 3
2
。证毕。

2. 证明如下版本的 Sobolev 不等式

∥v∥2max ⩽ Ca(v, v), ∀v ∈ V.

给出 C 的一个取值.

证明. 设 V = {v ∈ L2(0, 1) | a(v, v) < ∞, v(0) = 0}，其中 a(v, v) =
∫ 1

0
(v′(x))2 dx。需要证明

Sobolev 不等式
∥v∥2max ≤ Ca(v, v), ∀v ∈ V,

并给出 C 的一个取值。
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首先，根据基本分析可知，在区间 [0, 1] 上的连续函数 v(x) 的最大值可以通过积分形式估计。

记 v(x) 的导数 v′(x) 在 [0, 1] 上的积分形式为

v(x) =

∫ x

0

v′(t) dt.

利用 Cauchy-Schwarz 不等式，有

|v(x)| ≤
∫ x

0

|v′(t)| dt ≤
(∫ x

0

12 dt

)1/2(∫ x

0

(v′(t))2 dt

)1/2

.

计算
∫ x

0
12 dt，可得 ∫ x

0

1 dt = x.

因此，有

|v(x)| ≤
√
x

(∫ x

0

(v′(t))2 dt

)1/2

.

在区间 [0, 1] 上，取 x = 1，得到

|v(x)| ≤
√
1

(∫ 1

0

(v′(t))2 dt

)1/2

.

因此，

∥v∥max = max
x∈[0,1]

|v(x)| ≤
(∫ 1

0

(v′(t))2 dt

)1/2

.

两边平方，得到

∥v∥2max ≤
∫ 1

0

(v′(t))2 dt = a(v, v).

由此可以看出，Sobolev 不等式成立，并且常数 C 的取值为 C = 1。证毕。

3. 当 Ω 是一个正方形时, 为 −∆u = f x ∈ Ω

u = 0 x ∈ Γ

构造一个差分方法, 使用以下差分近似：

∂2u

∂x21
(x1, x2) ≈

u(x1 + h, x2)− 2u(x1, x2) + u(x1 − h, x2)

h2
.

与例 1.1 进行比较.
4. 证明

< u− uh, v >= 0, ∀v ∈ Vh

等价于

∥u− uh∥H1(Ω) ⩽ ∥u− v∥H1(Ω), ∀v ∈ Vh
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证明. 设 u ∈ H1(Ω) 是解，uh ∈ Vh 是离散解，且满足

⟨u− uh, v⟩ = 0, ∀v ∈ Vh,

其中 ⟨·, ·⟩ 表示双线性形式 a(·, ·)。需要证明这一条件等价于

∥u− uh∥H1(Ω) ≤ ∥u− v∥H1(Ω), ∀v ∈ Vh.

证明如下：

根据双线性形式的性质和伽辽金正交性，令 e = u− uh，对任意 v ∈ Vh，有

⟨e, v⟩ = ⟨u− uh, v⟩ = 0, ∀v ∈ Vh.

这表明 e 在 Vh 上正交于所有 v ∈ Vh，即 e 与空间 Vh 中的所有元素正交。

对于任意 v ∈ Vh，可以写成 e = (u− v) + (v − uh)。根据 ⟨u− uh, v⟩ = 0 和双线性形式的性质，

有

⟨e, e⟩ = ⟨u− uh, u− uh⟩ = ⟨u− uh, u− v⟩+ ⟨u− uh, v − uh⟩.

由于 ⟨u− uh, v⟩ = 0，因此

⟨u− uh, v − uh⟩ = 0.

于是

∥u− uh∥2H1(Ω) = ⟨u− uh, u− v⟩.

利用 Cauchy-Schwarz 不等式，有

∥u− uh∥H1(Ω) ≤ ∥u− v∥H1(Ω).

因为 v ∈ Vh 是任意的，等号显然成立时 v = uh。因此，原条件等价于

∥u− uh∥H1(Ω) ≤ ∥u− v∥H1(Ω), ∀v ∈ Vh.

证毕。

5. 证明以下问题

−u′′ = f 在I = (0, 1) 上,

u(0) = u′(1) = 0,

可以表示成如下变分形式：寻找 u ∈ V 使得

(u′, v′) = (f, v), ∀v ∈ V,

其中 V = {v ∈ H1(I) : v(0) = 0}. 使用分段线性函数为该问题构造一个有限元方法, 并且在
均匀划分的情况下求出相应的线性方程组. 特别地, 研究边界条件 u′(1) = 0 是如何被该方法近似的.
我们从原问题开始：

−u′′ = f 在I = (0, 1),

u(0) = 0, u′(1) = 0.
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将方程两边乘以测试函数 v ∈ V，并在 (0, 1) 上积分：∫ 1

0

(−u′′)v dx =

∫ 1

0

fv dx.

通过分部积分将二阶导数转化为一阶导数，得到：∫ 1

0

(−u′′)v dx =

∫ 1

0

u′v′ dx− [u′v]
1

0 .

由于测试函数 v ∈ V = {v ∈ H1(I) : v(0) = 0}，所以在 x = 0 处 v(0) = 0。此外，边界条件

u′(1) = 0 导致边界项 −u′(1)v(1) = 0。因此，边界积分项消失，方程简化为：∫ 1

0

u′v′ dx =

∫ 1

0

fv dx, ∀v ∈ V.

于是原问题的变分形式为：寻找 u ∈ V = {v ∈ H1(I) : v(0) = 0}，使得

(u′, v′) = (f, v), ∀v ∈ V.

接下来构造有限元方法。将区间 [0, 1] 均匀划分为 N 个子区间，节点为 {x0, x1, . . . , xN}，其中
xi = ih，步长为 h = 1/N。选取分段线性函数作为有限元空间的基函数，定义有限元空间

Vh = {vh ∈ C[0, 1] : vh 在每个子区间是线性函数，且vh(0) = 0}.

基函数 {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN−1} 满足

ϕi(xj) = δij , i, j = 1, 2, . . . , N − 1.

设 uh(x) =
∑N−1

j=1 ujϕj(x)，将其代入变分形式，得到离散方程∫ 1

0

u′hϕ
′
i dx =

∫ 1

0

fϕi dx, ∀i = 1, 2, . . . , N − 1.

通过计算，左侧的刚度矩阵项为

∫ 1

0

ϕ′
iϕ

′
j dx =


2
h
, i = j,

− 1
h
, |i− j| = 1,

0, 否则.

右侧的载荷向量为∫ 1

0

fϕi dx ≈
∫ xi

xi−1

f(x)ϕi(x) dx+

∫ xi+1

xi

f(x)ϕi(x) dx.

最终线性方程组写为

Ku = f,

其中刚度矩阵 K 是三对角矩阵，具体形式为

K =
1

h



2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1 · · · 0

0 −1 2 · · · 0
...

...
... . . . −1

0 0 0 −1 2


,
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u 是节点值向量 [u1, u2, . . . , uN−1]
⊤，f 是载荷向量。

对于边界条件 u′(1) = 0，在离散化时隐式处理。根据有限差分方法的近似，导数边界条件 u′(1) =

0 可写为

u′(1) ≈ uN − uN−1

h
.

由于 u′(1) = 0，可以得到

uN = uN−1.

这一条件在离散化过程中自动反映为矩阵的结构，影响最后一行或隐式影响离散解的计算。这

确保了自然边界条件在有限元方法中得到了近似处理。

6. 证明 M 和 V 是等价的
7. 设 Ω 是平面内的有界区域, 并且其边界 Γ 被分为两个部分 Γ1 和 Γ2. 给出以下问题的变分形式

∆u = f 在Ω 内,

u = u0 在Γ1,

∂u
∂n

= g 在Γ2,

其中 f, u0, g 是已知函数. 然后为该问题构造一个有限元方法, 并给出该问题在力学或物理中的
解释.
为了将该问题写为变分形式，我们引入测试函数 v ∈ V，其中 V 是定义在区域 Ω 上的适当的

Sobolev 空间，满足在 Γ1 上 v = 0。变分形式的推导如下：

首先，将给定的偏微分方程 ∆u = f 乘以测试函数 v，并在区域 Ω 上积分：∫
Ω

v∆u dx =

∫
Ω

vf dx.

利用格林公式将左侧的二阶导数项转化为一阶导数，并引入边界积分：∫
Ω

v∆u dx = −
∫
Ω

∇v · ∇u dx+

∫
Γ

v
∂u

∂n
ds.

将上式代入后，原方程转化为：

−
∫
Ω

∇v · ∇u dx+

∫
Γ

v
∂u

∂n
ds =

∫
Ω

vf dx.

根据边界条件，将边界积分
∫
Γ
v ∂u
∂n
ds 拆分为 Γ1 和 Γ2 两部分：∫

Γ

v
∂u

∂n
ds =

∫
Γ1

v
∂u

∂n
ds+

∫
Γ2

v
∂u

∂n
ds.

在 Γ1 上，边界条件为 u = u0。由于测试函数 v 满足 v = 0 在 Γ1 上，因此
∫
Γ1
v ∂u
∂n
ds = 0。在

Γ2 上，由边界条件
∂u
∂n

= g，得到： ∫
Γ2

v
∂u

∂n
ds =

∫
Γ2

vg ds.

将以上结果代入原式，得到：

−
∫
Ω

∇v · ∇u dx+

∫
Γ2

vg ds =

∫
Ω

vf dx.
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整理后，得到问题的变分形式为：寻找 u ∈ U，其中 U = {u ∈ H1(Ω) | u = u0 在Γ1}，满足∫
Ω

∇u · ∇v dx =

∫
Ω

vf dx+

∫
Γ2

vg ds, ∀v ∈ V,

其中 V = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 在Γ1}。
证毕。
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2.4 第六周书面作业

1. 设 Ω 是有界的, 且 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. 证明 Lq(Ω) ⊆ Lp(Ω). 给出例子说明当 p < q 时该包含关系是

严格的, 并且当 Ω 无界时该包含关系是错误的.

证明. 由 Hölder 不等式, ∫
Ω

|u|pdx ⩽ ∥u∥p
L

q
p
∥1∥

L
q

q−p
.

取 Ω = (0, 1), 数学分析中熟知 x−α 在 Ω 上可积当且仅当 α < 1, 取 1/q < α < 1/p 即可.
取 Ω = (1,+∞), 则 1/x 是 L2 可积的但不是 L1 可积的.

2. 证明在区域 Ω 上有界的连续函数全体在范数 ∥ · ∥L∞(Ω) 下构成一个 Banach 空间.

证明. 此时 L∞ 范数就是最大模范数, 对于 Cauchy 列, 每个点 x 处先由于 R 的完备性得到一个序
列极限, 再由于收敛是一致收敛得到这个序列极限也是连续函数, 所以空间是完备的.

3. 假设 Ω 是有界的, 并且在 Lp(Ω) 中 fj → f . 使用 Hölder 不等式证明∫
Ω

fj(x) dx→
∫
Ω

f(x) dx 当 j → ∞.

证明. ∣∣∣∣∫
Ω

fj(x)− f(x)dx
∣∣∣∣ ⩽ ∫

Ω

|fj(x)− f(x)|dx ⩽ ∥fj − f∥Lp(Ω)∥1∥Lq(Ω) = ∥fj − f∥Lp(Ω).

4. 问题如下：
设 Ω = [0, 1]，且 1 ≤ p <∞。证明在 (1.1.12) 中定义的函数 f 属于 Lp(Ω)，并且

∥f − fj∥Lp(Ω) → 0 当 j → ∞�

（提示：首先证明 logx ∈ Lp(Ω)，然后使用 Lp(Ω) 是一个 Banach 空间的事实。）
证明思路：

1. ** 证明 logx ∈ Lp(Ω)**：首先考虑 logx 在 Lp(Ω) 空间中的可积性。我们需要计算：∫ 1

0

| logx|p dx�

由于 logx在 x = 1附近是有限的，我们重点分析积分在 x = 0附近的行为。在 x趋近于 0时，logx
趋于 −∞，因此我们需要验证该积分是否收敛。
对于 x ∈ (0, 1]，我们有 ∫ 1

0

| logx|p dx =

∫ 1

0

(− logx)p dx�

令 x = e−t，则 dx = −e−t dt，积分上限从 0 变为 ∞，于是积分变为：∫ ∞

0

tpe−t dt�

这个积分是伽玛函数 Γ(p+ 1)，它是有限的，因此 logx ∈ Lp(Ω) 对于任意 1 ≤ p <∞ 成立。
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2. ** 证明 f ∈ Lp(Ω)**：根据 (1.1.12)，函数 f(x) 定义为：

f(x) =
∞∑

n=1

2−n log |x− rn|�

由于 logx ∈ Lp(Ω)，并且每一项 2−n log |x − rn| 的加权系数 2−n 使得该级数在 Lp(Ω) 中收敛，因

此 f(x) ∈ Lp(Ω)。

3. ** 证明 ∥f − fj∥Lp(Ω) → 0**：设 fj(x) 为部分和：

fj(x) =

j∑
n=1

2−n log |x− rn|�

我们要证明：

∥f − fj∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)− fj(x)|p dx
)1/p

→ 0 当 j → ∞�

注意到 f(x)− fj(x) 是从第 j + 1 项开始的级数项：

f(x)− fj(x) =

∞∑
n=j+1

2−n log |x− rn|�

由于每一项 2−n log |x− rn| 在 Lp(Ω) 中的范数被 2−n 控制，因此级数部分和在 Lp(Ω) 中收敛，且：

∥f − fj∥Lp(Ω) ≤
∞∑

n=j+1

2−n∥ log |x− rn|∥Lp(Ω)�

由于级数的尾项趋于 0，因此 ∥f − fj∥Lp(Ω) → 0。

结论：

我们证明了函数 f ∈ Lp(Ω)，并且 ∥f − fj∥Lp(Ω) → 0 当 j → ∞。
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2.5 第七周书面作业

1. 证明
(

∂
∂x

)α |x| = xα/|x| 对所有 x ̸= 0 和 |α| = 1 成立.

证明.
∂

∂xi
|x| = ∂

∂xi

(
n∑

j=1

x2j

)1/2

=
1

2

(
n∑

j=1

x2j

)−1/2

· 2xi =
xi
|x|
.

2. 证明: 设 ψ ∈ C |α|(Ω)，那么 ψ 的弱导数 Dα
wψ 存在，并且它等于经典意义下的导数 Dαψ。

证明. 通过分部积分，且使用测试函数 φ 在 Ω 的边界为 0 的性质，∫
Ω

Dαψ φdx = (−1)|α|
∫
Ω

ψDαφdx, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).

3. 证明函数 f(x) = 1− |x| 的更高阶弱导数 Dj
wf 不存在.

证明. 一阶弱导数 g 已经存在,而我们已知 g 的一阶弱导数不存在,所以 f 的高阶弱导数不存在.

4. 设 f(x) = |x|r, 其中 r 是给定的实数. 证明如果 r > 1− n, 则函数 f 在单位球上具有一阶弱导数.

证明. 为了证明这一结论，假设 ϵ > 0，并设 ϕϵ ∈ C∞
c (Rn) 是一个截断函数，它在 Bϵ(0) 内等于 1，

在 B2ϵ(0) 外等于 0。那么

f ϵ(x) =
1− ϕϵ(x)

|x|a

属于 C∞(Rn)，并且在 |x| ≥ 2ϵ 时 f ϵ = f。通过分部积分，我们得到∫
(∂if

ϵ)ϕdx = −
∫
f ϵ(∂iϕ)dx. (3.5)

我们有

∂if
ϵ(x) = − a

|x|a+1

xi
|x|

[1− ϕϵ(x)]− 1

|x|a
∂iϕ

ϵ(x).

由于 |∂iϕϵ| ≤ C/ϵ 且 |∂iϕϵ| = 0 当 |x| ≤ ϵ 或 |x| ≥ 2ϵ 时，我们有

|∂iϕϵ(x)| ≤ C

|x|
.

因此

|∂if ϵ(x)| ≤ C ′

|x|a+1
,

其中 C ′ 是与 ϵ 无关的常数。此外，

∂if
ϵ(x) → − a

|x|a+1

xi
|x|
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几乎处处点收敛于 ϵ → 0+。如果 |x|−(a+1) 是局部可积的，则通过取 (3.5) 的极限（当 ϵ → 0+

时）并使用勒贝格支配收敛定理，我们得到∫ (
− a

|x|a+1

xi
|x|

)
ϕdx = −

∫
f(∂iϕ)dx,

这证明了该结论。

5. 设 n = 1，Ω = [a, b]，且 f ∈W 1
1 (Ω)。证明：∫ b

a

D1
wf(x) dx = f(b)− f(a),

其中假设 f 在 a 和 b 处是连续的。

证明.

证明：

我们将使用弱导数的定义和分部积分公式来证明所给的等式。

1. 弱导数的定义：
弱导数 D1

wf(x) 定义为满足：∫ b

a

f(x)φ′(x) dx = −
∫ b

a

D1
wf(x)φ(x) dx 对所有 φ ∈ C∞

c (Ω)�

其中 φ ∈ C∞
c (Ω) 是支持在 [a, b] 上的光滑紧支测试函数。

2. 构造逼近函数序列 φj：

根据题目提示，我们需要构造一个函数序列 φj ∈ D(Ω)（即光滑紧支测试函数的空间），使得

φj → 1 在 Ω = [a, b] 上。这种函数序列通常可以通过将常数 1 函数在两端逐渐削减为 0 来实现，例
如使用平滑的近似函数。

设 φj(x) 为一族函数，它们满足：- φj(x) → 1 在 [a, b] 上，且在边界 a 和 b 处连续趋向 0。- 对
于所有 j，φj ∈ C∞

c (Ω)。

3. 使用分部积分公式：
应用弱导数的定义，考虑分部积分的公式：∫ b

a

D1
wf(x)φj(x) dx = −

∫ b

a

f(x)φ′
j(x) dx�

当 j → ∞ 时，φj(x) → 1 在 [a, b] 上，因此上式极限为：∫ b

a

D1
wf(x) dx = lim

j→∞

(
−
∫ b

a

f(x)φ′
j(x) dx

)
�

由于 φj(x) 在 a 和 b 处逐渐趋向 0，我们可以通过分部积分计算右侧的极限。
4. 边界项的处理：
考虑分部积分的边界项：

−
∫ b

a

f(x)φ′
j(x) dx = f(b)φj(b)− f(a)φj(a) +

∫ b

a

D1
wf(x)φj(x) dx�

由于 φj(b) → 1，φj(a) → 1，而 φj(x) → 1 在 [a, b] 上，因此当 j → ∞ 时：

f(b)φj(b)− f(a)φj(a) → f(b)− f(a)�
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5. 结论：
因此，我们得到： ∫ b

a

D1
wf(x) dx = f(b)− f(a)�

这证明了所要求的等式。

6. 证明 Sobolev 不等式在 n = 1 时的情形, 设 Ω = [a, b], 证明 ∥u∥L∞(Ω) ⩽ C∥u∥W 1
1 (Ω).

证明. 设 u ∈ C1(Ω),

|u(t)| = |u(s) +
∫ t

s

u′(x)dx| ⩽ |u(s)|+ ∥u′∥L1(Ω)

左边取上确界, 右边取下确界, 得到

∥u∥L∞(Ω) ⩽ min
s

|u(s)|+ ∥u′∥L1(Ω) ⩽
1

b− a
∥u∥L1(Ω) + ∥u′∥L1(Ω)
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2.6 第九周书面作业

Johnson 2.3 给出问题 u′′′′(x) = f 0 < x < 1

u(0) = u′′(0) = u′(1) = u′′′(1) = 0

的变分形式, 并证明.

证明. 该问题的变分形式可通过弱形式得到。将方程 d4u
dx4 = f 乘以测试函数 v(x) 并在区间 [0, 1] 上

积分： ∫ 1

0

v
d4u

dx4
dx =

∫ 1

0

vf dx.

通过多次分部积分，逐步降低 u 的微分阶数，得到：∫ 1

0

v′′u′′ dx =

∫ 1

0

vf dx.

对于边界项，通过分部积分后保留如下形式：

[
v
d3u

dx3

]1
0

−
[
v′
d2u

dx2

]1
0

+

[
v′′
du

dx

]1
0

= 0.

结合边界条件 u(0) = u′′(0) = u′(1) = u′′′(1) = 0，最终的弱形式为：∫ 1

0

v′′u′′ dx =

∫ 1

0

vf dx.

本质边界条件是 u(0) = 0 和 u′(1) = 0，这些直接施加在 u 或其一阶导数上；自然边界条件

是 u′′(0) = 0 和 u′′′(1) = 0，它们通过分部积分自然引入。物理意义上，若 u 表示弹性梁的挠度：

u(0) = 0 表示梁在 x = 0 处固定；u′′(0) = 0 表示该点无弯矩；u′(1) = 0 表示梁在 x = 1 处水平；

u′′′(1) = 0 表示该点无剪力。

Johnson 2.5
该问题的变分形式可以通过乘以测试函数 v 并在区域 Ω 上积分得到。原方程为 −∆u+ u = f。

两侧乘以测试函数 v 并积分后，得到
∫
Ω
v(−∆u+ u) dΩ =

∫
Ω
vf dΩ。利用格林公式将 −∆u 部分处

理为
∫
Ω
−v∆u dΩ =

∫
Γ
v ∂u
∂n
dΓ−

∫
Ω
∇v · ∇u dΩ。代入边界条件 ∂u

∂n
= g，得到积分方程：∫

Ω

∇v · ∇u dΩ+

∫
Ω

vu dΩ =

∫
Ω

vf dΩ+

∫
Γ

vg dΓ�

因此，变分形式可以表达为 a(u, v) = l(v)，其中 a(u, v) =
∫
Ω
∇v · ∇u dΩ +

∫
Ω
vu dΩ，l(v) =∫

Ω
vf dΩ+

∫
Γ
vg dΓ。

检查条件 (i)-(iv) 可知：双线性形式 a(u, v) 是对称且连续的，且满足半正定性 a(u, u) ≥ 0。线

性形式 l(v) 是连续且有界的，这些条件均满足。

力学中一个符合此形式的问题是描述弹性薄膜的位移 u。方程 −∆u+ u = f 表示薄膜在外加载

f 下的变形，边界条件 ∂u
∂n

= g 表示表面上的法向力（例如施加的边界压力）。
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Johnson 2.7 这个问题描述了由两个区域 Ω1 和 Ω2 组成的区域 Ω 上的稳态热传导问题，其中热传导

系数在 Ω1 和 Ω2 内分别为常数 k1 和 k2。变分形式可以通过将问题乘以测试函数 v ∈ V 并积分得

到，积分形式为： ∫
Ω

k(x)∇u · ∇v dΩ =

∫
Ω

fv dΩ+

∫
Γ2

gv dΓ�

这里，k(x) 的分段定义导致积分区域可以分解为两个部分，分别是 Ω1 和 Ω2。在 Ω1 和 Ω2 内，

问题分别满足方程 −kj∆u = f，而在边界 Γ1 上，u = 0 表示固定温度，在 Γ2 上，给定热通量边界

条件 q · n = g。在公共边界 S 上，通过分部积分自动引入了热流的连续性条件 k1
∂u1

∂n
= k2

∂u2

∂n
，这

一条件表达了从 Ω1 到 Ω2 的热流守恒，因此变分形式中已经隐含了这个关系。

这一问题模型对应于稳态热传导，其中两个区域由不同材料组成，导热系数分别为 k1 和 k2。公

共边界 S 上的热流连续性条件反映了两个材料接触区域的能量平衡。
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2.7 第十周书面作业

Johnson 3.1 要证明 v ∈ Pr(I) 是在区间 I 上次数不超过 r 的多项式集合，如果 v 在 r + 1 个不同

点上为零，则 v = 0。

首先，假设 v(x) =
∑r

i=0 aix
i，是一个次数不超过 r 的多项式。如果 v(x) 在 r + 1 个不同点

{x0, x1, . . . , xr} 上为零，则有：

v(xj) =
r∑

i=0

aix
i
j = 0, j = 0, 1, . . . , r.

这意味着关于系数 a0, a1, . . . , ar 的 r+1 个线性方程成立。系数矩阵是一个 Vandermonde 矩阵，其
行是 [1, xj , x

2
j , . . . , x

r
j ]。由于 x0, x1, . . . , xr 是互不相同的，Vandermonde 矩阵是满秩的，因此方程

组只有零解 a0 = a1 = · · · = ar = 0。因此，v(x) = 0。

对于第二部分，如果 v(b) = 0，则可以将 v(x) 表示为：

v(x) = (x− b)w(x),

其中 w(x) 是次数不超过 r − 1 的多项式，即 w ∈ Pr−1(I)。这一点可以通过多项式除法或因式分解

直接验证。

Brenner 3.x.1 设 P (x) 是次数为 2m + k + 1 的多项式，满足 P (j)(0) = 0 和 P (j)(1) = 0 对于

j = 0, 1, . . . ,m，以及 P (ξi) = 0 对于 0 < ξ1 < · · · < ξk < 1。由于 P (j)(0) = 0，x = 0 是 P (x) 的零

点，其重数至少为 m+ 1。同理，由 P (j)(1) = 0，x = 1 是 P (x) 的零点，其重数也至少为 m+ 1。

因此，边界点 x = 0 和 x = 1 共提供了至少 2m + 2 个零点。此外，P (x) 在 (0, 1) 内的 k 个点

ξ1, ξ2, . . . , ξk 上也为零，因此增加了 k 个零点。

综上，P (x) 的零点总数至少为 2m+ 2 + k。然而，P (x) 的次数仅为 2m+ k + 1，这与多项式

零点个数不能超过其次数的基本性质矛盾。因此，P (x) ≡ 0。证毕。
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2.8 第十一周书面作业

写出三角形单元 Lagrange 型三次单元形函数, 并证明插值的唯一可解性和连续性.

解.
N1 =

9

2
λ1(λ1 −

1

3
)(λ1 −

2

3
)

N2 =
9

2
λ2(λ2 −

1

3
)(λ2 −

2

3
)

N3 =
9

2
λ3(λ3 −

1

3
)(λ3 −

2

3
)

N4 =
27

2
λ1λ2(λ1 −

1

3
)

N5 =
27

2
λ1λ2(λ2 −

1

3
)

N6 =
27

2
λ2λ3(λ2 −

1

3
)

N7 =
27

2
λ2λ3(λ3 −

1

3
)

N8 =
27

2
λ1λ3(λ3 −

1

3
)

N9 =
27

2
λ1λ3(λ1 −

1

3
)

N10 = 27λ1λ2λ3

由于这 10 个函数构成空间的一组基, 所以是唯一可解的. 由于三个点的函数值可以决定一条边上的
值, 所以是连续的.
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2.9 第十二周书面作业

Johnson 4.1 令 I = [0, h], 令 πv ∈ P1(I) 是与 v ∈ C(I) 在端点处取值一致的线性插值, 证明

|v′(x)− (πv)′(x)| ⩽ h max
0⩽y⩽h

|v′′(y)|, |v(x)− πv(x)| ⩽ h2

8
max
0⩽y⩽h

|v′′(y)|.

证明. 令 e(x) = v(x) − πv(x), 因为 e(0) = e(h) = 0, 所以由 Rolle 中值定理存在 x0 ∈ [0, h] 使得

e′(x0) = 0,所以对任意 x ∈ [0, h]有 e′(x) =
∫ x

x0
e′′(t)dt,得到 |v′(x)−(πv)′(x)| ⩽ hmax0⩽y⩽h |v′′(y)|.

Johnson 4.3

证明. 设：变分形式

V = H2
0 = {u ∈ H2 : u(0) = u(1) = u′(0) = u′(1) = 0},

求 u ∈ V，使得

a(u, v) = f(v), ∀v ∈ V,

其中

Vh = {vh ∈ H2 : vh|[xi−1,xi] ∈ P 3, ∀i}.

由 Cea 定理：
∥u− uh∥H2 ≤ C inf

vh∈Vh

∥u− vh∥H2 .

记

πu = vh ∈ Vh, ∥u− πu∥H2 ≤ Ch2∥u∥H4 .

定义：

e(x) = u(x)− uh(x), eh(x) = u(x)− πu(x), ηh(x) = πu(x)− uh(x).

则有

e(x) = eh(x) + ηh(x), eh(x) ∈ Vh, a(eh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh.

由 Rolle 定理：

∃gi ∈ L2(xi−1, xi), s.t. e(4)h (x) = gi(x), x ∈ (xi−1, xi),

∃gi ∈ L2(xi−1, xi), s.t. e(3)h (xi) = 0,

∃gi ∈ L2(xi−1, xi), s.t. e(2)h (xi) = 0,

∃gi ∈ L2(xi−1, xi), s.t. e(1)h (xi) = 0,

∃gi ∈ L2(xi−1, xi), s.t. eh(xi) = 0.

因此

eh(x) =

∫ x

xi−1

∫ t

xi−1

∫ s

xi−1

∫ u

xi−1

gi(u) du ds dt dx.
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∫ xi

xi−1

e
(3)
h (x) dx =

∫ xi

xi−1

(∫ x

xi−1

gi(t) dt

)2

dx.

利用积分不等式：

≤
∫ xi

xi−1

(
hi
2

∫ xi

xi−1

g2i (t) dt

)
,

令 h = maxi hi，可得
∥eh∥2H2 ≤ Ch2∥u∥H4 .

综上：

∥u− uh∥2H2 ≤ Ch2∥u∥H4 ,

即：

∥u− uh∥H2 ≤ Ch2∥u∥H4 .

Johnson 4.8

∥u− πhu∥L2(Ω) ≤ Chr+1∥u∥Hr+1(Ω).

注意：

∥u− uh∥L2(Ω) ≤ inf
v∈Vh

∥u− v∥L2(Ω) ≤ Chr+1∥u∥Hr+1(Ω).

对于任意 v ∈ Vh，

∥u− v∥2L2(Ω) = ∥u− uh + uh − v∥2L2(Ω),

= (u− uh + uh − v, u− uh + uh − v),

= ∥u− uh∥2L2(Ω) + ∥uh − v∥2L2(Ω) + 2(u− uh, uh − v).

由于 a(u, v) = a(uh, v), ∀v ∈ Vh，可得 uh − v ∈ Vh，并且

a(u− uh, uh − v) = 0, ∀v ∈ Vh.

因此，

∥u− v∥2L2(Ω) = ∥u− uh∥2L2(Ω) + ∥uh − v∥2L2(Ω) ≥ ∥u− uh∥2L2(Ω), ∀v ∈ Vh.

于是，

∥u− uh∥L2(Ω) ≤ inf
v∈Vh

∥u− v∥L2(Ω),

而由 πhu ∈ Vh，有

∥u− uh∥L2(Ω) ≤ inf
v∈Vh

∥u− v∥L2(Ω) ≤ ∥u− πhu∥L2(Ω) ≤ Chr+1∥u∥Hr+1(Ω).

同时，

∥uh∥L2(Ω) ≤ ∥u∥L2(Ω).
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由 a(u, v) = a(uh, v), ∀v ∈ Vh，且 uh ∈ Vh，可得

∥uh∥2L2(Ω) = a(uh, uh) = a(u, uh) ≤ ∥u∥L2(Ω)∥uh∥L2(Ω),

由 Cauchy 不等式可得
∥uh∥L2(Ω) ≤ ∥u∥L2(Ω).

因此，

∥uh∥L2(Ω) ≤ ∥u∥L2(Ω)�
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2.10 第十四周书面作业
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2.11 练习题
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