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1

序

在最前面, 有必要让读者对大致脉络有一个了解. 本课程叫做偏微分方程数值解, 实际上主要讲
有限差分方法, 也就是将待求解的函数 u(x, t) 离散化为格点函数, 将微分方程离散化为差分方程. 首
先要指出, 本课程关心的微分方程仅限于适定的微分方程, 在后面专门花了一章讨论微分方程的适定
性. 在微分方程 1 的课程中, 我们并没有显式地强调适定性这个名词, 其实它就是微分方程解的存在
性、唯一性、以及解对初值的连续依赖性或者叫稳定性, 所以我们其实在微分方程 1 里至少学过波
动方程和扩散方程的适定性, 大家不要对这个概念感到害怕. 其实适定性作为本课程的一章来说, 跟
数值方法的关系不大, 我个人觉得可以当作一个预备知识单独学习, 但科大的讲法把它放在一个我觉
得挺奇怪的位置. 接下来考虑差分方程, 我们关注这样几个概念, 首先是相容性, 它衡量差分方程在
在多大程度上近似了微分方程, 换句话说如果我把微分方程的真实解直接代入到差分方程, 残差有多
大. 残差也是个格点函数.
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Chapter 1

Fourier 分析

Fourier 变换是说, 对于一个满足某些条件的函数 f , 可以计算它的频率为 ω 的 Fourier 系数

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt, f(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
f̂eiωtdt.

这里频率 ω 是连续取值的, 对应于 Fourier 变换的函数 f 的非周期性. 如果考虑一个周期函数 f , 正
确的概念应该是 Fourier 级数, 因为周期函数只允许特定频率的组分存在. 假设 f 的周期为 T , 那么
基频 ω0 = 2π/T , 其他容许存在的频率都是它的整数倍, 有如下 Fourier 展开

cn =
1

T

∫ T

0

f(t)e−inω0tdt, f(t) =

∞∑
n=−∞

cneinω0t.

现在不再考虑 f , 而是考虑一个无限长的、非周期的离散序列 x[nL]. 那类比我们将 f(t) 分解为 eiωt

的叠加, 此时我们应该将 x[nL] 分解为 eiωt 在 nL 上的采样也就是 eiωnL 的叠加,

X(ω) =
∞∑

n=−∞

x[nL]e−iωnL

这个公式隐含了, 如果 ω1L 与 ω2L 相差 2π, 那么 X(ω1) = X(ω2), 所以 X(ω) 是一个周期为 2π/L

的周期函数. 有如下的逆变换的公式

x[nL] =
L

2π

∫ 2π
L

0

X(ω)eiωnLdω

现在假设序列也有周期 T , 间隔依旧是 L, 那么我们现在只需要 N = T/L 个自由度就可以描述我的

序列. 首先, 因为信号是以 L 为间隔离散的, 所以频率依旧会以 2π/L 为周期, 然后因为信号是以 T

为周期的, 所以频率只能是 ω0 = 2π/T 的整数倍, 也就是以 2π/T 为间隔离散, 所以频率也只需要
(2π/L)/(2π/T ) = T/L = N 个自由度就可以描述.

X(m) =
N−1∑
n=0

x(nL)e−i 2πN mn, x(n) =
1

N

N−1∑
m=0

X(m)ei 2πN mn

每个求系数的过程都应该理解为求内积. 每个逆过程就是用这些系数做线性组合.
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Chapter 2

对流方程

考虑常系数的对流方程的初值问题

ut = ux, u(x, 0) = f(x),

其中 f(x) 是一个光滑的 2π 周期的周期函数. 所以也可以看作是在有限区间 [0, 2π] 上施加了周期

性边界条件的初值问题. 学习这门课需要读者对 Fourier 分析有较深的功底, 读者需要知道 Fourier
方法沟通了空间域与频域, 而使用 Fourier 方法去求解偏微分方程相当于将关于函数 u(x, t) 的偏微

分方程转化为关于其傅里叶系数 û(k, t) 的常微分方程. 这里是有限区间搭配周期性边界条件, 所以
应该考虑将 u(x, t) 展开成 Fourier 级数 u(x, t) =

∑∞
k=−∞ ûk(t)eikx. 如果是全空间的初值问题, 应

该考虑将 u(x, t) 展开成它的 Fourier 逆变换 u(x, t) = 1√
2π

∫∞
−∞ û(k, t)eikxdk. 如果是有限区间搭配

Dirichlet 边界条件, 依旧可以考虑使用 Fourier 方法, 不过不再是标准的 Fourier 级数展开, 而是将
u(x, t) 展开成 Fourier 正弦级数 u(x, t) =

∑∞
n=1 bn(t) sin(nx

2
), 我们更常把这种方法叫做分离变量法.

回到我们考虑的这个情形, 将 u(x, t) 和 f(x) 全部展开为 Fourier 级数

u(x, t) =
∞∑

k=−∞

ûk(t)eikx, f(x) =
∞∑

k=−∞

f̂keikx, f̂k =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikxdx

由于 u(x, 0) = f(x), 我们得到每个系数的初始条件 ûk(0) = f̂k. 将上述级数展开代入微分方程
∞∑

k=−∞

dûk(t)
dt eikx =

∞∑
k=−∞

(ik)ûk(t)eikx

由于 {eikx} 是一组正交基, 我们可以逐项比较系数

dûk(t)
dt = ikûk(t), ûk(0) = f̂k =⇒ ûk(t) = f̂keikt =⇒ u(x, t) =

∞∑
k=−∞

f̂keikteikx = f(x+ t).

张梦萍老师的讲法, 先考虑初值是一个谐波也就是 f(x) = f̂keikx 的情形, 由叠加原理是没有区别的.
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CHAPTER 2. 对流方程 7

2.1 FTCS 格式

使用前差近似 ut, 使用中心差近似 ux, 得到

ut(xj , tn) ≃
vn+1
j − vnj

∆t
, ux(xj , tn) ≃

vnj+1 − vnj−1

2h
,

代入对流方程并整理得到

ut = ux =⇒ vn+1
j = vnj +

∆t

2h
(vnj+1 − vnj−1).

tn+1

vn+1
j

tn
vnj−1 vnj vnj+1

所以 tn 层的三个点的值 vnj−1, v
n
j , v

n
j+1 决定 tn+1 层的 vn+1

j 的值. 周期性边界条件使得我们可以只
关心有限个点, 但不意味着我们不知道这些点之外的信息, 比如设最左端点是 vn0 , 最右端点是 vnN , 那
么计算 vn+1

0 的时候会用到 vn−1, 这个点的值我们是知道的, 它就是 vn+1
N−1, 不像后面讲到初边值问题,

搭配 Neumann边界条件的时候, vn+1
−1 这个点的值是不知道的,需要我们利用边界条件补一个虚拟的

vn+1
−1 的点的值出来, 或者用其他方法. t0 层的初值信息由 f(x) 在格点上的限制得到

u(x, 0) = f(x) =⇒ v0j = f(xj) =: fj , j = 0, · · · , J.

恭喜, 你已经学会使用 FTCS 格式来求解对流方程了! 我们将花一定时间停留在这个例子上, 展示偏
微分方程数值解中的基本概念. 首先在前一页, 我们指出一个周期函数, 可以用它的傅里叶级数来等
价描述.



CHAPTER 2. 对流方程 8

初值是一个谐波

设

f(x) =
1√
2π
f̂(ω)eiωx =⇒ v0j = f(xj) =

1√
2π
f̂(ω)eiωxj =:

1√
2π
v̂0(ω)eiωxj .

根据 FTCS 格式计算有

v1j = v0j +
∆t

2h
(v0j+1 − v0j−1) =

1√
2π
v̂0(ω)

(
eiωxj +

∆t

2h
eiωxj+1 − ∆t

2h
eiωxj−1

)
=

1√
2π
v̂0(ω)eiωxj

(
1 +

∆t

2h
eiωh − ∆t

2h
e−iωh

)
=

1√
2π
v̂0(ω)eiωxj (1 + ir sin ξ)

这里我们使用了记号

r :=
∆t

h
, ξ := ωh.

根据以上的计算我们可以发现, 如果初值 f 也就是 v0 是一个频率为 ω 的谐波, 那么根据 FTCS 格
式计算出的下一个时间层 v1 也是一个频率为 ω 的谐波, 并且二者之间的振幅的关系为

v̂1(ω) = v̂0(ω)(1 + ir sin ξ).

容易看出这个计算对任意 n 都对, 所以我们有关系

v̂n+1(ω) = Q̂v̂n(ω) = · · · = Q̂n+1v̂0(ω), Q̂ := 1 + ir sin ξ.

称复数 Q̂ 为算子 Q 的符号, 也称为格式 FTCS 的放大因子. 差分方程的解即为

vnj =
1√
2π
v̂n(ω)eiωxj =

1√
2π

(1 + i∆t
h

sin(ωh))nf̂(ω)eiωxj .

前面的经验告诉我们解析解是

unj = u(xj , tn) = f(xj + tn) =
1√
2π
f̂(ω)eiωxjeiωtn .

我们自然要研究当 ∆t 和 h 趋于 0 时数值解 vnj 是否会收敛到解析解 unj .

(1 + i∆t
h

sin(ωh))n = (1 + i∆t
h
ωh+ i∆t

h
O(ω3h3))n = (eiω∆t +O(ω2∆t2 + ω3∆th2))n

=eiωtn(1 +O(ω2∆t2 + ω3∆th2))n = eiωtn(1 + nO(ω2∆t2 + ω3∆th2)) = eiωtn(1 + tnO(ω2∆t+ ω3h2))

小扰动

给定时间区间 [0, T ], 给定空间区间 [0, 2π], 将时间划分为 J + 1 份, 将空间划分为 N + 1 份, 我
们考虑这样一个小扰动

f̂(ω) =

0, ω ̸= N
4

ε, ω = N
4

则由前面的计算知道

v̂J+1(
N

4
) = Q̂J+1f̂(

N

4
) = ε

(
1 + i T

J + 1

N + 1

2π
sin
(

2π

N + 1

N

4

))J+1

∼ ε

(
1 + i T

J + 1

N + 1

2π

)J+1

用我们更熟悉的 ∆t 和 h 的记号来写就是

|v̂J+1(
N

4
)|2 ∼ ε2|1 + i∆t

h
|2 T

∆t = ε2(1 +
∆t2

h2
)

T
∆t

当 ∆t 和 h 趋于零, 且二者的比值为定值时, 上式发散.
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稳定性

在实际计算中, 误差是不可避免的.

定义 2.1.1. 考虑一种差分格式, 如果存在依赖于 T 的常数 K(T ) 使得

lim
∆t,h→0

sup
0⩽tn⩽T

|Q̂n| ⩽ K(T )

则称该方法是无条件稳定的.

从上面的例子可以看到 FTCS 格式不是无条件稳定的. 可以选择特定的收敛方式如 ∆t = ch2

其中 c > 0 是常数, 此时

|Q̂n|2 = (1 +
∆t2

h2
sin2 ωh)n ⩽ (1 + c∆t)n ⩽ ecn∆t = ecT

但这种方法并不实用, 因为一方面 ∆t 是 h 的二阶小量, 导致时间步长太多, 需要的计算量大; 另一
方面增长因子为指数级, 在 T 较大时也会放大一些小的扰动.
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2.2 人工黏性

物理上的黏性, 也就是耗散性, 对应于数学上的偶数阶导数, 奇数阶导数对应于物理上的色散.

ut = ux + σhuxx

当 h→ 0 时, 上述方程趋近于 ut = ux. 对 uxx 用两个一阶的差分算子去近似

vn+1
j − vnj

∆t
=
vnj+1 − vnj−1

2h
+ σh

vnj+1 − 2vnj + vnj−1

h2
= D0v

n
j + σhD+D−v

n
j

vn+1
j = vnj +

∆t

2h
(vnj+1 − vnj−1) + σ

∆t

h
(vnj+1 − 2vnj + vnj−1) = (1 + ∆tD0 + σh∆tD+D−)v

n
j

初值是一个谐波

前半部分的计算在此前已经熟悉, 只需要类似计算后半部分

v0j+1−2v0j +v
0
j−1 = v0j (eiωh−2+ e−iωh) = v0j (cosωh+ i sinωh+ cosωh− i sinωh−2) = −4vj0 sin2 ωh

2

v1j = v0j

(
1 + ir sin ξ − 4σr sin2 ξ

2

)
=⇒ v̂n+1 = Q̂v̂n, Q̂ = 1 + ir sin ξ − 4σr sin2 ξ

2
, r =

∆t

h
, ξ = ωh

|Q̂|2 = (1− 4σr sin2 ξ

2
)2 + r2 sin2 ξ

= 1− 8σr sin2 ξ

2
+ 16σ2r2 sin4 ξ

2
+ r2 sin2 ξ

= 1− 8σr sin2 ξ

2
+ 16σ2r2 sin4 ξ

2
+ 4r2 sin2 ξ

2
(1− sin2 ξ

2
)

=
(
16σ2r2 − 4r2

)
sin4 ξ

2
+
(
4r2 − 8σr

)
sin2 ξ

2
+ 1

|Q̂|2 − 1 =
(
16σ2r2 − 4r2

)
sin4 ξ

2
+
(
4r2 − 8σr

)
sin2 ξ

2

= 4r sin2 ξ

2
[(4σ2r − r) sin2 ξ

2
+ r − 2σ]

如果我们要求 |Q̂|2 − 1 ⩽ 0, 即要求

(4σ2r − r) sin2 ξ

2
+ r − 2σ ⩽ 0

将上式看作关于 sin2 ξ
2
∈ [0, 1] 的一次函数, 只需要对端点处的值加以限制, 等价于

r − 2σ ⩽ 0, 4σ2r − 2σ ⩽ 0

所以我们得到

|Q̂|2 − 1 ⩽ 0 ⇐⇒ r ⩽ 2σ, 2σr ⩽ 1.

下面我们讨论两种特殊情况

• 若 2σ ⩽ 1 即要求 16σ2 ⩽ 4, 则当 4r2 − 8σr ⩽ 0 即 r ⩽ 2σ 时, |Q̂|2 ⩽ 1 成立.

• 若 2σ ⩾ 1, 将 sin4 ξ
2
放缩成为 sin2 ξ

2
得到此时 |Q̂|2 ⩽ 1 的一个充分条件是 2σr ⩽ 1.
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Lax-Friedrich 格式

取

σ =
h

2∆t
=

1

2r
, r =

∆t

h

此时

vn+1
j = vnj +

∆t

2h
(vnj+1 − vnj−1) +

1

2
(vnj+1 − 2vnj + vnj−1) =

1

2
(vnj+1 + vnj−1) +

∆t

2h
(vnj+1 − vnj−1)

与原有的 FTCS 格式
vn+1
j = vnj +

∆t

2h
(vnj+1 − vnj−1)

比较, 相当于用 vnj 相邻两点的平均值来替代 vnj . 由前面的讨论知 Lax-Friedrich 格式无条件稳定.

Lax-Wendroff 格式

取

σ =
r

2
=

∆t

2h

此时

vn+1
j = vnj +∆tD0v

n
j +

∆t2

2
D+D−v

n
j .

我们还有另一种观点来理解 Lax-Wendroff 格式, 考虑泰勒展开

u(x, t+∆t) = u(x, t) + ∆tut(x, t) +
1

2
∆t2utt(x, t) + · · ·

根据方程 ut = ux 将对时间的导数转换为对空间的导数, 得到

u(x, t+∆t) = u(x, t) + ∆tux(x, t) +
1

2
∆t2uxx(x, t) + · · ·

使用差分对导数进行近似, 我们得到

vn+1
j = vnj +∆tD0v

n
j +

∆t2

2
D+D−v

n
j .
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2.3 单步格式的收敛定理

考虑一般的差分近似

vn+1
j = Qvnj , Q =

s∑
µ=−r

Aµ(∆t, h)E
µ, v0j = fj

其中 Aµ 是 ∆t, h 的有理函数, r, s 是大于零的整数, 即我们使用 s+ r + 1 个值 vnj−r, · · · , vnj+s 来计

算 vn+1
j . 依旧考虑谐波解, 注意到 Eeiωx = eiωheiωx, 我们得到

v̂n+1(ω) = Q̂v̂n(ω), Q̂ =
s∑

µ=−r

Aµeiµωh,

我们假定初值 f(x) 可以被展开为傅里叶级数且 f ∈ L2, 即

f(x) =
1√
2π

∞∑
ω=−∞

f̂(ω)eiωx,
∑
ω

|f̂(ω)|2 <∞.

为了差分近似我们需要使用 f(x) 在格点上的限制. 记格点函数的三角函数插值为

IntNf =
1√
2π

N
2∑

ω=−N
2

f̃(ω)eiωx,

我们额外假定

lim
N→∞

∥IntNf − f∥ = 0.

定理 2.3.1. 在有限时间区域 0 ⩽ t ⩽ T , 考虑 ∆t, h→ 0 时, 差分近似：
假设：

(a) 初值 f 是（分片连续）可展开为 Fourier 级数（f ∈ L2 ）且其三角插值收敛于 f .

(b) 差分近似是稳定的, 即存在常数 Ks, 使得对于所有的 ∆t 和 h 有：

sup
0≤tn≤T

|Qn| ≤ Ks

(c) 差分近似是相容的, 即对于每个固定的 ω, 有：

lim
∆t,h→0

sup
ξ

|Q̂n(ξ)− e−iwtn | = 0

则：差分近似解的三角插值收敛于微分方程的解, 即：

lim
∆t,h→0

sup
0≤tn≤T

||u(·, tn)− ψN (·, tn)|| = 0

其中 u(·, tn) 的表达式为：

u(·, tn) =
1√
2π

∞∑
ω=−∞

eiwxj+tnv̂n(ω)f(ω)

差分近似解的三角插值为：

ψN =
1√
2π

N
2∑

ω=−N
2

eiwxj v̂n(ω)f(ω)
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证明.

证明：设：
∞∑

ω=−∞

|f(ω)|2 = ||f ||2

取常数 M , 使得 0 < M < N
2

, 则证明过程可以从这里展开.
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2.4 CTCS 格式

使用中心差近似 ut, 使用中心差近似 ux, 得到

ut(xj , tn) ≃
vn+1
j − vn−1

j

2∆t
, ux(xj , tn) ≃

vnj+1 − vnj−1

2h
= D0v

n
j

代入对流方程并整理得到

ut = ux =⇒ vn+1
j = vn−1

j +
∆t

h
(vnj+1 − vnj−1) = vn−1

j + r(vnj+1 − vnj−1)

初值是一个谐波

v̂n+1(ω) = v̂n−1(ω) + 2ir sin ξv̂n(ω)

这是一个数列的递推公式, 出现了相邻的三项, 系数均为与 n 无关的常数. 考虑特征方程

z2 − 2ir sin ξz − 1 = 0

当 0 < r < 1 时, 有两个不同的解

z1 = ir sin ξ +
√
1− r2 sin2 ξ, z2 = ir sin ξ −

√
1− r2 sin2 ξ

由特征方程的理论知

v̂n(ω) = σ1z
n
1 + σ2z

n
2

其中 σ1, σ2 是与 n 无关的常数, 代入 n = 0, 1 的初值条件来得到. 但我们发现我们只知道

v̂0(ω) = f̂(ω)

而 v̂1(ω) 的值不能由 CTCS 的递推关系得到. 实践中我们通过单步格式如 FTCS 来得到 v̂1(ω) 的值

v̂1(ω) = (1 + ir sin ξ)f̂(ω)

这样我们就得到了关于 σ1, σ2 的线性方程组σ1 + σ2 = f̂(ω)

σ1z1 + σ2z2 = (1 + ir sin ξ)f̂(ω)

将 r = ∆t/h 取为常值, 当 ξ = ωh≪ 1 的时候

ir sin ξ = irξ + irO(ξ3) = iω∆t+O(ω3∆t3).√
1− r2 sin2 ξ = 1− 1

2
r2 sin2 ξ +O(r4 sin4 ξ) = 1− 1

2
r2(ξ2 +O(ξ4)) +O(r4ξ4)

z1 = 1 + iω∆t− 1

2
ω2∆t2 +O(ω3∆t3) = eiω∆t(1+O(ω2∆t2)), z2 = −e−iω∆t(1+O(ω2∆t2))

在不近似的情况下直接解线性方程组, 得到
σ1 =

(
1

2
+

1

2
√
1− r2 sin2 ξ

)
f̂(ω)

σ2 =

(
1

2
− 1

2
√
1− r2 sin2 ξ

)
f̂(ω)
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所以只需要估计

1√
1− r2 sin2 ξ

=
1

1− 1
2
r2 sin2 ξ +O(r4 sin4 ξ)

= 1 +
1

2
r2 sin2 ξ +O(r4 sin4 ξ)

σ1 = (1+
1

4
r2ξ2+O(r2ξ4))f̂(ω) = (1+

1

4
ω2∆t2+O(ω4∆t4))f̂(ω), σ2 = (−1

4
ω2∆t2+O(ω4∆t4))f̂(ω)

这样一来

v̂n(ω) = f̂(ω)(1 +O(ω2∆t2))eiωtn(1+O(ω2∆t2)) + (−1)nf̂(ω)O(ω2∆t2)e−iωtn(1+O(ω2∆t2))

可以看到前半部分当 ∆t→ 0 时收敛于准确解 ûn(ω) = f̂(ω)eiωtn , 后半部分是模长不依赖于 tn 且随

着 ∆t 的减小而减小的振荡, 我们称这部分为寄生解.
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2.5 带源项的 PDE 初值问题

ut = ux − au, a > 0

u(x, 0) = f(x)

频率为 ω 的谐波解对应的准确解为

u =
1√
2π
f̂(ω)eiω(x+t)−at.

还是考虑 CTCS 格式

vn+1
j = vn−1

j + 2∆tD0v
n
j − 2∆tavnj , v̂n+1(ω) = v̂n−1(ω) + 2ir sin ξv̂n(ω)− 2∆tav̂n(ω)

相应的特征方程为

z2 − (2ir sin ξ − 2∆ta)z − 1 = 0

解得

z1 = ir sin ξ −∆ta+
√
(ir sin ξ −∆ta)2 + 1, z2 = ir sin ξ −∆ta−

√
(ir sin ξ −∆ta)2 + 1

下面考虑 ω = 0 的情况, 此时 ξ = 0. 并且我们要求 ∆ta 是一个小量

z1 = −∆ta+
√
(∆ta)2 + 1 = −∆ta+1+

1

2
∆t2a2+O(∆t4a4), z2 = −∆ta−1− 1

2
∆t2a2+O(∆t4a4)

此时 σ1, σ2 需要满足的条件为

σ1 + σ2 = f̂(0), σ1z1 + σ2z2 = (1−∆ta)f̂(0)

解并估计得到

σ1 =
z2f̂(0) + (∆ta− 1)f̂(0)

z2 − z1
∼ 1 +O(∆t2a2), σ2 =

(1−∆ta)f̂(0)− z1f̂(0)

z2 − z1
∼ O(∆t2a2).

所以

v̂n(0) = σ1z
n
1 + σ2z

n
2 = f̂(0)(1 +O(∆t2a2))e−atn(1+O(∆t2a2)) + f̂(0)O(∆t2a2)(−1)neatn(1+O(∆t2a2))

观察到 a > 0 时寄生解随时间指数级增加. 我们对 CTCS 格式做一个改进

vn+1
j = vn−1

j + 2∆tD0v
n
j −∆ta(vn+1

j + vn−1
j )

这时特征方程变为

(1 + ∆ta)z2 − 2ir sin ξz +∆ta− 1 = 0
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2.6 迎风格式与 CFL 条件

考虑对流方程

ut + aux = 0,

我们知道它的特征线为

x− at = const

我们知道

u(x, t) = f(x− at) = u(x− at, 0)

也就是说解在 t0 时刻在 x0 处的值可以有初始时刻在 x0 − at0 处的值决定. 我们称集合

DP := {x0 − at0}

为点 P = (x0, t0) 的依赖区域. 本例中依赖区域仅为一个点, 在其他方程中可以看到更复杂的情形.

x

t

P = (x0, t0)

x0 − at0 x0

x− at = const

对于差分方程同样能够讨论依赖区域这个概念, 回忆 FTFS 格式的递推公式

vn+1
j = vnj − ar(vnj+1 − vnj )

可以看到点 P = (xj , tn) 的数值依赖区域是

NP :=
{
x0j , x

0
j+1, · · · , x0j+n+1

}
可以总结出, DP 在点的左侧还是右侧由 a 的正负决定, NP 在点的左侧还是右侧由格式是 FS 还是
BS 还是 CS 决定. 一个非常自然的感觉是, 如果一个点的值理论上该由它左侧的值决定, 但我们却选
了一个 NP 在它的右边的格式, 那这个结果不可能好. 我们称

DP ⊂ NP

为 CFL 条件, 我们认为这是一个格式收敛或稳定的必要条件. 在 ut + aux = 0 的例子中我们称 DP

与 NP 在点同一侧的格式为迎风格式. a > 0 时迎风格式为 FTBS 格式, a < 0 时迎风格式为 FTFS
格式. 相应的可以定义逆风格式. 要满足 CFL 条件首先要选择迎风格式而不是逆风格式, 其次, 我们
以 a < 0 为例, DP ⊂ NP 等价于

x0 − atn ⩽ x0 + n∆x⇐⇒ 0 < −ar ⩽ 1

这是 FTBS 格式的 CFL 条件. 相应 FTFS 格式的 CFL 条件为 0 < ar ⩽ 1.
需要强调的是 CFL 条件仅仅为一个格式收敛或稳定的必要条件, 一个反例是 FTCS 格式与蛙

跳格式也就是 CTCS 格式有相同的 CFL 条件, 但 FTCS 格式不稳定而蛙跳格式稳定.
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2.7 BTCS 格式

使用后差近似 ut, 使用中心差近似 ux, 得到

ut(xj , tn) ≃
vnj − vn−1

j

∆t
, ux(xj , tn) ≃

vnj+1 − vnj−1

2h

代入对流方程并整理得到

ut = ux =⇒ vnj = vn−1
j +

∆t

2h
(vnj+1 − vnj−1)

我们习惯已知层用 n, 未知层用 n+ 1, 所以改写一下得到

vn+1
j = vnj +

∆t

2h
(vn+1

j+1 − vn+1
j−1 )

这是一个隐式格式而不是显式格式, 类似于 y = f(x) 与 g(x, y) = 0 所确定的函数关系的区别.

−∆t

2h
vn+1
j+1 + vn+1

j +
∆t

2h
vn+1
j−1 = vnj

每两层之间的求解是一个线性方程组

1 −∆t
2h

0 · · · 0 ∆t
2h

∆t
2h

1 −∆t
2h

0 · · · 0
... . . . · · · · · · . . . ...
0 · · · 0 ∆t

2h
1 −∆t

2h

−∆t
2h

0 · · · 0 ∆t
2h

1




vn+1
0

vn+1
1

...
vn+1
N

 =


vn0

vn1
...
vnN


下面我们来计算放大因子

v̂n+1(ω) = v̂n(ω) +
∆t

2h
(eiωh − e−iωh)v̂n+1(ω) =⇒ v̂n+1(ω) =

1

1− ir sin ξ v̂
n(ω)

Q̂ =
1

1− ir sin ξ =⇒ |Q̂|2 = 1

1 + r2 sin2 ξ
⩽ 1

所以 BTCS 格式是无条件稳定的.

Crank-Nicolson 格式

思想是将方程分成两部分, 每部分用不同的格式来近似, 这里我们一半用 FTCS 一半用 BTCS

vnj − vn−1
j

∆t
≃ ut = ux =

1

2
ux +

1

2
ux ≃ 1

2

vnj+1 − vnj−1

2h
+

1

2

vn+1
j+1 − vn+1

j−1

2h

=⇒ (I − ∆t

2
D0)v

n+1
j = (I +

∆t

2
D0)v

n
j =⇒ Q̂ =

2 + ir sin ξ
2− ir sin ξ , |Q̂| = 1

该格式也是无条件稳定的, 且对所有的频率 ω, 放大因子 Q̂ 的模长不变.
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θ-方法

Crank-Nicolson 格式的直接推广, 将系数 1
2
和 1

2
替换为 1− θ 和 θ, 其中 0 ⩽ θ ⩽ 1.

(I − θ∆tD0)v
n+1
j = (I + (1− θ)∆tD0)v

n
j , Q̂ =

1 + ir(1− θ) sin ξ
1− irθ sin ξ

Q̂ =
1 + ir(1− θ) sin ξ

1− irθ sin ξ =
(1 + ir(1− θ) sin ξ)(1 + irθ sin ξ)

1 + r2θ2 sin2 ξ
=

1− r2θ(1− θ) sin2 ξ + ir sin ξ
1 + r2θ2 sin2 ξ

|Q̂|2 = (1− r2θ(1− θ) sin2 ξ)2 + r2 sin2 ξ

1 + 2r2θ2 sin2 ξ + r4θ4 sin4 ξ
=

1− 2r2θ(1− θ) sin2 ξ + r4θ2(1− θ)2 sin4 ξ + r2 sin2 ξ

1 + 2r2θ2 sin2 ξ + r4θ4 sin4 ξ

|Q̂|2 − 1 =
−2r2θ sin2 ξ + r4θ2 sin4 ξ − 2r4θ3 sin4 ξ + r2 sin2 ξ

1 + 2r2θ2 sin2 ξ + r4θ4 sin4 ξ

|Q̂|2 − 1 =
r2 sin2 ξ

(1 + r2θ2 sin2 ξ)2
(−2θ + r2θ2 sin2 ξ − 2r2θ3 sin2 ξ + 1)

|Q̂|2 − 1 =
r2 sin2 ξ

(1 + r2θ2 sin2 ξ)2
(1− 2θ)(1 + r2θ2 sin2 ξ)

当 θ ⩾ 1
2
, 即隐式格式占据优势时, 格式为无条件稳定的.
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2.8 截断误差

以 FTCS 格式为例, 此时截断误差为

T (xj , tn) =
un+1
j − unj

∆t
−
unj+1 − unj−1

2h
− (ut(xj , tn)− ux(xj , tn)) =

un+1
j − unj

∆t
−
unj+1 − unj−1

2h

泰勒展开, 有

un+1
j = u(xj , tn+1) = u(xj , tn) + ut(xj , tn)∆t+

1

2
utt(xj , tn + θ∆t)∆t2

unj+1 = u(xj+1, tn) = u(xj , tn) + ux(xj , tn)h+
1

2
uxx(xj , tn)h

2 +
1

6
uxxx(xj + ηh, tn)h

3

unj−1 = u(xj−1, tn) = u(xj , tn)− ux(xj , tn)h+
1

2
uxx(xj , tn)h

2 − 1

6
uxxx(xj + ξh, tn)h

3

代入得

T (xj , tn) = ut(xj , tn) +O(∆t)− ux(xj , tn) +O(h2) = O(∆t+ h2)

定义 2.8.1. 若 Tn
j = O(hp + (∆t)q), 则称该方法为对空间 p 阶、对时间 q 阶精度.

定义 2.8.2. 若 p > 0 且 q > 0, 则称该格式是相容的.

再以加黏性项修正的 FTCS 格式为例, 此时

Tn
j =

un+1
j − unj

∆t
−
unj+1 − unj−1

2h
− σh

unj+1 − 2unj + unj−1

h2

unj+1 − 2unj + unj−1 = h2uxx(xj , tn) +
h4

12
uxxxx(xj , tn) +O(h6)

unj+1 − unj−1 = 2hux(xj , tn) +
h3

3
uxxx(xj , tn) +O(h5)

un+1
j − unj = ∆tut(xj , tn) +

1

2
(∆t)2utt(xj , tn) +O((∆t)3)

Tn
j =

1

2
∆tutt(xj , tn)+O((∆t)2)− h2

6
uxxx(xj , tn)+O(h4)−σhuxx(xj , tn)−

σh3

12
uxxxx(xj , tn)+O(h5)

Tn
j =

1

2
∆tutt(xj , tn)− σhuxx(xj , tn) +O(h2 + (∆t)2)

因为

ut = ux =⇒ utt = uxt = uxx

所以如果 2σh = ∆t, 则 Tn
j = O(h2 + (∆t)2), 否则 Tn

j = O(h+∆t).
再以 FTFS 格式为例, 此时截断误差为

Tn
j =

un+1
j − unj

∆t
−
unj+1 − unj

h
=

1

2
utt(xj , tn)∆t+O((∆t)2)− 1

2
uxx(xj , tn)h+O(h2)

所以如果 ∆t = h, 则 Tn
j = O(h2 + (∆t)2), 否则 Tn

j = O(h+∆t).
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2.9 整体误差

定义整体误差

enj := vnj − unj

为近似值与真值之间的差. 以 FTFS 格式为例

vn+1
j = vnj +

∆t

h
(vnj+1 − vnj ), un+1

j = unj +
∆t

h
(unj+1 − unj ) + ∆tTn

j .

两式做差得到

en+1
j = enj +

∆t

h
(enj+1 − enj )−∆tTn

j = renj+1 + (1− r)enj −∆tTn
j , e0j = 0.

取 En = maxj |enj |, T = maxj,n |Tn
j |, 讨论当 0 < r ⩽ 1 时的情况,

|en+1
j | ⩽ (1− λ)En + λEn +∆tT = En +∆tT =⇒ En+1 ⩽ En +∆tT .

递归使用上式, 得到

En+1 ⩽ En +∆tT ⩽ En−1 + 2∆tT ⩽ · · · ⩽ E0 + (n+ 1)∆tT = (n+ 1)∆tT .
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2.10 基于 PDE 的积分形式的有限差分格式的构造

用节点

0 = x0 < x1 < · · · < xJ−1 < xJ = 1

将 [0, 1] 均匀分成 J 个小区域, 用节点

0 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = T

将 [0, T ] 均匀分成 N 个小区域.

取控制体 Ωn
j = [tn, tn+1]× [xj− 1

2
, xj+ 1

2
]

在 Ωn
j 上对函数 ut + aux 进行积分, 得到∫ x

j+1
2

x
j− 1

2

un+1(x)− un(x)dx+ a

∫ tn+1

tn

uj+ 1
2
(t)− uj− 1

2
(t)dt = 0

到此是精确成立的. 用不同的数值积分公式对上述方程中的积分做近似, 得到不同的有限差分格式.
对于第一个积分, 因为积分区间中有一个整节点, 所以用中点公式∫ x1

x−1

f(x)dx = ∆x · f(x0) +
(∆x)3

24
f ′′(ξ), x0 =

x−1 + x1
2

, ξ ∈ (x−1, x1)

应用到我们这个具体的式子上就是∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

un+1(x)− un(x)dx = h(un+1
j − unj ) +

h3

24
(un+1

xx − unxx)(ξ), ξ ∈ (xj− 1
2
, xj+ 1

2
)

对于第二个积分, 如果希望最后是显式, 就要只包含一个与时间相关的端点, 所以我们使用∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(a) +
1

4
(b− a)2f ′(ξ), ξ ∈ (a, b)

应用到我们这个具体的式子上就是∫ tn+1

tn

(uj+ 1
2
(t)− uj− 1

2
(t))dt = ∆t(unj+ 1

2
− unj− 1

2
) +

1

4
∆t2(uj+ 1

2
− uj− 1

2
)t(η), η ∈ (tn, tn+1)

将两个式子合并到一起, 整理得到

un+1
j − unj

∆t
+
a

h
(unj+ 1

2
− unj− 1

2
) +

a∆t

4h
(uj+ 1

2
− uj− 1

2
)t(η) +

h2

24∆t
(un+1

xx − unxx)(ξ) = 0

上式中还是出现了函数 u 在半格点处的值, 因为我们希望将整格点处的值作为需要求解的量, 所以

unj = unj+ 1
2
− h

2
unx(xj+ 1

2
) +

h2

8
unxx(xj+ 1

2
)− h3

48
unxxx(xj+ 1

2
) +O(h4),

unj+1 = unj+ 1
2
+
h

2
unx(xj+ 1

2
) +

h2

8
unxx(xj+ 1

2
) +

h3

48
unxxx(xj+ 1

2
) +O(h4),

unj+ 1
2
=

1

2
(unj+1 + unj )−

h2

4
unxx(xj+ 1

2
) +O(h4), unj− 1

2
=

1

2
(unj + unj−1)−

h2

4
unxx(xj− 1

2
) +O(h4)

unj+ 1
2
− unj− 1

2
=

1

2
(unj+1 − unj−1)−

h2

4
unxx(xj+ 1

2
) +

h2

4
unxx(xj− 1

2
) +O(h4) =

1

2
(unj+1 − unj−1) +O(h3)
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代入得
un+1
j − unj

∆t
+

a

2h
(unj+1 − unj−1) +O(h2) +O(∆t) +O(h2) = 0

所以我们得到差分方程
vn+1
j − vnj

∆t
+

a

2h
(vnj+1 − vnj−1) = 0

这其实就是 FTCS 格式, 从上面的推导也可以看出该格式的截断误差为 O(h2 +∆t) 阶的.
取时空区域 Ωn

j = [tn−1, tn+1]× [xj− 1
2
, xj+ 1

2
] 为控制区域∫ x

j+1
2

x
j− 1

2

(un+1 − un−1)dx
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2.11 变系数对流方程

ut + a(x, t)ux = 0

dt
dx = a(x, t) =⇒ d

dtu(x(t), t) = 0.
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扩散方程

3.1 常系数扩散方程初值问题

ut = uxx, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x), −∞ < x <∞

25
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3.2 待定系数法构造高阶逼近

均匀网格

非均匀网格

xj−1 xj xj+1
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3.3 变系数扩散方程

3.3.1 非守恒型扩散方程

FTCS 格式

vn+1
j = (I + bnj∆tD+D−)v

n
j = vnj + bnj (vnj+1 − 2vnj + vnj−1)

算放大因子

算截断误差

Tn
j = O(h2 +∆t)

算整体误差

假设 B = maxj,n b
n
j , T̄ = maxj,n T

n
j , E

n = maxj |enj |

En+1 ⩽ En + T∆t ⩽ E0 + T̄ (n+ 1)∆t

BTCS 格式

θ 方法

最终的格式应该有相容性、收敛性、稳定性, 有效的, 先不讲高效
哪种方法好其实与 b(x, t) 的行为有关.
截断误差在哪点都一样, 主要看好不好算
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3.3.2 守恒型扩散方程

物理意义, 热流量守恒
考虑方程的守恒性质, 使用积分形式构造有限差分格式, 取时空区域 Ωn

j
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偏微分方程初值问题的适定性

4.1 适定性的定义

考虑偏微分方程组

ut = P (x, t,
∂

∂x
)u, t ⩾ t0, u(x, t0) = f(x),

其中 x = (x1, · · · , xd), u = (u1, · · · , um), P 是 p 阶偏微分算子

P (x, t,
∂

∂x
) =

∑
|ν|⩽p

Aν(x, t)

(
∂

∂x1

)ν1

· · ·
(

∂

∂x1

)νd

其中系数 Aν(x, t) 是 m×m 的光滑矩阵函数, 并且它们和 f(x, t) 在每个方向 xi 上都是 2π 周期的.

定义 4.1.1. 如果对任意 t0 和 f ∈ C∞(x), 有

• 存在唯一的解 u(x, t) ∈ C∞(x, t) 且在每个方向 xi 上都是 2π 周期的

• 存在与 t0 无关的常数 α 和 K, 使得

∥u(·, t)∥ ⩽ Keα(t−t0)∥f(·)∥

则称该问题是适定的（well-posed）, 若不然则称该问题是不适定的（ill-posed）.

29



CHAPTER 4. 偏微分方程初值问题的适定性 30

4.2 一维常系数标量偏微分方程

考虑一维常系数标量偏微分方程

ut = auxx + bux + cu, t ⩾ t0, u(x, t0) = f(x).

其中 a, b, c ∈ C 是常数, f(x) 是 2π 周期函数. 因为系数具有时间平移不变性所以不妨设 t0 = 0.

定理 4.2.1. 该方程适定当且仅当存在 α 使得 ReK ⩽ α 对任意 ω ∈ R 成立, 其中

K = −aω2 + ibω + c.

证明. 假设初值是频率为 ω 的单波 f(x) = f̂(ω)eiωx, 则我们有单波解

u(x, t) = û(ω, t)eiωx, û(ω, 0) = f̂(ω),
d
dt û(ω, t) = Kû(ω, t)

解得 û(ω, t) = eKtf̂(ω), 则 u(x, t) = f̂(ω)eKt+iωx, 则 ∥u(·, t)∥2 = e2 Re Kt∥f(·)∥2. 可以由此看到定理
陈述中的条件为必要条件. 下面假设该条件成立, 并考虑更一般的初值

u(x, 0) = f(x) =
∞∑

ω=−∞

f̂(ω)eiωx,

由解的叠加原理我们得到解

u(x, t) =
∞∑

ω=−∞

f̂(ω)eK(ω)t+iωx,

由 Parseval 恒等式有

∥u(·, t)∥2 =
∞∑

ω=−∞

e2 Re K(ω)t|f̂(ω)|2 ⩽ e2αt∥f(·)∥2.

• 非导数项前的系数 c 不影响问题的适定性.

• 当 Re a > 0, 我们有 ReK = −Re aω2 + Im bω 是一个开口向下的二次函数, 有最大值, 所以对
任何 b, 该问题都是适定的.
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4.3 一维常系数一阶偏微分方程组
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4.4 一维常系数二阶抛物型偏微分方程组

考虑一维常系数二阶偏微分方程组

ut = Auxx +Bux + Cu =: Pu, u(x, 0) = f(x).

定义 4.4.1. 称该方程组是抛物的如果 A 的所有特征值 λ 满足 Reλ ⩾ δ, 其中 δ > 0 是常数.

定理 4.4.2. 一维常系数二阶抛物型偏微分方程组的初值问题是适定的.
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4.5 一般常系数微分方程组

考虑一般常系数微分方程组

ut = P (
∂

∂x
)u, u(x, 0) = f(x), x ∈ Rd.

构造单波解

u(x, t) =
1

(
√
2π)d

ei⟨ω,x⟩û(ω, t),

代入方程得到

ût(ω, t) = P̂ (iω)û(ω, t), û(ω, 0) = f̂(ω) =⇒ û(ω, t) = eP̂ (iω)tf̂(ω).

其中 P̂ (iω) 称作微分算子 P 的 Fourier 变换或符号, 是一个 m×m 维的矩阵.

定理 4.5.1. 问题是适定的当且仅当存在常数 K,α 对任意 ω 成立 |eP̂ (iω)t| ⩽ Keαt.

证明. 必要性显然, 下证充分性. 该条件保证了形式解与光滑初值有一样的速降性, 从而是真解.

定理 4.5.2 (Petrovskii). 问题适定的必要条件是对所有 ω, 对所有 P̂ (iω) 的特征值 λ, 有 Reλ ⩽ α.

证明. 设 λ 是特征值而 ϕ 是对应的特征向量, 则 û(ω, t) = eP̂ (iω)tϕ = eλtϕ 是方程的解.

定理 4.5.3. 假设 Petrovskii 条件成立, 且存在一族矩阵
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有限差分方法的基本性质

本章主要针对一般的偏微分方程的初值问题
Lu = g, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, t0) = f(x), −∞ < x <∞,

f(x) = f(x+ 2π), −∞ < x <∞

其中 L 是时空偏微分算子. 考虑其一般的差分格式 Lvnj = gnj 的相容性、收敛性和稳定性.

5.1 截断误差与差分方法的精度

定义 5.1.1. 对于满足 Lu = g 的任意光滑函数 u(x, t), 称

Tn
j = Lunj − gnj

为差分格式 Lvnj = gnj 在 (xj , tn) 处的局部截断误差. 其反映了差分方程对源方程的近似程度.

定义 5.1.2. 若截断误差
Tn
j = Lunj − gnj = O((∆x)p + (∆t)q),

则称差分格式 Lvnj = gnj 对空间是 p 阶、对时间是 q 阶精度的.

34
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5.2 相容性
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5.3 收敛性



CHAPTER 5. 有限差分方法的基本性质 37

5.4 稳定性

稳定性是要建立 tn 时刻的格点函数的模被 t = 0 时刻的格点函数的模控制的不等式, 从而初值
的小误差不会带来解的太大的误差.

定义 5.4.1. 称某单步差分格式关于 ∥·∥模是稳定的,如果存在常数 K ⩾ 0,成立 ∥V n+1∥ ⩽ K∥V n∥.



CHAPTER 5. 有限差分方法的基本性质 38

5.5 Lax 定理
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5.6 偏微分方程的耗散性、色散性

我们以方程 ut + aux = 0 为例, 设谐波 u(x, t) = ei(kt+ωx) 是方程的解, 代入得

ik + iaω = 0 =⇒ k = −aω

称为 ut + aux = 0 的色散关系. 一般情况下 k = k(ω) = α+ bi 是复数, PDE 的谐波解为

u(x, t) = e−btei(at+ωx)

• 其振幅 e−bt 可能随时间衰减, 这种现象称为“耗散”.

• 谐波传播的波速为
ce = −α

ω
= −Re(k)

ω

若 ce > 0, 则谐波从左向右传播, 若 ce < 0, 则谱波从右向左传播. 当 ut + aux = 0 时 ce = a.

• 如果色散关系 k = k(ω) 是 ω 的线性函数, 则不同波数的谐波传播的波速是相同的, 整体波形
保持不变. 若 k = k(ω) 是 ω 的非线性函数, 则不同波数的谐波传播的波速是不同的, 整体波形
随时间发生变化, 相应的物理现象称为“色散”.

• 放大因子
λe ≜

u(x, t+∆t)

u(x, t)
= eik∆t = e−b∆teiα∆t = |λe|eiφe ,

称 |λe| = e−b∆t 为 λe 的模, 称 φe = α∆t 为 λe 的幅角. λe 体现了谐波解的随时间变化特征.

不同波数的谐波的传播和振幅特性是 PDE 的解的性质的一个重要组成部分. 若有谐波振幅无
限增长, 则该 PDE 的解是不稳定的.

定义 5.6.1. 若 PDE 的谐波解的振幅不随时间增长, 且至少有一个谱波的振幅是衰减的, 则称该
PDE 具有耗散性, 其解是稳定的. 若 PDE 的所有谱波解的振幅既不增长, 也不衰减, 则称该 PDE
是无耗散的, 其解是稳定的. 若非上述两种情况, 则称该 PDE 是逆耗散的, 其解不稳定.

定义 5.6.2. 若 PDE 的不同波数的谐波以不同的速度传播, 则称该 PDE 具有色散性. 若谐波的传播
速度与波数无关, 则称该 PDE 是无色散的.

例 5.6.3. 讨论 ut + aux = 0 的耗散性、色散性, 其中 a 是常数.

解.

例 5.6.4. 讨论 ut + cuxxx = 0 的耗散性、色散性, 其中 c 是常数.

解.
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5.7 差分方程的耗散性、色散性
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5.8 MPDE 方法
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二维线性偏微分方程的初值问题

6.1 二维常系数对流方程的初值问题

考虑二维常系数对流方程的初值问题ut + aux + buy = 0, (x, y) ∈ (−∞,∞)× (−∞,∞), t > 0

u(x, y, 0) = f(x, y), (x, y) ∈ (−∞,∞)× (−∞,∞)

其中 a, b 为常数, u(x, y, t), f(x, y) 对 x, y 分别为 2π 周期的周期函数.

方程性质

• 方程适定性: 代入 u(x, y, t) = 1√
2π

ei(kx+ωxx+ωyy), 得到

k = −aωx − bωy =⇒ u(x, y, t) =
1√
2π

ei(−aωxt−bωyt+ωxx+ωyy)

方程适定的条件为 a, b ∈ R.

• 准确解为 u(x, y, t) = f(x− at, y − bt), 即沿 x 方向以速度 a 传播, 沿 y 方向以速度 b 传播.

• 准确解在 (x∗, y∗, t∗) 处的依赖区域为 (x∗ − at∗, y∗ − bt∗).

• 特征线为直线
x(t) = x0 + at, y(t) = y0 + bt.

网格剖分

在 x, y, t 方向均采用等距均匀剖分, 并且要满足稳定性条件

∆t = cfl × min(∆x,∆y).

有限差分格式

• 可以使用差商 ≈ 导数。如：FTBS 格式

vn+1
jk = vnjk −

a∆t

∆x
(vnj,k − vnj−1,k)−

b∆t

∆y
(vnj,k − vnj,k−1)

42
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• 也可以使用前面针对一维问题采用的其他方法构造有限差分格式。如：

– Lax-Friedrich 格式:

vn+1
jk =

1

4

(
vnj−1,k + vnj+1,k + vnj,k−1 + vnj,k+1

)
− a∆t

2∆x

(
vnj+1,k − vnj−1,k

)
− b∆t

2∆y

(
vnj,k+1 − vnj,k−1

)
– Lax-Wendroff 格式:

vn+1
jk =vnjk −

a∆t

2∆x
(vnj+1,k − vnj−1,k)−

b∆t

2∆y
(vnj,k+1 − vnj,k−1)

+
a2∆t2

2∆x2
(vnj+1,k − 2vnjk + vnj−1,k) +

b2∆t2

2∆y2
(vnj,k+1 − 2vnjk + vnj,k−1)

+
ab∆t2

4∆x∆y
(vnj+1,k+1 − vnj−1,k+1 − vnj+1,k−1 + vnj−1,k−1)

• 积分方法:
积分区域取[xj−1/2,j+1/2]× [yk−1/2,k+1/2]× [tn, tn+1] :

∫ yk+1/2

yk−1/2

∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, y, tn+1) dx dy −
∫ yk+1/2

yk−1/2

∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, y, tn) dx dy

+

∫ tn+1

tn

∫ yk+1/2

yk−1/2

au(xj+1/2, y, t)− au(xj−1/2, y, t) dy dt

+

∫ tn+1

tn

∫ xj+1/2

xj−1/2

bu(x, yk+1/2, t)− bu(x, yk−1/2, t) dx dt = 0

• 可以得到：
vn+1
jk = vnjk −

a∆t

∆x
(vnj+1,k − vnj−1,k)−

b∆t

∆y
(vnj,k+1 − vnj,k−1)

或

vn+1
jk = vnjk +

a∆t

∆x
(vnj,k − vnj−1,k)−

b∆t

∆y
(vnj,k − vnj,k−1) (FTCS)

⇒ vn+1
jk = vnjk −

a∆t

∆x
(vnj,k − vnj−1,k)−

b∆t

∆y
(vnj,k − vnj,k−1) (FTBS)
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6.2 二维变系数对流方程的初值问题
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6.3 二维常系数扩散方程的初值问题

考虑二维常系数扩散方程的初值问题

ut = auxx + buyy, u(x, y, 0) = f(x, y)

其中 a, b ∈ R 为常数, 解 u(x, y, t) 和初值 f(x, y) 对 x, y 各自为 2π 周期函数. 假设谐波 u(x, y, t) =

ei(kt+ωxx+ωyy)/2π 是方程的解, 代入方程得到色散关系 ik = −aω2
x − bω2

y, 则

u(x, y, t) =
1

2π
e−(aω2

x+bω2
y)t+i(ωxx+ωyy)

所以可以看出方程满足适定性的条件是 a > 0, b > 0.

FTCS 格式

vn+1
jk − vnjk

∆t
=

a

∆x2
(vnj+1,k − 2vnjk + vnj−1,k) +

b

∆y2
(vnj,k+1 − 2vnjk + vnj,k−1)

显然有截断误差

Tn
jk =

un+1
jk − unjk

∆t
− a

∆x2
(unj+1,k−2unjk+u

n
j−1,k)−

b

∆y2
(unj,k+1−2unjk+u

n
j,k−1) = O(∆t+∆x2+∆y2)

所以该格式是逐点相容的, 并且对时间的精度为 1 阶, 对空间的精度为 2 阶. 考虑

vn+1
jk = vnjk + µxδ

2
xv

n
jk + µyδ

2
yv

n
jk, un+1

jk = unjk + µxδ
2
xu

n
jk + µyδ

2
yu

n
jk +∆tTn

jk

所以整体误差 enjk = vnjk − unjk 有如下估计

|en+1
jk | = |enjk + µxδ

2
xe

n
jk + µyδ

2
ye

n
jk −∆tTn

jk|

= |(1− 2µx − 2µy)e
n
jk + µx(e

n
j+1,k + enj−1,k) + µy(e

n
j,k+1 + enj,k−1)−∆tTn

jk|

⩽ (1− 2µx − 2µy)|enjk|+ µx(|enj+1,k|+ |enj−1,k|) + µy(|enj,k+1|+ |enj,k−1|) + ∆t|Tn
jk|

⩽ En +∆tT ∗

其中 En = maxj,k |enj,k|, T ∗ = maxj,k,n |Tn
jk|. 上述不等式成立的条件是 µx ⩾ 0, µy ⩾ 0, 1 − 2µx −

2µy ⩾ 0. 此时我们得到

En+1 ⩽ En +∆tT ∗ ⩽ · · · ⩽ E0 + (n+ 1)∆tT ∗ = (n+ 1)∆tT ∗ = tnT
∗

下面来看稳定性, 令 vnjk = v̂nei(ωxxj+ωyyk), 代入格式得到放大因子

Q̂ = 1− 4µx sin2(ωx∆x/2)− 4µy sin2(ωy∆y/2)

当 µx ⩾ 0, µy ⩾ 0, 1− 2µx − 2µy ⩾ 0 时有 |Q̂| ⩽ 1, 格式是稳定的.

Crank-Nicolson 格式

考虑 FTCS 格式和 BTCS 格式

vn+1
jk − vnjk

∆t
=

a

∆x2
δ2xv

n
jk +

b

∆y2
δ2yv

n
jk,

vn+1
jk − vnjk

∆t
=

a

∆x2
δ2xv

n+1
jk +

b

∆y2
δ2yv

n+1
jk
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将二者取平均就得到 Crank-Nicolson 格式

vn+1
jk − vnjk

∆t
=

a

2∆x2
δ2x(v

n
jk + vn+1

jk ) +
b

2∆y2
δ2y(v

n
jk + vn+1

jk )

也可以整理成 vn+1 和 vn 各在一边的形式

(1− 1

2
µxδ

2
x −

1

2
µyδ

2
y)v

n+1
jk = (1 +

1

2
µxδ

2
x +

1

2
µyδ

2
y)v

n
jk

在 (xj , yk, t
n+1/2) 处计算截断误差. 对于时间离散部分, 在时间方向上泰勒展开的步长为 ∆t/2,

u(xj , yk, tn+1) =

(
u+

∆t

2
ut +

∆t2

8
utt +

∆t3

48
uttt + · · ·

) ∣∣∣∣n+ 1
2

jk

偶数阶抵消, 奇数阶系数翻倍, 得到

un+1
jk − unjk

∆t
=

(
ut +

∆t2

24
uttt +O(∆t4)

) ∣∣∣∣n+ 1
2

jk

对于空间离散的 x 部分, 先在 x 方向上做泰勒展开变到 jk 处,

1

∆x2
δ2xu

n
jk =

(
uxx +

∆x2

12
uxxxx +O(∆x4)

) ∣∣∣∣n
jk

,
1

∆x2
δ2xu

n+1
jk =

(
uxx +

∆x2

12
uxxxx +O(∆x4)

) ∣∣∣∣n+1

jk

再在时间方向上做泰勒展开并取平均, 利用前面在时间方向上泰勒展开的结果可以得到

1

2∆x2
δ2x(u

n
jk+u

n+1
jk ) =

(
uxx +

∆t2

8
uxxtt +O(∆t4) +

∆x2

12
uxxxx +

∆x2∆t2

96
uxxxxtt +O(∆x2∆t4) +O(∆x4)

)
T

n+ 1
2

jk = O(∆t2) +O(∆x2) +O(∆y2).

为了判断 Crank-Nicolson 格式的稳定性, 类似一维情形可以计算放大因子

Q̂ =
1− a∆t

2∆x2 4 sin2(ωx∆x
2

)− b∆t
2∆y2 4 sin2(ωy∆y

2
)

1 + a∆t
2∆x2 4 sin2(ωx∆x

2
) + b∆t

2∆y2 4 sin2(ωy∆y

2
)
.

容易看出 |Q̂| ⩽ 1, 所以是无条件稳定的.

积分近似方法
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6.4 ADI 方法

ADI 方法, 全称为 Alternating-Direction Implicit Method, 即交替隐式迭代方法, 是为了克服
Crank-Nicolson 格式中单个方程变量个数过多, 或者说最终的矩阵方法带宽过大, 导致的方程组求解
计算量大的问题引入的. 回忆隐式格式可以理解为使用下一时间层的信息来近似空间导数项, 显式格
式可以理解为使用当前时间层的信息来近似空间导数项, Crank-Nicolson 格式是显式格式和隐式格
式的混合所以同时用到了两个时间层的信息. ADI 方法的思路是, 对于 n 维问题, 将单步时间划分
为 n 步时间, 在每一步时用隐式格式更新某一维度而保持其他维度为显式. 这样虽然步数增多了, 但
每步涉及到的变量大大减少, 总体来看计算量也大大减少, 并且格式的时间和空间离散精度依然为 2

阶, 所以我们认为这个一个好的方法. 接下来以扩散方程的二维问题为例介绍 ADI 方法.
从 tn 到 tn+ 1

2
时间步, 对关于 x 的导数使用隐式, 对关于 y 的导数使用显式, 得到

v
n+ 1

2

jk − vnjk
∆t/2

=
a

∆x2
δ2xv

n+ 1
2

jk +
b

∆y2
δ2yv

n
jk ⇐⇒ (1− 1

2
µxδ

2
x)v

n+ 1
2

jk = (1 +
1

2
µyδ

2
y)v

n
jk.

从 tn+ 1
2
到 tn+1 时间步, 对关于 y 的导数使用隐式, 对关于 x 的导数使用显式, 得到

vn+1
jk − v

n+ 1
2

jk

∆t/2
=

a

∆x2
δ2xv

n+ 1
2

jk +
b

∆y2
vn+1
jk ⇐⇒ (1− 1

2
µyδ

2
y)v

n+1
jk = (1 +

1

2
µxδ

2
x)v

n+ 1
2

jk .

该格式也被称为 Peaceman-Rachford 格式. 为了分析该格式的稳定性, 我们将时间步合并

(1− 1

2
µxδ

2
x)(1−

1

2
µyδ

2
y)v

n+1
jk = (1 +

1

2
µxδ

2
x)(1 +

1

2
µyδ

2
y)v

n
jk

(1− 1

2
µxδ

2
x −

1

2
µyδ

2
y +

1

4
µxµyδ

2
xδ

2
y)v

n+1
jk = (1 +

1

2
µxδ

2
x +

1

2
µyδ

2
y +

1

4
µxµyδ

2
xδ

2
y)v

n
jk

vn+1
jk − vnjk

∆t
=

a

2∆x2
δ2x(v

n
jk + vn+1

jk ) +
b

2∆y2
δ2y(v

n
jk + vn+1

jk )− ab∆t

4∆x2∆y2
δ2xδ

2
y(v

n+1
jk − vnjk)

可以看到上式除了最后一项, 就是 Crank-Nicolson 格式, 对最后一项进行单独分析
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6.5 近似分解方法

上一节中提到格式

(1− 1

2
µxδ

2
x)(1−

1

2
µyδ

2
y)v

n+1
jk = (1 +

1

2
µxδ

2
x)(1 +

1

2
µyδ

2
y)v

n
jk

可以理解为在 Crank-Nicolson 格式的基础上增加不改变精度的一项去凑因式分解.

Douglas-Rachford 格式

对于 BTCS 格式
(1− µxδ

2
x − µyδ

2
y)v

n+1
jk = vnjk

为了左边变成 (1− µxδ
2
x)(1− µyδ

2
y)v

n+1
jk , 需要在左边增加 µxµyδ

2
xδ

2
yv

n+1
jk . 为了抵消影响, 需要在右边

增加 µxµyδ
2
xδ

2
yv

n
jk, 这样就得到了 Douglas-Rachford 格式

(1− µxδ
2
x)(1− µyδ

2
y)v

n+1
jk = (1 + µxµyδ

2
xδ

2
y)v

n
jk

在计算中使用的等价格式为 (1− µxδ
2
x)v

∗
jk = (1 + µyδ

2
y)v

n
jk

(1− µyδ
2
y)v

n+1
jk = v∗jk − µyδ

2
yv

n
jk

我们来简单验算一下其等价性

(1− µxδ
2
x)(1− µyδ

2
y)v

n+1
jk = (1− µxδ

2
x)v

∗
jk − (1− µxδ

2
x)µyδ

2
yv

n
jk

= (1 + µyδ
2
y)v

n
jk − (1− µxδ

2
x)µyδ

2
yv

n
jk = (1 + µxµyδ

2
xδ

2
y)v

n
jk.

该格式的放大因子为

Q̂ =
1 + 16µxµy sin2(ωx∆x/2) sin2(ωy∆y/2)

(1 + 4µx sin2(ωx∆x/2))(1 + 4µy sin2(ωy∆y/2))
.

ADI 方法处理非齐次方程

Douglas-Gunn 格式
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6.6 分裂方法

以偏微分方程 ut = ux 为例, 考虑泰勒展开

u(x, t+∆t) = u(x, t) + ∆tut(x, t) +
∆t2

2
utt(x, t) +O(∆t3)

如果保留右侧的前两项作为近似, 我们认为该误差为 ∆t 量级, 或者为 1 阶的; 如果保留前三项作为
近似, 我们认为该误差为 2 阶的, 以此类推. 可以利用偏微分方程将右侧对时间的导数进行替换, 在
这个例子中 ut = ux, utt = uxx, 所以可以用一阶算子 Q 来近似

Q = 1 +∆t
∂

∂x
, u(x, t+∆t) = Qu(x, t) +O(∆t2),

也可以用二阶算子 Q 来近似

Q = 1 +∆t
∂

∂x
+

1

2
∆t2

∂2

∂x2
, u(x, t+∆t) = Qu(x, t) +O(∆t3).

考虑更一般的偏微分方程 ut = Au, 其中算子 A 的作用方式定义为 Au = A(x, t)ux, 此时

utt = (Au)t = (A(x, t)ux)t = At(x, t)ux +A(x, t)uxt = At(x, t)ux +A(x, t)(Au)x = (A2 +At)u

所以此时一阶算子和二阶算子分别为

Q = 1 +∆tA, Q = 1 +∆tA+
1

2
∆t2(A2 +At).

有了以上铺垫, 我们就可以来讨论所谓的分裂方法. 假设 ut = Au = A1u+A2u,

1 阶算子

Q = 1 +∆tA, Q1 = 1 +∆tA1, Q2 = 1 +∆tA2

目的是用 Q1, Q2 去表达 Q, 一个比较朴素的想法就是

Q2Q1 = (1 +∆tA2)(1 + ∆tA1) = 1 +∆tA1 +∆tA2 +O(∆t2) = Q+O(∆t2)

所以说我们可以用 Q2Q1 去近似 Q, 这样做的好处是可以引入中间层, 将求解的过程拆成两步, 再对
Q1 和 Q2 各自使用已知的差分近似方法. 这种分裂方式被称为 Lie-Trotter 分裂.

2 阶算子

Q = 1 +∆tA+
1

2
∆t2(A2 +At), Qi = 1 +∆tAi +

1

2
∆t2(A2

i +Ai,t)

可以看到 Lie-Trotter分裂会引入 ∆t量级的误差,当 Q选择 1阶算子时,本来就有 ∆t阶的误差,所
以是可以接受的. 但如果 Q 选择 2 阶算子, 还使用 Lie-Trotter 分裂就失去了使用 2 阶算子的意义,
所以接下来我们引入 Strang 分裂, 为此我们需要强调 A(t)u = A(x, t)ux. Strang 分裂定义如下

Q1(
∆t

2
, t+

∆t

2
)Q2(∆t, t)Q1(

∆t

2
, t)
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希望它来近似

Q = 1 +∆t(A1 +A2) +
1

2
∆t2(A2

1 +A1A2 +A2A1 +A2
2 +A1,t +A2,t).

首先将 Strang 分裂按定义写开

(1+
∆t

2
A1(t+

∆t

2
)+

1

2
(
∆t

2
)2(A2

1(t+
∆t

2
)+A1,t(t+

∆t

2
)))(1+∆tA2(t)+

1

2
∆t2(A2

2(t)+A2,t(t))(1+
∆t

2
A1(t)+

1

2
(
∆t

2
)2(A2

1(t)+A1,t(t))

因为式中 ∆t3 的项可以忽略, 所以上式中红色的部分可以直接丢掉, 变成

(1+
∆t

2
A1(t+

∆t

2
)+

1

2
(
∆t

2
)2(A2

1(t)+A1,t(t)))(1+∆tA2(t)+
1

2
∆t2(A2

2(t)+A2,t(t))(1+
∆t

2
A1(t)+

1

2
(
∆t

2
)2(A2

1(t)+A1,t(t))

乘开, 式中 ∆t 的项的部分为

∆t

2
A1(t+

∆t

2
) + ∆tA2(t) +

∆t

2
A1(t) = ∆t(A1 +A2)(t) +

∆t2

4
A1,t(t)

所以 Q 中 ∆t 的项已经还原出来了, 还多出一个 ∆t2 的项需要跟后边合并. 两个 ∆t 的项乘起来的

∆t2

2
A2(t)A1(t) +

∆t2

4
A1(t+

∆t

2
)A1(t) +

∆t2

2
A1(t+

∆t

2
)A2(t)

红色的部分因为相同的原因可以丢掉

∆t2

2
A2(t)A1(t) +

∆t2

4
A1(t)A1(t) +

∆t2

2
A1(t)A2(t)

本来就 ∆t2 的项

1

2
(
∆t

2
)2(A2

1(t) +A1,t(t)) +
1

2
∆t2(A2

2(t) +A2,t(t)) +
1

2
(
∆t

2
)2(A2

1(t) +A1,t(t))

同颜色的项互相合并, 这样就证明了

Q(∆t, t) = Q1(
∆t

2
, t+

∆t

2
)Q2(∆t, t)Q1(

∆t

2
, t) +O(∆t3).

Strang 分裂方法看似每步要拆成 3 步去做, 但实际上如果我们考虑相邻的两步

Q1(
∆t

2
, t+∆t+

∆t

2
)Q2(∆t, t+∆t)Q1(

∆t

2
, t+∆t)Q1(

∆t

2
, t+

∆t

2
)Q2(∆t, t)Q1(

∆t

2
, t)

可以证明

Q1(∆t, t+
∆t

2
) = Q1(

∆t

2
, t+∆t)Q1(

∆t

2
, t+

∆t

2
) +O(∆t3)

所以实际上走法是先走半步 Q1, 然后交替走整步 Q2, Q1, 最后走整步 Q2, 再走半步 Q1.
参考资料

• 北太天元科普: 求解偏微分方程的算子分裂法

• Introductory Finite Difference Methods for PDEs Section 6.3

https://www.bilibili.com/opus/917229943001186325
http://www.cs.man.ac.uk/~fumie/tmp/introductory-finite-difference-methods-for-pdes.pdf
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线性偏微分方程的初边值问题

7.1 一维扩散方程的边界处理

7.1.1 基于微分形式的近似

7.1.2 基于积分形式的近似
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7.2 一维对流方程的边界处理
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7.3 性质分析

7.3.1 收敛性

7.3.2 相容性

例 7.3.1. 讨论 

ut = auxx, x ∈ (0, 1), t > 0

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1], t = 0

ux(0, t) = 0, t > 0, x = 0

u(1, t) = 0, t > 0, x = 1

的差分方法（采用虚拟点方法 (vn1 − vn−1)/2∆x = 0 处理边值条件）

vn+1
j = vnj + aµδ2xv

n
j , j = 1, · · · ,M − 1,

v0j = u0(xj), j = 0, · · · ,M,

vn+1
0 = (1− 2aµ)vn0 + 2aµvn1 , n = 0, 1, · · · ,

vn+1
M = 0� n = 0, 1, · · · .

解. 内部点是计算过的扩散方程的截断误差 O(∆t+∆x2), 而 x = 1 处是准确的, 只计算 x = 0 处

Tn
0 =

vn+1
0 − vn0

∆t
− 2a(vn1 − vn0 )

∆x2

时间部分, 函数值减没了, 一阶导因为方程抵消, 主项是二阶导是 ∆t 量级; 空间部分, 函数值减没了,
一阶导因为边界条件为 0, 二阶导因为方程抵消, 三阶导因为

ut = auxx =⇒ auxxx
∣∣
x=0

= utx
∣∣
x=0

= ux(0, t)t ≡ 0

也没了, 所以主项是四阶导是 ∆x2 量级. 所以 Tn
0 = O(∆t+∆x2).

例 7.3.2. 采用单侧差商离散 (vn1 − vn0 )/∆x = 0 处理上例中的边值条件

vn+1
j = vnj + aµδ2xv

n
j , j = 1, · · · ,M − 1,

v0j = u0(xj), j = 0, · · · ,M,

vn+1
0 = vn+1

1 , n = 0, 1, · · · ,

vn+1
M = 0� n = 0, 1, · · · .

证明.
Tn+1
0 =

vn+1
0 − vn+1

1

∆x

函数值减没了, 一阶导因为边界条件也没了, 二阶导无人抵消是主项是 O(∆x) 量级.

例 7.3.3. 采用半网格方法处理上例中的边界条件,定义在网格 xj = (j−1/2)∆x,∆x = 1/(M−1/2)

上, 需要更新的点是 1, · · · ,M , 边界条件表达为 (vn1 − vn0 )/∆x = 0, 用 vn0 , v
n
1 , v

n
2 更新 vn+1

1

vn+1
1 − vn1

∆t
=
a(vn0 − 2vn1 + vn2 )

∆x2
=
a(−vn1 + vn2 )

∆x2
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解.
Tn
1 =

un+1
1 − un1

∆t
+
a(un1 − un2 )

∆x2
.

时间部分是 O(∆t), 空间部分

un2 − un1 = ux(1, n)∆x+
1

2
uxx(1, n)∆x

2 +
1

6
uxxx(1, n)∆x

3 +O(∆x4)

已知的条件是 ux(1/2, n) = 0, 将之在 x = 1 处展开得到

0 = ux(1, n)−
∆x

2
uxx(1, n) +

∆x2

8
uxxx(1, n) +O(∆x3)

代入得到

un2 − un1 = uxx(1, n)∆x
2 +

1

24
uxxx(1, n)∆x

3 +O(∆x4)

7.3.3 稳定性

7.3.4 Lax 定理

7.3.5 能量稳定性
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7.4 二维扩散方程的边界处理

7.4.1 FTCS 边界条件的数值近似

7.4.2 过渡层边界条件的数值近似

7.4.3 任意区域边界条件的数值近似
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非线性双曲守恒律方程

8.1 特征线方法
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8.2 双曲守恒律方程的弱解和熵解
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8.3 数值格式

8.3.1 基于光滑解的格式构造

例 8.3.1. 基于非守恒型 ut + a(u)ux = 0, 利用冻结系数法构造迎风格式

vn+1
j =

vnj − ∆t
∆x
a(vnj )(v

n
j − vnj−1) a(vnj ) > 0,

vnj − ∆t
∆x
a(vnj )(v

n
j+1 − vnj ) a(vnj ) < 0.

基于守恒型 ut + (f(u))x = 0, 构造迎风格式

vn+1
j =

vnj − ∆t
∆x

(f(vnj )− f(vnj−1)) f ′(vnj ) > 0,

vnj − ∆t
∆x

(f(vnj+1)− f(vnj )) f ′(vnj ) < 0.

例 8.3.2. 基于非守恒型 ut + a(u)ux = 0, 构造 Lax 格式

vn+1
j =

vnj+1 + vnj−1

2
− ∆t

2∆x
a(vnj )(v

n
j+1 − vnj−1).

基于守恒型 ut + (f(u))x = 0, 构造 Lax 格式

vn+1
j =

vnj+1 + vnj−1

2
− ∆t

2∆x
(f(vnj+1)− f(vnj−1)).

解. 分析非守恒型 ut + a(u)ux = 0 的 Lax 格式的截断误差

∆tTn
j = (un+1

j − unj ) + (unj −
unj+1 + unj−1

2
) +

∆t

2∆x
a(unj )(u

n
j+1 − unj−1).

第一部分函数值没了, 一阶导是 ut 出现在方程里, 二阶导是 utt 量级是 ∆t2; 第二部分函数值没了,
一阶导互相抵消没了, 二阶导是 uxx 量级是 ∆x2; 第三部分函数值没了, 一阶导凑方程, 二阶导抵消
也没了, 三阶导是 ∆x3 的量级, 乘上前面的系数 ∆t/∆x 就是 ∆t∆x2 的量级. 综上

Tn
j = O(∆t+

∆x2

∆t
+∆x2) = O(∆t+

∆x2

∆t
).

例 8.3.3. 基于非守恒型 ut + a(u)ux = 0, 构造 Lax-Wendroff 格式.

解. 对时间泰勒展开
u(x, t+∆t) = u(x, t) + ∆tut(x, t) +

1

2
∆t2utt(x, t)

利用方程 ut + a(u)ux = 0 及对其求导得到的方程

utt + a′(u)utux + a(u)uxt = 0, utx + a′(u)u2x + a(u)uxx = 0

将泰勒展开中关于时间的导数全部替换为关于空间的导数, 整理得到

vn+1
j = vnj −∆ta(vnj )ux +

∆t2

2
(a(vnj )

2uxx + 2a(vnj )a
′(vnj )u

2
x).

例 8.3.4. 基于守恒型 ut + f(u)x = 0, 构造 Lax-Wendroff 格式.
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解. 对时间泰勒展开
u(x, t+∆t) = u(x, t) + ∆tut(x, t) +

1

2
∆t2utt(x, t)

利用方程 ut + f(u)x = 0 及对其求导得到的方程

0 = utt + f(u)xt = utt + (f ′(u)ut)x = utt − (f ′(u)f(u)x)x

将泰勒展开中关于时间的导数全部替换为关于空间的导数, 整理得到

vn+1
j = vnj −∆tf(u)x +

∆t2

2
(f ′(u)f(u)x)x

对最后一项近似如下

(f ′(u)f(u)x)x =
f ′(vj+1/2)f(u)x(xj+1/2)− f ′(vj−1/2)f(u)x(xj−1/2)

∆x

=
1

∆x2
(
f ′(vj+1/2)(f(vj+1)− f(vj))− f ′(vj−1/2)(f(vj)− f(vj−1))

)
.

使用中心差近似 f(u)x, 最后我们得到 Lax-Wendroff 格式

vn+1
j = vnj −

∆t

2∆x
(f(vnj+1)−f(vnj−1))+

∆t2

2∆x2
(
f ′(vnj+1/2)(f(v

n
j+1)− f(vnj ))− f ′(vnj−1/2)(f(v

n
j )− f(vnj−1))

)

8.3.2 守恒型差分格式

例 8.3.5. 验证 Lax 格式

vn+1
j =

vnj+1 + vnj−1

2
− ∆t

2∆x
(f(vnj+1)− f(vnj−1))

是守恒型差分格式.

证明.

vn+1
j = vnj − vnj +

vnj+1 + vnj−1

2
− ∆t

2∆x
(f(vnj+1)− f(vnj−1) + f(vnj )− f(vnj ))

= vnj +
vnj+1 − vnj

2
−
vnj − vnj−1

2
− ∆t

2∆x
((f(vnj+1) + f(vnj ))− (f(vnj ) + f(vnj−1)))

f̂n
j+1/2 =

f(vnj+1) + f(vnj )

2
− ∆x

∆t

vnj+1 − vnj
2

例 8.3.6. 验证 Lax-Wendroff 格式

vn+1
j = vnj −

∆t

2∆x
(f(vnj+1)−f(vnj−1))+

∆t2

2∆x2
(
f ′(vnj+1/2)(f(v

n
j+1)− f(vnj ))− f ′(vnj−1/2)(f(v

n
j )− f(vnj−1))

)
是守恒型差分格式.

证明.
f̂n
j+1/2 =

f(vnj+1) + f(vnj )

2
− ∆t

2∆x
f ′(vnj+1/2)(f(v

n
j+1)− f(vnj )).

例 8.3.7. 验证 Richtmyer 格式 是守恒型差分格式.

例 8.3.8. 验证 MacCormack 格式 是守恒型差分格式.

https://max.book118.com/html/2017/0612/114304693.shtm
https://max.book118.com/html/2017/0612/114304693.shtm
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8.3.3 单调格式

8.3.4 TVD 格式



Chapter 9

作业

9.1 第一次书面作业

题目: Prove Eqs. (1.1.8) and (1.1.9) for the L2 scalar product and norm. (λ is a scalar)

(f, g) = (g, f), (f + g, h) = (f, h) + (g, h), (λf, g) = λ(f, g), (f, λg) = λ(f, g).

∥λf∥ = |λ|∥f∥, |(f, g)| ≤ ∥f∥ · ∥g∥, ∥f + g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥, ∥∥f∥ − ∥g∥∥ ≤ ∥f − g∥.

解答: 这些公式都是显然的，按照定义直接验证即可。下面提供柯西不等式的一种经典证明：不
妨设 ∥g∥ ̸= 0，则有

0 ≤ ∥f − λg∥2 = (f − λg, f − λg).

展开得

∥f − λg∥2 = (f, f)− λ(f, g)− λ(g, f) + |λ|2(g, g).

取 λ = (f,g)
(g,g)
，代入可得

∥f − λg∥2 = (f, f)− |(f, g)|2

(g, g)
.

因此

0 ≤ ∥f − λg∥2 = (f, f)− |(f, g)|2

(g, g)
,

即

|(f, g)|2 ≤ (f, f)(g, g),

从而得证

|(f, g)| ≤ ∥f∥ · ∥g∥.

题目: Let f be a real function with Fourier series

f(x) =
1√
2π

∞∑
w=−∞

f̂(w)eiwx.

Prove that

SN =
1√
2π

N∑
w=−N

f̂(w)eiwx

61
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is real for all N .
解答: 按照定义有

f̂(w) =
1√
2π

(
eiwx, f

)
,

利用 f 是实值函数，可以得到

f̂(w) =
1√
2π

(eiwx, f) =
1√
2π

(
e−iwx, f

)
= f̂(−w).

因此

f̂(0) ∈ R, 以及 f̂(w)eiwx = f̂(w)e−iwx = f̂(−w)e−iwx.

由此

SN =
1√
2π

(
f̂(0) +

N∑
w=1

(
f̂(w)eiwx + f̂(−w)e−iwx

))
∈ R.
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9.2 第二次书面作业

题目: Derive estimates for ∣∣∣∣(D − ∂3

∂x3
)eiwx

∣∣∣∣
where D = D3

+, D−D
2
+, D

2
+D−, D

3
−, D0D+D−.

解答: 以 D = D3
+ 为例，

h3D3
+e

iwx = (e3iwh − 3e2iwh + 3eiwh − 1)eiwx

= ((iwh)3 +
3

2
(iwh)4 +O(w5h5))eiwx.

因此 ∣∣∣∣(D3
+ − ∂3

∂x3
)eiwx

∣∣∣∣ = O(w4h),

同理可得: ∣∣∣∣(D−D
2
+ − ∂3

∂x3
)eiwx

∣∣∣∣ = O(w4h),∣∣∣∣(D2
+D− − ∂3

∂x3
)eiwx

∣∣∣∣ = O(w4h),∣∣∣∣(D3
− − ∂3

∂x3
)eiwx

∣∣∣∣ = O(w4h),∣∣∣∣(D0D+D− − ∂3

∂x3
)eiwx

∣∣∣∣ = O(w5h2).

题目: The difference operators D+, D0 both approximate ∂
∂x

, but they have different norms.
Explain why this is not a contradiction.
解答: 不矛盾，因为 D+, D0 算子都只是求导算子的逼近，由泛函分析知识容易知道求导算子不

是一个有界算子，当 h→ 0 时 D+, D0 算子的算子范数也是趋于无穷的，当 h 取定时，由于二者的

近似程度不同故算子范数也不同。

题目: Compute ∥Dxj
∥∞, ∥Dxj

∥2, ∥Dxxj
∥∞, j = 1, 2, on a rectangular grid with gridsize hj in

the xj direction, j = 1, 2.
解答: 对于矩形网格 hj =

2π
Nj+1

, j = 1, 2，算子范数的推导过程和一维类似。

∥Dxj
∥∞ =

1

hj
∥E1

xj
− E0

xj
∥∞ ≤ 2

hj
∥u∥∞.

证明: 设取 uij = (−1)i+j，计算得：

∥u∥22 = (N1 + 1)(N2 + 1)h1h2,

∥Dxj
u∥22 =

N1∑
i=0

N2∑
j=0

(
(−1)i+j+1h2

h1

)2

h2h1 =
4(N1 + 1)(N2 + 1)h2

h21
.

因此

∥Dxj
∥2 =

2

hj
.
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类似地，分母取 uij = (−1)i+j，进一步可得

∥Dxxj
∥∞ =

2

h2j
, ∥Dxxj

∥2 =
2

h2j
.

题目: 试证：参考书 1 中 P26 的定理 1.3.3 中公式 (1.3.4)；以及当 N 为奇数时，写出 P26 页
相应的定理 1.3.2，并证明之。
解答: 当 N 为奇数时，定理 1.3.2 如下：

Intu(j) = 1√
2π

(N+1)/2∑
w=−(N+1)/2

ũ(w)eiwxj , j = 1, 2,

interpolate the two gridfunctions. Then:

ũ(w)(1) + ũ(w)(2) = (Intu(1), Intu(2)).

证明:

ũ(w)(1) =
(N + 1)/2√

2π

(N+1)/2∑
w=−(N+1)/2

ũ(w)eiwxj ,

ũ(w)(2) =
(N + 1)/2√

2π

(N+1)/2∑
w=−(N+1)/2

ũ(w)eiwxk .

因此：

ũ(w)(1) + ũ(w)(2) =
1√
2π

(N+1)/2∑
w=−(N+1)/2

ũ(w)(eiwxj + eiwxk).

进一步展开可得：

Intu(j) = 1√
2π

(N+1)/2∑
w=−(N+1)/2

ũ(w)(j)eiwxj ,

Intu(1) + Intu(2) = (Intu(1), Intu(2)).

证毕。
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9.3 第三次书面作业

题目: Modify the scheme (4.2.1) such that it approximates ut = −ux. Prove that the conditions
(4.2.2) and (4.2.3) are also necessary for stability in this case.

vn+1
j = (I + kD0)v

n
j + σkhD+D−v

n
j (4.2.1)

0 < λ ≤ 2σ ≤ 1 (4.2.2)

1 ≤ 2σ, 2σλ ≤ 1 (4.2.3)

解答: 对于 ut = −ux 的差分格式可以写成

vn+1
j = (I − kD0)v

n
j + σkhD+D−v

n
j .

将谐波解 vnj = 1√
2π
eiωxj v̂n 代入化简可以得到

Q̂ = 1− iλ sin ξ − 4σλ sin2 ξ

2
, ξ = ωh, λ =

k

h
.

计算

|Q̂|2 = (1− 4σλ sin2 ξ

2
)2 + λ2 sin2 ξ.

这与书上的 |Q̂|2 相同，因此 (2.1.14) 和 (2.1.15) 都是稳定的必要条件。
题目: Choose σ in Eq.(4.3) such that Q uses only two gridpoints. What is the stability

condition?

vn+1
j = (I + kD0)v

n
j + σkhD+D−v

n
j

解答: 将原式整理为

vn+1
j =

(
1

2
+ σ

)
λvnj+1 + (1− 2σλ)vnj +

(
σ − 1

2

)
λvnj−1, λ =

k

h
.

Case 1: σ = 1
2

vn+1
j = λvnj+1 + (1− λ)vnj .

代入谐波解 vnj = eiωxj v̂n，可得放大因子为：

Q̂ = (1− λ+ λ cos ξ) + iλ sin ξ, ξ = ωh.

计算 |Q̂|2:
|Q̂|2 = 2λ(λ− 1)(1− cos ξ) + 1 = 1− 4λ(1− λ) sin2 ξ

2
.

Case 2: σ = 1
2λ

vn+1
j =

(
1

2
+

1

2λ

)
vnj+1 +

(
1− 1

λ

)
vnj +

(
1

2
− 1

2λ

)
vnj−1.

代入同样的方法得到放大因子：

Q̂ = cos ξ + iλ sin ξ.
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计算 |Q̂|2:

|Q̂|2 = cos2 ξ + λ2 sin2 ξ = 1− 4(1− λ2)

(
sin2 ξ

2
− sin4 ξ

4

)
.

在两种情况下都有：

|Q̂|2 ≤ 1 ⇐⇒ 0 < λ ≤ 1.

题目: 针对方程 ut + ux = 0，导出其解的依赖区；其蛙跳格式的数值解的依赖区；以及 CFL 条
件。

解答: 对于方程 ut + ux = 0，特征线为 ξ = x − t，沿着特征线值不变。考虑点 P (xj , tn+1) 处

的数值解 vn+1
j ，假设其依赖区为 xx，则有：

ξ = xj − tn+1 = xx − 0 =⇒ xx = xj − tn+1.

因此，方程解的依赖区为 Dp = {xx = xj − tn+1}。
对于蛙跳格式：

vn+1
j = vn−1

j + λ(vnj+1 − vnj−1),

在第一层使用 FTCS 格式：
v1j = v0j +

λ

2
(v0j+1 − v0j−1),

可以推导出数值解 vn+1
j 的依赖区：

Np = {(xj−n−1, 0), (xj−n, 0), . . . , (xj+n, 0), (xj+n+1, 0)}.

CFL 条件: 依赖区 Dp ⊆ Np，即：

xj−n−1 ≤ xj − tn+1 ≤ xj+n+1.

代入网格关系，得：

−(n+ 1)∆x ≤ −(n+ 1)∆t ≤ (n+ 1)∆x,

即：

0 < λ =
∆t

∆x
≤ 1.
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9.4 第四次书面作业

2.3.1. 证明当 θ ⩾ 1
2
时, 如下 θ 格式是无条件稳定的.

(I − θkD0)v
n+1
j = (I + (1− θ)kD0)v

n
j , j = 0, 1, . . . , N. (2.3.5)

证明.

Q̂ =
1 + ir(1− θ) sin ξ

1− irθ sin ξ =
(1 + ir(1− θ) sin ξ)(1 + irθ sin ξ)

1 + r2θ2 sin2 ξ
=

1− r2θ(1− θ) sin2 ξ + ir sin ξ
1 + r2θ2 sin2 ξ

|Q̂|2 = (1− r2θ(1− θ) sin2 ξ)2 + r2 sin2 ξ

1 + 2r2θ2 sin2 ξ + r4θ4 sin4 ξ
=

1− 2r2θ(1− θ) sin2 ξ + r4θ2(1− θ)2 sin4 ξ + r2 sin2 ξ

1 + 2r2θ2 sin2 ξ + r4θ4 sin4 ξ

|Q̂|2 − 1 =
−2r2θ sin2 ξ + r4θ2 sin4 ξ − 2r4θ3 sin4 ξ + r2 sin2 ξ

1 + 2r2θ2 sin2 ξ + r4θ4 sin4 ξ

|Q̂|2 − 1 =
r2 sin2 ξ

(1 + r2θ2 sin2 ξ)2
(−2θ + r2θ2 sin2 ξ − 2r2θ3 sin2 ξ + 1)

|Q̂|2 − 1 =
r2 sin2 ξ

(1 + r2θ2 sin2 ξ)2
(1− 2θ)(1 + r2θ2 sin2 ξ)

当 θ ⩾ 1
2
, 即隐式格式占据优势时, 格式为无条件稳定的.

2.4.1. 在推导精度阶次时, 使用了围绕某点 (x∗, t∗) 的泰勒展开. 证明 (x∗, t∗) 可以任意选择, 特别
是, 它不必是网格点.

证明. 不妨设在 (xj , tn) 展开的局部截断误差为

Tn
j = f(xj , tn)h

p + g(xj , tn)k
q +O(hp+1 + kq+1) = O(hp + kq)

其中 h 和 k 分别为空间步长和时间步长, 另取附近的一点 (x∗, t∗) 满足

|xj − x∗| ≤ Ch, |tn − t∗| ≤ Ck

那么

f(xj , tn) = f(x∗, t∗) +O(h) +O(k)

g(xj , tn) = g(x∗, t∗) +O(h) +O(k)

在 (x∗, t∗) 展开的局部截断误差为

Tn∗
j∗

= [f(x∗, t∗) +O(h) +O(k)]hp + [g(x∗, t∗) +O(h) +O(k)]kq +O(hp+1 + kq+1)

= f(x∗, t∗)h
p + g(x∗, t∗)k

q +O(hp+1 + kq+1) = O(hp + kq)

因此, 挑选某个具体的点（甚至不要求是格点）进行 Taylor 展开并不影响最终的结果.

2.4.2. 证明跳蛙格式 (2.2.1) 和 Crank-Nicholson 格式 (2.3.3) 的精度为 (2,2). 尽管有相同的精度
阶次, 但可以预期某一种格式比另一种更精确. 为什么会这样？
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补充作业 1: 针对 ut + aux = 0,a 为常数, 基于其积分形式构造时间 1 阶、空间 3 阶的有限差分格
式.
题目: 试构造 Ut +AUx = 0 的迎风格式；其中 U = (u, v)T ,

A =

(
0 −1

−1 0

)
.

解答: 容易知道，存在矩阵可逆矩阵 S，使得 S−1AS = Λ，其中

S =
1√
2

(
1 1

−1 1

)
, Λ =

(
1 0

0 −1

)
.

令 W = SU，可得：

Wt + ΛWx = 0.

故迎风格式为：

Wn+1
j =Wn

j − r

2
Λ(Wn

j+1 −Wn
j−1) +

r

2
|Λ|(Wn

j+1 − 2Wn
j +Wn

j−1).

或者：

V n+1
j = V n

j − r

2
A(V n

j+1 − V n
j−1) +

r

2
|A|(V n

j+1 − 2V n
j + V n

j−1),

其中 |A| = S−1|Λ|S。

A =

(
0 −1

−1 0

)
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9.5 第五次书面作业

题目: Prove that the θ scheme is unconditionally stable for θ ≥ 1
2
.

(I − θkD+D−)v
n+1
j = (I + (1− θ)kD+D−)v

n
j , θ ∈ [0, 1].

解答: 设
vnj =

1√
2π
v̂n(w)eiwxj ,

代入即得:

(1− λθ(eiwh − 2 + e−iwh))v̂n+1 = (1 + λ(1− θ)(eiwh − 2 + e−iwh))v̂n, λ =
k

h2
.

记 ξ = wh，整理得:

(1 + 4λθ sin2(
ξ

2
))v̂n+1 = (1− 4λ(1− θ) sin2(

ξ

2
))v̂n.

因此：

Q̂ =
1− 4λ(1− θ) sin2( ξ

2
)

1 + 4λθ sin2( ξ
2
)

.

要求 −1 ≤ Q̂ ≤ 1，显然 Q̂ ≤ 1。对 −1 ≤ Q̂ 等价于：

2

(
1 + 4λθ sin2(

ξ

2
)

)
≥ 4λ sin2(

ξ

2
),

即：

2 + (2θ − 1)4λ sin2(
ξ

2
) ≥ 0.

当 θ ≥ 1
2
时，|Q̂| ≤ 1 无条件稳定。证毕。

题目: Derive the truncation error for the backward Euler and the Crank-Nicholson methods
applied to ut = uxx. Prove that it is Θ(h2 + k) and Θ(h2 + k2), respectively. Despite this fact,
at certain times the backward Euler method is more accurate for the example computed in this
section. Explain this paradox.
解答: Backward Euler:

vn+1
j − vnj

k
=
vn+1
j+1 − 2vn+1

j + vn+1
j−1

h2

利用 Taylor 展开：
un+1
j − unj

k
= (ut)

n+1 +
k

2
(utt)

n+1 +O(k2),

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

h2
= (uxx)

n+1 +
h2

12
(uxxxx)

n+1 +O(h4).

因此截断误差为：

Tn+1
j =

un+1
j − unj

k
−
un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

h2
,

代入得：

Tn+1
j = (ut)

n+1 − (uxx)
n+1 +

k

2
(utt)

n+1 +
h2

12
(uxxxx)

n+1 +O(k2 + h4),
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即：

Tn+1
j = O(k + h2).

Crank-Nicholson:

vn+1
j − vnj

k
=

vn+1
j+1 −2vn+1

j +vn+1
j−1

h2 +
vn
j+1−2vn

j +vn
j−1

h2

2
.

利用 Taylor 展开：
un+1
j − unj

k
= (ut)

n+ 1
2 +

k2

24
(uttt)

n+ 1
2 +O(k4),

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

h2
= (uxx)

n+1 +
h2

12
(uxxxx)

n+1 +O(h4).

对空间的两项在时间中间层 n+ 1
2
处分析可得：

1

2

unj+1 − 2unj + unj−1

h2
= (uxx)

n+ 1
2 +

k2

8
(uttxx)

n+ 1
2 +O(k4).

因此截断误差为：

Tn+1
j = O(k2 + h2).

解释该现象的悖论: 尽管 Crank-Nicholson 方法截断误差更小，但是其误差的常数项在某些时
间步长下可能导致实际误差比 Backward Euler更大。这种现象通常由于 Crank-Nicholson方法的高
频误差分量在初始阶段未能完全消失所致。

题目: 针对方程 ut = uxx + f(x, t), (x, t) ∈ D = [0, 1] × [0, T ] 的积分形式，构造以格点处的函

数为未知数的有限差分格式，并导出其局部截断误差。

常用的数值积分公式：∫ b

a

f(x) dx = (b− a)f(a) +
(b− a)2

2
f ′(c), c ∈ (a, b),

∫ b

a

f(x) dx =
b− a

2
[f(a) + f(b)]− (b− a)3

12
f ′′(c), c ∈ (a, b),∫ b

a

f(x) dx =
b− a

2
[f(a) + f(b)] +

(b− a)3

24
f ′′(c) +O((b− a)5).

解答: 取控制体 Ωn
j = [xj−1/2, xj+1/2]× [tn, tn+1]，对方程进行积分得到：∫ xj+1/2

xj−1/2

ut dx =

∫ xj+1/2

xj−1/2

uxx dx+

∫ xj+1/2

xj−1/2

f(x, t) dx.

对第一项的处理： ∫ xj+1/2

xj−1/2

ut dx = ∆x(un+1
j − unj ) +O(∆x3∆t).

对第二项的处理：∫ tn+1

tn

((ux)j+1/2 − (ux)j−1/2) dt = ∆t
[
(ux)

n
j+1/2 − (ux)

n
j−1/2

]
+O(∆t2∆x).

注意到：

uj+1 − uj = ∆xux|j+1/2 +
∆x3

24
uxxx|j+1/2 +O(∆x5),
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uj − uj−1 = ∆xux|j−1/2 +
∆x3

24
uxxx|j−1/2 +O(∆x5),

相减得到：

uj+1 − 2uj + uj−1 = ∆x(ux|j+1/2 − ux|j−1/2) +O(∆x4).

代入 (6.3.1) 可得：∫ tn+1

tn

((ux)j+1/2 − (ux)j−1/2) dt =
∆t

∆x

[
unj+1 − 2unj + unj−1

]
+O(∆t2∆x2).

最后，对于源项的处理是显然的：∫ tn+1

tn

∫ xj+1/2

xj−1/2

f(x, t) dx dt = ∆t∆xf(xj , tn) +O(∆x3) +O(∆t2).

综上可得：

∆x(un+1
j −unj )+O(∆x2∆t) =

∆t

∆x
(unj+1−2unj+u

n
j−1)+O(∆x2∆t2)+∆t∆xf(xj , tn)+O(∆x3)+O(∆t2).

因此对应的有限差分格式为：

un+1
j − unj

∆t
=
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2
+ f(xj , tn) +O(∆x2) +O(∆t).

局部截断误差为 O(∆x2 +∆t)。

题目: 针对方程 ut = uxx，基于其在控制体 Ω = [tn, tn+1]× [xj− 1
2
, xj+ 1

2
] 上的积分形式，构造以

网格平均为未知数的有限差分格式，并给出精度。

解答: 对方程进行积分可以得到：∫ tn+1

tn

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

ut dx dt =

∫ tn+1

tn

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

uxx dx dt.

左端项可以化简为：∫ tn+1

tn

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

ut dx dt =

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

u(x, tn+1) dx−
∫ x

j+1
2

x
j− 1

2

u(x, tn) dx,

= ∆x(ūn+1
j − ūnj ),

其中 ūnj = 1
∆x

∫ x
j+1

2
x
j− 1

2

u(x, tn) dx。

右端项可以简化得到：∫ tn+1

tn

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

uxx dx dt =

∫ tn+1

tn

[
(ux)j+ 1

2
− (ux)j− 1

2

]
dt. (6.4.1)

为了得到 (ux)j+ 1
2
的近似，我们进行如下操作：

uj+1 − ūj =
1

∆x

∫ xj+1

xj

u(x, t) dx− 1

∆x

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

u(x, t) dx,

=
1

∆x

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

∆xux +
∆x2

2
uxx +

∆x3

6
uxxx +O(∆x4) dx,
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= ∆x(ux)j+ 1
2
+

∆x3

24
(uxxx)j+ 1

2
+O(∆x5).

同理可得：

uj − uj−1 = ∆x(ux)j− 1
2
+

∆x3

24
(uxxx)j− 1

2
+O(∆x5).

两式相减得：

uj+1 − 2uj + uj−1 = ∆x
[
(ux)j+ 1

2
− (ux)j− 1

2

]
+O(∆x4). (6.4.2)

将 (6.4.2) 代入 (6.4.1)，使用中点公式可得：∫ tn+1

tn

[
(ux)j+ 1

2
− (ux)j− 1

2

]
dt =

2∆t

∆x
(ūnj+1 − 2ūnj + ūnj−1) +O(∆x2∆t) +O(∆t3).

综上可得：
ūn+1
j − ūnj

∆t
=
ūnj+1 − 2ūnj + ūnj−1

∆x2
+O(∆x2) +O(∆t2).

有限差分格式为:
ūn+1
j − ūnj

∆t
=
ūnj+1 − 2ūnj + ūnj−1

∆x2
.

精度为时间 2 阶，空间 2 阶。
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9.6 第六次书面作业

题目: Consider the differential equation

∂u

∂t
=

4∑
j=0

aj
∂ju

∂xj
.

Derive the condition for well-posedness corresponding to condition in Theorem 4.2.1. Is it true that
the problem is always well posed if Re a4 < 0? (aj = Re aj + i Im aj ∈ C)

解答: 考虑谐波解：

u(x, t) =
1√
2π
eiωxû(w, t), u(x, 0) = f(x) =

1√
2π
eiωxf̂(w).

代入方程得到： ∂û
∂t

=
∑4

j=0 aj(iω)
j û = κû,

û(w, 0) = f̂(w),

其中 κ =
∑4

j=0 aj(iω)
j。

解得：

û(w, t) = eκtû(w, 0) = eκtf̂(w).

因此：

∥u(x, t)∥2 = ∥û(w, t)∥2 = e2 Re κt∥f̂(w)∥2 = e2 Re κt∥f∥2.

适定等价于存在 α ∈ R，使得：

Reκ = (Re a4)w4 + (Im a3)w
3 − (Re a2)w2 − (Im a1)w + Re a0 ≤ α, ∀w ∈ R.

易知，对于系数数列的四次多项式 p(w)，若首项系数数最小于 0，则一定存在有限上界 p(w) ≤
α < +∞。因此：

well-posed ⇐⇒ Reκ ≤ α < 0 ⇐⇒ Re a4 < 0.

4.3.1. 对于哪些矩阵 A,B, 系统
ut = Aux +Bu

是能量守恒的 [即,∥u(·, t)∥ = ∥u(·, 0)∥]？题目: For which matrices A,B is the system ut = Aux+Bu

energy conserving? (i.e., ∥u(x, t)∥ = ∥u(x, 0)∥)
解答: 考虑谐波解：

u(x, t) =
1√
2π
eiωxû(w, t), u(x, 0) = f(x) =

1√
2π
eiωxf̂(w).

代入方程得到： ∂û
∂t

= (iωA+B)û,

û(w, 0) = f̂(w),

解得：

û(w, t) = e(iωA+B)tf̂(w).
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能量守恒条件:

∥u(x, t)∥2 = ∥u(x, 0)∥2 =⇒ ∥û(w, t)∥2 = ∥û(w, 0)∥2.

对时间求导：
∂

∂t
∥û(w, t)∥2 = ⟨û, û⟩t + ⟨û, û⟩t,

= ⟨û, (iωA+B)û⟩+ ⟨(iωA+B)û, û⟩,

= ⟨û, (iω(A−A∗) + (B +B∗))û⟩.

当 A = A∗ 且 B = −B∗ 时， ∂
∂t
∥û(w, t)∥2 = 0，能量守恒。

典型情况: 要求取出可逆矩阵的形式，假设 A 特征值全为实数，具有完备的特征向量基（可以

相似对角化）。存在对角阵 A 全实数，S 可逆，使得：

A = SΛS−1.

取 v = S−1u 变元，得到：

vt = Λvx + Cv, C = S−1BS.

考虑谐波解：

v(x, t) =
1√
2π
eiωxv̂(w, t), v(x, 0) = g(x) =

1√
2π
eiωxĝ(w).

代入方程得到： ∂v̂
∂t

= (iωΛ + C)v̂,

v̂(w, 0) = ĝ(w).

能量守恒条件:

∥v(x, t)∥2 = ∥v(x, 0)∥2 =⇒ ∥v̂(w, t)∥2 = ∥v̂(w, 0)∥2.

对时间求导：
∂

∂t
∥v̂(w, t)∥2 = ⟨v̂, v̂⟩t + ⟨v̂, v̂⟩t,

= ⟨v̂, (iωΛ + C)v̂⟩+ ⟨(iωΛ + C)v̂, v̂⟩,

= ⟨v̂, (iω(Λ− Λ∗) + (C + C∗))v̂⟩.

注意 A 为实对称阵 A = A∗，因此只需要保证 C = −C∗。

注意: 错误来源即存在于可逆矩阵转换前后基变换后的矩阵附加量：

∥v(x, t)∥2 = ∥v(x, 0)∥2 = ∥S−1u(x, t)∥2 = ⟨u(x, t), (S−1)∗S−1u(x, t)⟩ ̸= ⟨u(x, u)∥2.

只有当 S∗S = I 的条件（即宣言 S 为正交阵，A 为 Hermite 亦阵），才能保证两种一致。
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补充作业 1: 试证：（均匀剖分）用 u 在三个点：xj±1 = (j± 1)h, xj = jh 处的函数值的线性组合是

无法得到 uxx 的 3阶或高于 3阶的近似. 题目: (均匀剖分)用 u在三个点：xj+1 = (j+1)h, xj = jh

处的函数值的线性组合是否无法得到 uxx 的 3 阶或高于 3 阶的近似。
解答: 假设存在一个线性组合能达到 3 阶或者高于 3 阶的近似，那么有：

αuj−1 + βuj + γuj+1 = (uxx)j +O(h3)

由泰勒展开可以得到： 

α+ β + γ = 0,

h(α− γ) = 0,

h2

2
(α+ γ) = 1,

h3

6
(α− γ) = 0.

可以看到第三个方程与第四个方程冲突，上面方程组无解，不存在满足条件的 α, β, γ，假设不

成立。实际上，前 4 个方程有唯一解 α = 1, β = −2, γ = 1，是对 uxx 的二阶近似。

补充作业 2: 针对偏微分方程：ut = ((0.1 + sin2 x)ux)x, 构造 (2,2) 阶精度的有限差分格式. 题目:
针对偏微分方程 ut = ((0.1 + sin2 x)ux)x，构造 (2,2) 阶精度的有限差分格式。
解答: 为了方便，我们记 a(x) = 0.1 + sin2 x, aj+1/2 = a(xj+1/2) = a((xj + xj+1)/2)。则可直接

构造时间二阶、空间二阶的差分格式如下：

vn+1
j − vnj

∆t
= aj+1/2

vn+1
j+1 − vn+1

j

∆x
− aj−1/2

vn+1
j − vn+1

j−1

∆x
.

由下：
vn+1
j+1 − vn+1

j

∆x
= ux +

1

2
∆xuxx +

1

3!
∆x2uxxx +O(∆x3),

aj+1/2

vn+1
j+1 − vn+1

j

∆x
= a(ux +

∆x

2
uxx +

∆x2

6
uxxx) + ax

∆x

2
ux +O(∆x3),

aj−1/2

vn+1
j − vn+1

j−1

∆x
= a(ux −

∆x

2
uxx +

∆x2

6
uxxx)− ax

∆x

2
ux +O(∆x3).

因此：
vn+1
j+1 − vn+1

j

∆x
−
vn+1
j − vn+1

j−1

∆x
= uxx +

1

3
∆x2uxxx +O(∆x4).

带入：

Tj =
vn+1
j − vnj

∆t
= (avx)x +O(∆t2) +O(∆x2).

最终有限差分格式为：

vn+1
j − vnj

∆t
=
aj+1/2

vn+1
j+1 −vn+1

j

∆x
− aj−1/2

vn+1
j −vn+1

j−1

∆x

∆x
.

局部截断误差为时间 2 阶，空间 2 阶。
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9.7 第七次书面作业

4.4.1. 证明存在正常数 δ,K 使得抛物方程 ut = Auxx 的解满足

∥u(·, t)∥2 + δ

∫ t

0

∥ux(·, ξ)∥2 dξ ⩽ K∥u(·, 0)∥2.

证明. 考虑谐波解

u(x, t) =
1√
2π

eiωxû(ω, t), u(x, 0) =: f(x) =
1√
2π

eiωxf̂(ω).

由 Parseval 恒等式得

∥u(·, t)∥2 = |û(ω, t)|2, ∥ux(·, t)∥2 = ω2|û(ω, t)|2.

原式等价于

|û(ω, t)|2 + δω2

∫ t

0

|û(ω, ξ)|2 dξ ⩽ K|û(ω, 0)|2.

对 |û(ω, t)|2 关于时间求导, 得到

∂t|û(ω, t)|2 = ⟨û, ût⟩+ ⟨ût, û⟩ = ⟨û,−ω2Aû⟩+ ⟨−ω2Aû, û⟩ = ⟨û,−ω2(A+A∗)û⟩ ⩽ −δw2|û(w, t)|2.

对时间从 0 到 t 积分可得

|û(ω, t)|2 − |û(ω, 0)|2 + δω2

∫ t

0

|û(ω, ξ)|2 dξ ⩽ 0.

4.4.2. 如果方程改为 ut = Auxx +Bux +Cu, 其中 B 是 Hermitian 矩阵, C 是反 Hermitian 矩阵,
那么对于相同的常数 δ,K, 如上不等式是否依然成立？

证明. 对 |û(w, t)|2 关于时间求导, 得到

∂t|û(w, t)|2 = ⟨û, ût⟩+ ⟨ût, û⟩ = ⟨û, (−w2A+ iwB + C)û⟩+ ⟨(−w2A+ iwB + C)û, û⟩

= ⟨û,−w2(A+A∗)û⟩+ iw⟨û, (B −B∗)û⟩+ ⟨û, (C + C∗)û⟩

由条件得 B = B∗, C = −C∗, 下与上一题同.

4.5.1. 考虑一阶方程 ut = Aux. 是否可能 Petrovskii 条件对于某个 α > 0 成立但对于 0 不成立？

证明. 代入谱波解可以得到 P̂ (iω) = iωA. 假设存在 α > 0, 对所有的 ω,λ 是 P̂ (iω) 的特征值, 有

Reλ ≤ α

Reλ = Reλ(P̂ (iω)) = Reλ(iωA) = −ω Imλ(A) ≤ α

由于 ω 的任意性知 Imλ(A) = 0, 因此 α = 0 也成立.
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4.5.2. 为系统

ut =

[
1 10

0 2

]
ux

导出满足方程 (4.5.14) 和 (4.5.15) 的矩阵 Ĥ(ω).

证明. 代入谱波解可以得到

P̂ (iω) = iω

[
1 10

0 2

]
, P̂ ∗(iω) = −iω

[
1 0

10 2

]
我们假设

Ĥ(ω) =

[
a c

c̄ b

]
这样可以得到：

Ĥ(ω)P̂ (iω) + P̂ ∗(iω)Ĥ =

[
0 10a+ c

−10a− c̄ 10(c̄− c)

]
我们取 a = 1, c = −10, α = 0 即可满足 (4.5.15). 取 b = 200, K = 201 有

Ĥ(ω)−K−1I =

[
200
201

−10

−10 199
200

]
> 0, KI − Ĥ(ω) =

[
200 10

10 1

]
> 0

这样就满足 (4.5.14), 最终得到的 Ĥ(ω) 为

Ĥ(ω) =

[
1 −10

−10 200

]

HW 3.1.2 证明以下用于逼近方程

vt + avx = νvxx

解的差分格式是无条件稳定的.

1. un+1
k + R

2
δ0u

n+1
k − rδ2un+1

k = unk

2. un+1
k + R

4
δ0u

n+1
k − r

2
δ2un+1

k = unk − R
4
δ0u

n
k + r

2
δ2unk

证明. 代入谱波解可以得到 vnj = 1√
2π
v̂n(w)eiwxj , 得到[

1 + iR sin(wh) + 4r sin2

(
wh

2

)]
v̂n+1(w) = v̂n(w)

因此

Q̂ =
1

1 + iR sin(wh) + 4r sin2
(
wh
2

)
|Q̂|2 = 1(

1 + 4r sin2
(
wh
2

))2
+ (R sin(wh))2

≤ 1

无条件稳定.

补充作业： 试证：若对于任意 ω, 存在常数 α, 使得 P̂ (iω) + P̂ ∗(iω) ≤ 2αI；则该偏微分方程组的初

值问题 (1) 是 Well-Posed.
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9.8 第八次书面作业

例 5.8.3 分析差分格式 (5.8.21)–(5.8.22) 的一致性和稳定性。
解答: 将 u

n+1/2
jk 从方程 (5.8.21) 代入方程 (5.8.22)，可以很容易看出差分格式 (5.8.21)–(5.8.22)

在 ∆t 上是二阶准确的。一个更为复杂的计算（请记住，不需要考虑 ∆t3 和 ∆t4 阶的项）表明，该

格式在 O(∆x2) +O(∆y2) 上也是准确的。参见作业 HW5.8.5。（我们应该记住，这些计算应由计算
机完成，而不是我们。）

为了分析差分格式 (5.8.21)–(5.8.22) 的稳定性，我们对两个方程取离散傅里叶变换，注意到

ûn+1 =
(
1− iRy sin η − 2R2

y sin2 η

2

)
ûn+1/2 (5.8.23)

=
(
1− iRy sin η − 2R2

y sin2 η

2

)(
1− iRx sin ξ − 2R2

x sin2 ξ

2

)
ûn, (5.8.24)

并使用一维 Lax-Wendroff 格式的分析来得出，当且仅当 max{|Rx|, |Ry|} ≤ 1 时，|ρ(ξ, η)|2 小于或
等于 1。因此，差分格式 (5.8.21)–(5.8.22) 在 O(∆t2) + O(∆x2) + O(∆y2) 阶上是准确的且条件稳

定的，因此差分格式 (5.8.21)–(5.8.22) 是条件收敛的，准确阶为 O(∆t2) +O(∆x2) +O(∆y2)。

补充作业 1: 分析偏微分方程 ut + ux − ν2uxx + µ3uxxx = 0 的耗散性、色散性.

解. 取谐波 u(x, t) = ei(ωx+kt), 代入 PDE 得到

ik + iω − ν2(iω)2 + µ3(iω)3 = 0 =⇒ k = −ω + µ3ω
3 + iν2ω2 =: α(ω) + iβ(ω)

耗散性看 β(ω), 色散性看 α(ω)/ω, 所以我们得出结论

• 当 ν2 大于零、等于零、小于零时, PDE 分别是具有耗散性的、没有耗散性的、逆耗散的.

• 当 µ3 等于零、不等于零时, PDE 分别是无色散的、有色散的.

补充作业 2: 用两种方法分析偏微分方程 ut = uxx 的 FTCS 格式的耗散性和色散性.

解法一. 由上一题可知 PDE 具有耗散性, 但是没有色散性. 接下来分析 FTCS 格式的性质

vn+1
j = (1− 2

∆t

∆x2
)vnj +

∆t

∆x2
(vnj+1 + vnj−1), λ = 1− 4

∆t

∆x2
sin2 ω∆x

2
, λe = e−ω2∆t.

因为放大因子 λ 没有虚部, 所以 FTCS 格式无色散. 当 ∆t/∆x2 ⩽ 1
2
时, FTCS 格式是耗散的. 下面

我们比较偏微分方程的放大因子 λe 与 FTCS 格式的放大因子 λ 之间的关系, 泰勒展开得到

λ = 1− ω2∆t+
ω4∆x2∆t

12
+O(ω6∆x4∆t), λe = 1− ω2∆t+

ω4∆t2

2
+O(ω6∆t3).

当 ∆t/∆x2 < 1
6
时, 数值逆耗散. 当 1

6
⩽ ∆t/∆x2 ⩽ 1

2
时, 数值正耗散. 方法无数值色散.
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解法二. 使用 MPDE 方法. 假设 u(x, t) 是与差分格式等价的 PDE 的精确解, 则有

0 =
un+1
j − unj

∆t
−
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2
= ut+

∆t

2
utt+

∆t3

6
uttt+· · ·−uxx−

∆x2

12
uxxxx−

∆x4

360
uxxxxxx+· · ·

整理得

ut − uxx +
∆t

2
utt −

∆x2

12
uxxxx +

∆t3

6
uttt −

∆x4

360
uxxxxxx + · · · = 0 (∗)

对 (∗) 式关于 t 求导得到

utt − uxxt +
∆t

2
uttt −

∆x2

12
uxxxxt + · · · = 0

对 (∗) 式关于 x 求导两次得到

uxxt − uxxxx +
∆t

2
uxxtt −

∆x2

12
uxxxxxx + · · · = 0

用这两个式子消去 utt, uxxt 得到

ut−uxx+(
∆t

2
−∆x2

12
)uxxxx−

∆t2

12
uttt−

∆t2

4
uxxtt+

∆x2∆t

24
uxxxxt+(

∆x2∆t

24
−∆x4

360
)uxxxxxx+ · · · = 0

将方程的时间 t 的导数转化为空间 x 的导数的过程中, 不会出现关于 x 的奇数阶项, 因此色散
关系中 k 的实部为零, 所以 FTCS 格式无色散. 由于原 PDE 也是无色散的, 因此无数值色散. 对于
耗散性, 我们考虑最多与 ∆t 或 ∆x2 同量级的量, 也就是上式的前三项, 代入谐波解得到

k = i(ω2 + ω4(
∆t

2
− ∆x2

12
))

当 0 < r ≤ 1
2
时，FTCS 格式是耗散的。数值耗散需要与 PDE 比较，由 ω4 的系数决定，当

0 < r < 1
6
时，数值逆耗散。当 1

6
≤ r ≤ 1

2
时，数值正耗散。
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9.9 第九次书面作业

5.8.7 求二维常系数对流方程

ut + aux + buy = 0

的以下差分格式在点 (j∆x, k∆y, (n+ 1)∆t) 的数值依赖域并确定 CFL 条件.

(1) vn+1
jk = a2v

n
j,k−1 + a3v

n
jk + a4v

n
j+1,k

数值依赖域为 [j∆x, (j + n+ 1)∆x]× [(k − n− 1)∆y, k∆y]

CFL 条件为 −1 ⩽ a∆t
∆x

⩽ 0, 0 ⩽ b∆t
∆y

⩽ 1.

(2) vn+1
jk = a1v

n
j−1,k + a3v

n
jk + a4v

n
j+1,k + a5v

n
j,k+1

数值依赖域为 [(j − n− 1)∆x, (j + n+ 1)∆x]× [k∆y, (k + n+ 1)∆y]

CFL 条件为 −1 ⩽ a∆t
∆x

⩽ 1,−1 ⩽ b∆t
∆y

⩽ 0.

(3) vn+1
jk = a1v

n
j−1,k + a3v

n
jk + a5v

n
j,k+1

数值依赖域为 [(j − n− 1)∆x, j∆x]× [k∆y, (k + n+ 1)∆y]

CFL 条件为 0 ⩽ a∆t
∆x

⩽ 1,−1 ⩽ b∆t
∆y

⩽ 0.

(4) vn+1
jk = a6v

n
j+1,k+1 + a7v

n
j+1,k−1 + a8v

n
j−1,k−1 + a9v

n
j−1,k+1

数值依赖域为 [(j − n− 1)∆x, (j + n+ 1)∆x]× [(k − n− 1)∆y, (k + n+ 1)∆y]

CFL 条件为 −1 ⩽ a∆t
∆x

⩽ 1,−1 ⩽ b∆t
∆y

⩽ 1.

4.4.11 证明 Peaceman-Rachford 格式的三维形式

(
1− rx

3
δ2x

)
u
n+ 1

3

jk =
(
1 +

ry
3
δ2y +

rz
3
δ2z

)
unjk

(
1− ry

3
δ2y

)
u
n+ 2

3

jk =
(
1 +

rx
3
δ2x +

rz
3
δ2z

)
u
n+ 1

3

jk

(
1− rz

3
δ2z

)
un+1
jk =

(
1 +

rx
3
δ2x +

ry
3
δ2y

)
u
n+ 2

3

jk

是条件稳定的, 并证明该格式的阶为 O(∆t+∆x2 +∆y2 +∆z2).
解答: 取 vni,j,ℓ = ei(ωxi∆x+ωyj∆y+ωzℓ∆z) 代入计算每一步的放大因子，使用记号 ξx = ωx∆x, ξy =

ωy∆y, ξz = ωz∆z

Q1 =
1− 3

4
ry sin2

(
ξy
2

)
− 3

4
rz sin2

(
ξz
2

)
1 + 3

4
ry sin2

(
ξy
2

)
+ 3

4
rz sin2

(
ξz
2

)
Q2 =

1− 3
4
rx sin2

(
ξx
2

)
− 3

4
rz sin2

(
ξz
2

)
1 + 3

4
rx sin2

(
ξx
2

)
+ 3

4
rz sin2

(
ξz
2

)
Q3 =

1− 3
4
rx sin2

(
ξx
2

)
− 3

4
ry sin2

(
ξy
2

)
1 + 3

4
rx sin2

(
ξx
2

)
+ 3

4
ry sin2

(
ξy
2

) .
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那么

Q̂ =
1− 3

4
ry sin2

(
ξy
2

)
− 3

4
rz sin2

(
ξz
2

)
1 + 3

4
ry sin2

(
ξy
2

)
+ 3

4
rz sin2

(
ξz
2

) .
若满足 0 < rx + ry + rz ≤ 3

2
，则有

|Q1| ≤ 1, |Q2| ≤ 1, |Q3| ≤ 1 =⇒ |Q̂| ≤ 1.

但是无法得到无条件的稳定性。将格式整理为如下形式:(
1− rx

3
δ2x −

ry
3
δ2y −

rz
3
δ2z

)
vn+1
i,j,ℓ + Fvn+1

i,j,ℓ =

(
1 +

2rx
3
δ2x +

2ry
3
δ2y +

2rz
3
δ2z

)
vni,j,ℓ +Gvni,j,ℓ

这里的 F 和 G 是两个离散算子，定义为

F =
(
1− rx

3
δ2x

)(
1− ry

3
δ2y

)(
1− rz

3
δ2z

)
−
(
1− rx

3
δ2x −

ry
3
δ2y −

rz
3
δ2z

)
G =

(
1 +

ry
3
δ2y +

rz
3
δ2z

)(
1 +

rx
3
δ2x +

rz
3
δ2z

)(
1 +

rx
3
δ2x +

ry
3
δ2y

)
−
(
1 +

2rx
3
δ2x +

2ry
3
δ2y +

2rz
3
δ2z

)
.

局部截断误差满足

∆tTn
i,j,ℓ =

(
1− rx

3
δ2x −

ry
3
δ2y −

rz
3
δ2z

)
vn+1
i,j,ℓ −

(
1 +

2rx
3
δ2x +

2ry
3
δ2y +

2rz
3
δ2z

)
vni,j,ℓ

+
(
Fvn+1

i,j,ℓ −Gvni,j,ℓ
)
.

计算可得

Tn
i,j,ℓ =

1

∆t

(
Fvn+1

i,j,ℓ −Gvni,j,ℓ
)
+O(∆t+∆x2 +∆y2 +∆z2).

只需要保证 1
∆t

(
Fvn+1

i,j,ℓ −Gvni,j,ℓ
)
不影响阶数即可，例如

∆trxδ
2
xv

n+1
i,j,ℓ = ∆t(unxx +O(∆x2) +O(∆y2)).

因此最终的局部截断误差为

Tn
i,j,ℓ = O(∆t+∆x2 +∆y2 +∆z2).

题目: 对于二维常系数散方程 ut = auxx + buyy，证明 Crank-Nicolson 格式的截断误差，分析
其稳定性。

解答: Crank-Nicolson 格式具体为

vn+1
j,k − vnj,k

∆t
=

a

2∆x2
δ2x(v

n
j,k + vn+1

j,k ) +
b

2∆y2
δ2y(v

n
j,k + vn+1

j,k ).

计算 (xj , yk, t
n+1/2) 处的局部截断误差

T
n+1/2
j,k =

vn+1
j,k − vnj,k

∆t
− a

2∆x2
δ2x(v

n
j,k + vn+1

j,k ) +
b

2∆y2
δ2y(v

n
j,k + vn+1

j,k ).

对于时间离散部分:

vn+1
j,k − vnj,k

∆t
= ut +

(
−∆t2

24
uttt +O(∆t4)

)n+1/2

j,k

.
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对于空间离散部分，注意到

1

2∆x2
δ2x(v

n
j,k + vn+1

j,k ) =

(
uxx +

∆x2

8
uxxtt +

∆x2

12
uxxxx +O(∆x4)

)n+1/2

j,k

.

因此在两个时间层取平均得到

1

2∆x2
δ2x(v

n
j,k + vn+1

j,k ) =
(
uxx +O(∆x2)

)n+1/2

j,k
.

同理可得
1

2∆y2
δ2y(v

n
j,k + vn+1

j,k ) =
(
uyy +O(∆y2)

)n+1/2

j,k
.

因此

T
n+1/2
j,k = (ut − auxx − buyy)

n+1/2

j,k +O(∆t2) +O(∆x2) +O(∆y2).

稳定性: 首先将 CN 格式整理为如下形式(
1− a∆t

2∆x2
δ2x −

b∆t

2∆y2
δ2y

)
vn+1
j,k =

(
1 +

a∆t

2∆x2
δ2x +

b∆t

2∆y2
δ2y

)
vnj,k.

取 vnj,k = ei(ωxx+ωyy) 进行代入，注意到

δ2xv =
(
eiωxx − 2 + e−iωxx

)
v = −4 sin2

(
ωx∆x

2

)
v.

代入可得(
1 +

a∆t

∆x2
sin2

(
ωx∆x

2

)
+
b∆t

∆y2
sin2

(
ωy∆y

2

))
vn+1 =

(
1− a∆t

∆x2
sin2

(
ωx∆x

2

)
− b∆t

∆y2
sin2

(
ωy∆y

2

))
vn.

因此放大因子为

Q̂ =
1− a∆t

∆x2 sin2
(
ωx∆x

2

)
− b∆t

∆y2 sin2
(

ωy∆y

2

)
1 + a∆t

∆x2 sin2
(
ωx∆x

2

)
+ b∆t

∆y2 sin2
(

ωy∆y

2

) .
需要证明 |Q̂| ≤ 1 始终成立。由于 a, b > 0，显然有 Q > 0；此外

Q̂ ≤ 1.

因此 Q̂ ≤ 1，得证无条件稳定性。

题目: 构造 ut + ux + uy = 0 的 ADI 格式，并推导截断误差，分析其稳定性。
解答: ADI 格式如下：

(
1 + ∆t

2∆x
δx
)
v
n+1/2
j,k =

(
1− ∆t

2∆y
δy

)
vnj,k(

1 + ∆t
2∆y

δy

)
vn+1
j,k =

(
1− ∆t

2∆x
δx
)
v
n+1/2
j,k .

或者写作 (
1 +

∆t

2∆x
δx

)(
1 +

∆t

2∆y
δy

)
vn+1
j,k =

(
1− ∆t

2∆x
δx

)(
1− ∆t

2∆y
δy

)
vnj,k.

这里的 δx和 δy代表某种空间离散，可以使用中心差分（central），也可以使用迎风差分（upwind）。
对于 ADI 格式的稳定性分析，考虑取 vnj,k = ei(uxj∆x+uyk∆y)，代入得到

δxv =
(
eiux∆x − 1

)
eiuxj∆x, δyv =

(
eiuy∆y − 1

)
eiuyk∆y.
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因此放大因子为

Q̂ =

(
1− ∆t

2∆x
(1− e−iux∆x)

) (
1− ∆t

2∆y
(1− e−iuy∆y)

)
(
1 + ∆t

2∆x
(1− eiux∆x)

) (
1 + ∆t

2∆y
(1− eiuy∆y)

) .

对于中心差分的情况，展开可得

Q̂ =
1− ∆t

2∆x
2i sin(ux∆x/2)− ∆t

2∆y
2i sin(uy∆y/2)

1 + ∆t
2∆x

2i sin(ux∆x/2) + ∆t
2∆y

2i sin(uy∆y/2)
.

对于迎风差分 ADI 格式（ux, uy > 0），可以写为

Q̂ =

(
1− ∆t

2∆x
sin2

(
ux∆x

2

)) (
1− ∆t

2∆y
sin2

(
uy∆y

2

))
(
1 + ∆t

2∆x
sin2

(
ux∆x

2

)) (
1 + ∆t

2∆y
sin2

(
uy∆y

2

)) .
因此 |Q̂| ≤ 1。

截断误差分析: 对于截断误差的计算比较繁琐，考虑与 ADI 格式类似的 CN 格式(
1 +

∆t

2∆x
δx +

∆t

2∆y
δy

)
vn+1
j,k =

(
1− ∆t

2∆x
δx −

∆t

2∆y
δy

)
vnj,k.

对于 CN 格式的局部截断误差（记作 T
n+1/2
j,k ）满足

∆tT
n+1/2
j,k =

(
1 +

∆t

2∆x
δx +

∆t

2∆y
δy

)
vn+1
j,k −

(
1− ∆t

2∆x
δx −

∆t

2∆y
δy

)
vnj,k.

相同地，ADI 格式的局部截断误差（记作 Tn+1
j,k ）满足

∆tTn+1
j,k =

(
1 +

∆t

2∆x
δx

)(
1 +

∆t

2∆y
δy

)
vn+1
j,k −

(
1− ∆t

2∆x
δx

)(
1− ∆t

2∆y
δy

)
vnj,k.

经过计算可得 ADI 格式的局部截断误差为

Tn+1
j,k = O(∆t2) +O(∆x2) +O(∆y2).
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9.10 第十次书面作业

题目: Determine the order of accuracy of the following difference equations to the given initial-
boundary-value problems. (a) Implicit scheme (BTCS) for an initial-boundary-value problem with
a Neumann boundary condition and lower order terms.

vn+1
k +

a∆t

2∆x
δ0v

n+1
k − ν∆t

∆x2
δ2vn+1

k = vnk , k = 0, . . . ,M − 1

v0k = f(k∆x), k = 1, . . . ,M

vn+1
M = 0

vn+1
1 − vn+1

0

2∆x
= α((n+ 1)∆t)

ut + aux = νuxx, x ∈ (0, 1), t > 0

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1]

u(1, t) = 0, t ≥ 0

ux(0, t) = α(t), t ≥ 0

解答: 对于 j = 1, . . . ,M − 1

Tn+1
j =

vn+1
j − vnj

∆t
+

a

2∆x
(vn+1

j+1 − vn+1
j−1 )−

ν

∆x2
(vn+1

j+1 − 2vn+1
j + vn+1

j−1 ) = O(∆t+∆x2).

j =M 时，边界处理得到的是精确的。由 x = 0 处边界处理可以得到

vn+1
1 = vn1 − 2∆xα((n+ 1)∆t).

因此在 j = 0 处，数值格式为:

vn+1
1 − vn+1

0

∆x
+ aα((n+ 1)∆t) =

ν

∆x2
(2vn+1

1 − 2vn+1
0 − 2∆xα((n+ 1)∆t)).

根据边界条件 ux(0, t) = α(t)，计算截断误差:

Tn+1
0 =

vn+1
1 − vn+1

0

∆x
+ aα((n+ 1)∆t)− ν

∆x2
(2vn+1

1 − 2vn+1
0 − 2∆xα((n+ 1)∆t))

= (ut + aux − νuxx)
n+1

+O(∆t2 +∆x2).

因此，该格式的整体误差为 O(∆t+∆x)。

题目: Consider the initial-boundary-value problem

ut + aux = 0, x ∈ (0, 1), t > 0 (2.4.20)

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1] (2.4.21)

u(1, t) = 0, t ≥ 0 (2.4.22)

where a < 0, along with the difference scheme (∆x = 1/M)

vn+1
k = (1 +R)vnk −Rvnk+1, k = 0, . . . ,M − 1 (2.4.23)



CHAPTER 9. 作业 85

vn+1
M = 0 (2.4.24)

v0k = f(k∆x), k = 0, . . . ,M (2.4.25)

where R = a∆t/∆x. Show that if |R| ≤ 1, difference scheme (2.4.23)-(2.4.25) is stable.
解答: 由于 a < 0, |R| < 1 可知 −1 < R < 0，在 k =M 处是精确值。对于 k = 0, 1, . . . ,M − 1

|un+1
k | = |(1 +R)unk −Runk+1|

≤ (1 +R)|unk |+ (−R)|unk+1|

≤ ∥un∥∞.

因此 ∥un+1∥∞ ≤ ∥un∥∞，格式关于 ∥ · ∥∞ 是稳定的。
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9.11 第十一次书面作业

题目: Apply the forward Euler method to Eq. (11.2.6) and prove that it is stable for k
h2 ≤ 1

2
:

dvj
dt

= D+D−vj (11.2.6a)

vj(0) = fj , j = 1, 2, . . . , N − 1 (11.2.6b)

D+v0 +
1

2
r0(v1 + v0) = 0, D−vN +

1

2
r1(vN + vN−1) = 0, (11.2.6c)

解答: 由于
vn+1
j = vnj + kD+D−v

n
j , j = 1, . . . , N − 1

因此有

∥vn+1∥21,N−1 = ∥vn∥21,N−1 + 2k(vn, D+D−v
n)1,N−1 + k2∥D+D−v

n∥21,N−1

= ∥vn∥21,N−1 − 2k∥D−v
n∥21,N + 2k(vn0D−v

n
1 − vnND−v

n
N ) + k2∥D+D−v

n∥21,N−1.

在下面的推导中假设全部为实数，并省略上标 n。当 h 足够小时，存在常数 C > 0 使得

|v0| ≤ C|v1|, |vN | ≤ C|vN−1|

由引理 11.2.1 可得，对于 ϵ > 0，存在 C(ϵ) > 0 使得

v0v1 ≤ C|v1|2 ≤ ϵ∥D−v∥22,N + C(ϵ)∥v∥21,N ,

vN−1vN ≤ C|vN−1|2 ≤ ϵ∥D−v∥22,N + C(ϵ)∥v∥21,N .

并且易得 ∥v∥21,N ≤ C∥v∥21,N−1。化简边界项

vND−vN − v0D−v1 = −r1
2
vN (vN−1 + vN ) +

r0
2
v0(v0 + v1) ≤ ϵ∥D−v∥22,N + C(ϵ)∥v∥21,N−1.

化简高阶项

∥D+D−v∥21,N−1 ≤ 4h−2∥D−v∥21,N .

整理可得

∥vn+1∥21,N−1 ≤ ∥vn∥21,N−1 − 2k∥D−v
n∥21,N + 2k(vnND−v

n
N − vn0D−v

n
1 ) + k2∥D+D−v

n∥21,N−1.

≤ (1 + 2kC(ϵ))∥vn∥21,N−1 +

(
−2k + 2kϵ+

4k2

h2

)
∥D−v

n∥21,N .

因此稳定性要求 −2k + 4k2

h2 ≤ 0，得知 k ≤ 1
2
h2。

题目: 考虑初边值问题

ut = auxx + buyy, x ∈ Ω = (0, 1)× (0, 1), t > 0

u(x, y, 0) = u0(x, y), x ∈ Ω̄ = [0, 1]× [0, 1]

u(x, y, t) = g(x, y, t), x ∈ ∂Ω

使用均匀的网格剖分:
∆x =

1

M
, xi = i∆x, i = 0, 1, . . . ,M
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∆y =
1

N
, yj = j∆y, j = 0, 1, . . . , N

内部离散如下，请写出完整的离散格式，要求对时间层的边界处理达到 O(∆t2) 的精度:(
I − 1

2
bµyδ

2
y

)
v
n+1/2
i,j =

(
I +

1

2
aµxδ

2
x

)
vni,j(

I − 1

2
aµxδ

2
x

)
vn+1
i,j =

(
I +

1

2
bµyδ

2
y

)
v
n+1/2
i,j

解答: 将两式相减可得

2v
n+1/2
i,j =

(
I +

1

2
aµxδ

2
x

)
vni,j +

(
I − 1

2
aµxδ

2
x

)
vn+1
i,j − 1

2
aµxδ

2
x(v

n+1
i,j − vni,j).

因此对于 y = 0 和 y = 1 两个水平边界，可以采用

v
n+1/2
i,j =

1

2

[
g(xi, yj , t

n) + g(xi, yj , t
n+1)

]
− 1

4
aµxδ

2
x[g(xi, yj , t

n+1)− g(xi, yj , t
n)].

这里 i = 0, . . . ,M 或 j = N。由于这个边界处理是完全由内部格式导出的，因此精度和内部一

样是二阶的。无需考虑中间层在 x = 0 和 x = 1 这两个竖直边界上的取值，因为不需要。完整格式

如下:

(
I − 1

2
bµyδ

2
y

)
v
n+1/2
i,j =

(
I + 1

2
aµxδ

2
x

)
vni,j , (i = 1, . . . ,M − 1, j = 1, . . . , N − 1, n = 0, 1, . . . )(

I − 1
2
aµxδ

2
x

)
vn+1
i,j =

(
I + 1

2
bµyδ

2
y

)
v
n+1/2
i,j , (i = 1, . . . ,M − 1, j = 1, . . . , N − 1, n = 0, 1, . . . )

v0i,j = u0(xi, yj), (i = 0, . . . ,M, j = 0, . . . , N)

vn+1
0,j = gn0,j , v

n+1
M,j = gnM,j , (j = 0, . . . , N, n = 0, 1, . . . )

vn+1
i,0 = gni,0, v

n+1
i,N = gni,N , (i = 0, . . . ,M, n = 0, 1, . . . )

v
n+1/2
i,j = 1

2

[
gni,j + gn+1

i,j

]
− 1

4
aµxδ

2
x(g

n+1
i,j − gni,j), (i = 0, . . . ,M, j = 0, N, n = 0, . . . )

其中记 gni,j = g(xi, yj , t
n)。
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9.12 第十二次书面作业

题目: 考虑 Burgers 方程，假设给定光滑初值 u0(x)，其在某些点的导数 u′0(x) < 0，试证明: 在
Tb 时刻特征线首次产生相交

Tb =
−1

minx u′0(x)

此时，方程的解产生无穷斜率，波产生间断 (wave ”breaks”)。
解答: 首先证明在 Tb 时刻特征线首次相交: 从 (ξ, 0) 发出的特征线记作 ℓξ : x = ξ + u0(ξ)t，定

义集合 Ω

Ω = {(ξ, η) | (ξ − η)(u0(ξ)− u0(η)) < 0}

由于存在某些点的导数 u′0(ξ) < 0，可以保证集合 Ω 非空。在集合 Ω 上定义二元函数 T (ξ, η) 为特

征线 ℓξ 和 ℓη 的相交时刻

x = ξ + u0(ξ)T (ξ, η) = η + u0(η)T (ξ, η)

⇒ T (ξ, η) =
−u0(ξ)−u0(η)

ξ−η

u0(ξ)−u0(η)
ξ−η

> 0, ∀(ξ, η) ∈ Ω

可得

Tb = inf
(ξ,η)∈Ω

T (ξ, η) =
−1

minx u′0(x)

然后证明在 Tb 时刻会出现无穷斜率: 设 (x, t) 位于从 (ξ, 0) 发出的特征线 ℓξ 上，那么x = ξ + u0(ξ)t

u(x, t) = u0(ξ)

其中 ξ = ξ(x, t) 由 (x, t) 隐式确定。对上述关于 ξ 求导得到

1 =
∂ξ

∂x
+ u′0(ξ)

∂ξ

∂x
t

∂u(x, t)

∂x
= u′0(ξ)

∂ξ

∂x

消去 ∂ξ
∂x
得到解 u(x, t) 在 t 时刻在 x 处的斜率

∂u(x, t)

∂x
=

u′0(ξ)

1 + u′0(ξ)t

假设 u′0(ξ) = minx u
′
0(x)，那么在 t → T−

b 时，在 x 处的斜率便会趋于无穷，解产生间断且间断出

现的位置与特征线首次相交的位置一致∣∣∣∣∂u(x, t)∂x

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ u′0(ξ)

1 + u′0(ξ)t

∣∣∣∣→ ∞, as t→ T−
b .
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9.13 第十三次书面作业

题目: (Lax-Friedrichs 格式) 针对非线性方程 ut + f(u)x = 0，利用“流通分裂技术”构造数值

算法:
ut + f+(u)x + f−(u)x = 0, f±(u) =

1

2
(f(u)± αu)

其中，α = maxu |f ′(u)|. 对 f±(u) 分别使用迎风格式

vn+1
j = vnj − ∆t

∆x

(
f+(vnj )− f+(vnj−1)

)
− ∆t

∆x

(
f−(vnj+1)− f−(vnj )

)
试判断格式是否为守恒型格式。

证明. 令
f̂n
j+1/2 = f̂(vnj , v

n
j+1) = f+(vnj ) + f−(vnj+1),

则原数值格式可以表示成:
vn+1
j = vnj − ∆t

∆x

(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
只需证明连续性和相容性:

• 连续性: 由于 f(u) 可导，则 f(u) 关于 u 连续，f± 连续，f̂ 关于两个变量都有局部 Lipschitz
连续性。

• 相容性: f̂(v, v) = f+(v) + f−(v) = f(v).

因此格式是守恒型格式。

题目: 分析 Lax-Friedrichs 格式的单调性质和 TVD 性质。
解答: 验证单调性质:

vn+1
j = H(vnj−1, v

n
j , v

n
j+1)

∂H

∂vnj−1

=
∆t

2∆x
(f ′(vnj−1) + α) ≥ 0

∂H

∂vnj
= 1− α

∆t

∆x
≥ 0

∂H

∂vnj+1

=
∆t

2∆x
(α− f ′(vnj+1)) ≥ 0

因此格式是单调格式, 从而是 TVD 格式.
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