
 
连续介质力学讲义 
固体力学部分 

 

 
2012-1-1 第一版 
中国科学技术大学 
主讲教师：黄建华 
 
  



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

2 连续介质力学讲义（固体力学部分） 

  



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  3 

 

 
 
 

献给 

固物的师弟师妹 
0920801 全体师兄师姐敬上 

  



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

4 连续介质力学讲义（固体力学部分） 

目录 
代序：献给固物的师弟师妹 .......................................................................................................... 7 
第一章 绪论 .................................................................................................................................... 8 

§1.1 连续介质力学的研究对象 ............................................................................................. 8 
<I> 力学 ........................................................................................................................... 8 
<II> 连续介质力学 .......................................................................................................... 8 
<III> 连续介质力学的研究对象 ..................................................................................... 9 

§1.2 弹性力学的理论基础和基本假定 ............................................................................... 10 
<I> 理论基础 ................................................................................................................. 10 
<II> 基本假定 ................................................................................................................ 10 

§1.3 数学准备 ....................................................................................................................... 11 
<I> 张量理论中的常用符号和公约 ............................................................................. 11 
<II> 张量的定义 ............................................................................................................ 14 
<III> 张量的数学定义 ................................................................................................... 18 
<IV> 张量的代数运算 ................................................................................................... 21 

第二章 应力分析 .......................................................................................................................... 26 
§2.1 外力与内力，体力与面力 ........................................................................................... 26 
§2.2 欧拉——柯西应力原理 ................................................................................................ 27 
§2.3 一点的应力状态——应力张量 .................................................................................... 28 
§2.4 动量方程和角动量方程 ............................................................................................... 31 

<I> 动量方程 ................................................................................................................. 31 
<II> 角动量方程 ............................................................................................................ 32 
<III> 应力矢量互换定律 ............................................................................................... 33 

§2.5 主应力、主应力方向、应力张量不变量 ................................................................... 34 
<I> 问题的提法和结论 ................................................................................................. 34 
<II> 主应力的性质、应力张量不变量 ........................................................................ 36 

§2.6 最大剪应力 ................................................................................................................... 37 
§2.7 应力圆（莫尔 Mohr 圆） ............................................................................................ 40 

<I> 平面应力状态及两维应力圆 ................................................................................. 40 
<II> 三维应力圆 ............................................................................................................ 47 

§2.8 应力张量的分解 ........................................................................................................... 50 
§2.9 八面体上的正应力与剪应力 ....................................................................................... 51 
§附录 ...................................................................................................................................... 52 

<I> （2-7-8）（2-7-9a）式推导过程............................................................................. 52 
<II> 三维莫尔应力圆演示程序源代码 ........................................................................ 53 

第三章 应变分析 .......................................................................................................................... 54 
§3.1 位移场 ........................................................................................................................... 54 
§3.2 应变张量和旋转张量 ................................................................................................... 54 

<I> 弹性体上任意两个临近点在变形时相对位置的变化 .......................................... 55 
<II> 应变分量𝜺𝜺𝒊𝒊𝒊𝒊的几何意义 ........................................................................................ 56 
<III> 应变张量的性质 ................................................................................................... 60 
<IV> 旋转张量的性质 ................................................................................................... 62 
<V> 平面应变的应变花理论 ........................................................................................ 65 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  5 

<VI> 应变圆与最大剪应力 ........................................................................................... 66 
<VII> 应变球张量和偏张量 .......................................................................................... 67 

§3.3 应变协调方程 ............................................................................................................... 68 
<I> 问题的提出（从数学角度出发） ......................................................................... 68 
<II> 应变协调方程的导出 ............................................................................................ 68 

§3.4 有限变形——非线性问题 ........................................................................................... 69 
第四章 应力应变关系 .................................................................................................................. 72 

§4.1 本构方程（Constitutive Equation）的研究 ................................................................. 72 
<I> 问题的提出 ............................................................................................................. 72 
<II> 寻求本构关系的方法 ............................................................................................ 72 

§4.2 虎克定律及其推广 ....................................................................................................... 72 
§4.3 形变热力学 ................................................................................................................... 74 
§4.4 线性弹性体的应变能 ................................................................................................... 78 
§4.5 各向同性体的广义虎克定律 ....................................................................................... 80 

<I> 正交各向异性体的弹性系数只有九个独立 .......................................................... 81 
<II> 从一点上沿两个相互垂直的方向，弹性性质不变 ............................................. 82 
<III> 各向同性体只有两个独立的弹性系数................................................................ 84 

§4.6 弹性常数的测定及相互关系 ....................................................................................... 86 
<I> 单轴拉伸（压缩）实验 ......................................................................................... 86 
<II> 纯剪实验 ................................................................................................................ 88 
<III> 各向均匀压缩实验 ............................................................................................... 88 
<IV> 广义虎克定律的实验验证 ................................................................................... 89 

§4.7 体积和形状改变定律 ................................................................................................... 90 
第五章 弹性力学问题的建立及一般原理 .................................................................................. 93 

§5.1 弹性力学问题的完整提法 ........................................................................................... 93 
<I> 问题的提法 ............................................................................................................. 93 
<II> 关于方程组的几点说明 ........................................................................................ 94 

§5.2 弹性力学问题的求解途径 ........................................................................................... 95 
<I> 以位移为未知函数的运动方程——拉梅方程 ...................................................... 96 
<II> 以应力张量为未知函数的运动方程——拜尔托拉密·密迄尔方程（亦称应力协调方程）

 ........................................................................................................................................ 96 
<III> 以体胀系数𝜽𝜽和应力张量第一不变量𝑰𝑰𝟏𝟏为未知函数的运动方程——调和函数98 
<IV> 弹性静力学中的双调和函数 ............................................................................... 99 

§5.3 弹性力学问题的边界条件 ......................................................................................... 100 
<I> 三种常见的边值类型 ........................................................................................... 100 
<II> 三种常见的边值问题 .......................................................................................... 101 
<III> 边界条件的变换 ................................................................................................. 102 

§5.4 边界条件的简化——Saint-Venant （圣维南）原理（局部影响原理） ............... 102 
<I> 问题的提出 ........................................................................................................... 102 
<II> 圣维南的发现（1855 年） ................................................................................. 102 

§5.5 弹性力学问题的初始条件 ......................................................................................... 104 
§5.6 弹性力学的一般原理 ................................................................................................. 104 

<I> 应变能定理（克拉贝隆定理） ........................................................................... 104 
<II> 迭加原理 .............................................................................................................. 106 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

6 连续介质力学讲义（固体力学部分） 

<III> 唯一性定理 ......................................................................................................... 107 
<IV> 功的互等定理（Betti 互易定理） ..................................................................... 108 
<V> 最小势能定理 ...................................................................................................... 111 
<VI> 最小余能定理、虚功原理 ................................................................................. 115 

第六章 弹性力学问题的求解 .................................................................................................... 116 
§6.1 解题方法简介 ............................................................................................................. 116 

<I> 正解法（求地球在它本身的万有引力作用下，内部的应力分布） ................ 116 
<II> 逆解法 .................................................................................................................. 119 
<III> 半逆解法 ............................................................................................................. 121 
<IV> 数值方法 ............................................................................................................. 123 

§6.2 以应力为未知函数时，无体力静力平衡方程的形式解——Maxwell 及 Morera 应力函数 124 
<I> 问题的提出 ........................................................................................................... 124 
<II> Maxwell 应力函数 ................................................................................................. 124 
<III> Morera 应力函数 ................................................................................................. 124 

§6.3 以位移为未知函数时，无体力静力平衡问题的形式解 .......................................... 125 
<I> 位移场的势函数（Stokes 分解和 Helmholtz 分解）.......................................... 125 
<II> 位移为未知函数时，无体力静力平衡问题的形式解（波西涅斯克·伽辽金通解） 126 
<III> 纳维-巴伯考维齐通解 ........................................................................................ 128 
<IV> 有体力、静力平衡问题的通解（纳维-巴伯考维齐通解+开尔文特解） ...... 129 

§6.4 平面问题 ..................................................................................................................... 131 
<I> 平面应变问题 ....................................................................................................... 131 
<II> 平面应力问题 ...................................................................................................... 135 
<III> 平面应变与应力问题的比较 ............................................................................. 137 
<IV> 体力为常数时的平面问题 ................................................................................. 138 
<V> 无体力平面问题 .................................................................................................. 140 
<VI> 平面应力问题的近似性 ..................................................................................... 146 
<VII> 直角坐标系下的平面问题（多项式形式的 Airy 函数） ................................ 151 
<VIII> 直角坐标系下的平面问题（傅里叶级数形式的 Airy 函数） ....................... 158 
<IX> 极坐标下的平面问题的基本公式 ..................................................................... 160 
<X> 应力与极角无关的平面问题（轴对称的平面问题） ....................................... 163 
<XI> 极坐标系下的平面问题的通解 ......................................................................... 170 

 
 
  



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  7 

代序：献给固物的师弟师妹 
 

这份来之不易的连续介质力学讲义，由 09 级固物全体 31 位师兄师姐一同整理而成。09 级以前，每届
的固物同学在学习这门课时，均是由黄老师板书，同学们抄写。师生一同费神费力，老师没法讲授很多知
识，同学的笔记更是多有疏漏，很是不便。我们自己辛苦还自罢了，但怎么能让以后一届又一届的师弟师
妹们也这样呢？为了让黄老师今后不再受累，也为了以后的师弟师妹们着想，从 2011 年 9 月 6 号，那个周
二下午开始，我们每节课后都向黄建华老师借来他上课用的讲义，每人分担一点，一字一字，一个公式一
个公式，手打出来。历时四个月，依靠我们这 31 双手，硬是打出了这份十万字的讲义。希凭此回报恩师教
导之恩，更希望借此略尽学长学姐之责，为师弟师妹做一些贡献。 

当你们接过这件凝结着师兄师姐心血、汗水、爱心、热心的艺术品时，当你们阅读着这份干净整洁、
内容翔实的讲义时，请不要忘记那些曾经默默奉献过的人的名字。陈余宽、辛卫峰、吕尧学长，他们主动
承担了大量的文字、公式的手打录入工作，并且在 12 月份里作为编辑，在繁忙的期末考试期间，依旧坚持
进行了大量的最繁重的讲义汇总与整理工作。他们是出力最多的人，也是最最辛苦的人；陆洲、沈智超、

张亚运、裘鸿瑞、张介文、罗彬、李启华、胡晓临、高超、罗恒、毛伟、詹启伟、张旭阳、王俊超、何新

骥、赵露杨学长，他们在整个学期里，奉献出了自己宝贵的时间与精力，热情承担了绝大多数的公式与部
分文字录入工作。他们中，有很多人在学期中参加 GRE 考试。但即便是在紧张准备 GRE 考试期间，依然
承担了超过 9 成的公式录入工作量；葛楠、郭彬、付深尧、龙雨学长，十万字里超过 6 成的文字录入工作
由他们完成；还有尹健行、陈箫翰、林创欣学长以及陈易平、胡昳、秦蕾学姐与少年班的杨洋、贾哲学长，
他们也参与期间，完成了很多很多的工作。 

我在此怀着一颗谦卑的心，再次向我们这些可爱的学长学姐们致敬。没有你们的辛苦，就没有这份讲
义；没有你们的热心，就没有师弟师妹们的便利。我一直觉得，09 级的地空是最有人情味的一个班级，它
最欢乐，也最活泼，也最热情，也最聪明。这份连续介质力学讲义，抑或说是一件我们共同创作的艺术珍
品，字里行间流露出的是 09 地空热情、团结与共享的精神。一字一句、一个符号、一个公式，都显得那么
可爱，那么有生命力。她是我们共同缔造的无价之宝，她是师兄师姐献给你们最珍贵的礼物。 

我欣赏着她，就像欣赏一件自己亲手参与缔造的艺术珍品一样。我们谨将她，将这件我们全体 31 位师
兄师姐四个月以来同心协力创作出来的艺术珍品，献给你们。我们谨希望能以此为师弟师妹们的学习进步
略尽绵薄之力。希望地空的团结与共享精神，能随着这份讲义，代代流传，永不止息。 

这便是我们最大的希冀。 
 

0920801 全体师兄师姐 敬上 
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第一章 绪论 

§1.1 连续介质力学的研究对象 
在说明什么是连续介质力学之前，首先回顾一下什么是力学。 

<I> 力学 

关于力学，我们以前已多次接触过。力学就是研究自然界物质运动，以及引起该运动的力的学科（例：

𝐹⃑𝐹 = 𝑚𝑚𝑎⃑𝑎，即力𝐹⃑𝐹，物质 m和运动𝑎⃑𝑎）。 

自然界的物质及其运动是多样的、复杂的。 

首先，物质存在的形态有：固、气、液、等离子和液晶态。其中固、气、液、等离子四种物态统称聚

集态。 

其次，物质的运动形式也是多样和复杂的。暂且不说高级的生命活动，就是机械运动，虽然只是物体

间在空间的相对位置随时间的变化，但是它的变化形式也有多种。如有平动、转动、流动、波动和形变（包

括物体的形状和体积两种变化）等运动形式。 

人们在观察和研究错综复杂的物质运动时，根据研究对象及其运动的特性划分为许多的学科。其中力

学就是研究最简单最普遍的机械运动规律性的科学。例如：当研究对象可看做一个抽象的几何点时，用牛

顿质点力学取得了极大的成功。当研究对象不可用几何点描述，但可视为在运动过程中绝对不发生形变时，

我们用刚体力学。这些大家都已非常熟悉。当研究物体受力后的流动特性、弹性特性、塑性特性、粘弹性

特性等力学特性时，又发展了流体力学、弹性力学、塑性力学等，统称为可变形连续介质力学（简称连续

介质力学）。 

当我们对自然界存在的多种多样物体的多种多样的运动有了全面的认识后，就可根据所研究的问题的

要求选用适当的力学来解决。例如：研究地球绕太阳运行的轨道问题，就可采用牛顿质点力学。而研究固

体受力形变及其运动规律，就必须采用连续介质力学的分支力学——弹性力学来处理。 

<II> 连续介质力学 

连续的概念来自数学，我们知道，实数系是一个连续集。即在任意两个不同的实数之间，有另一个不

同的实数。因此在任何两个不同的的实数之间就有无穷多个实数。我们习惯地把时间用一个实数系 t 来表

示，把三维空间用三个实数系 x、y、z来表示。这样，我们把时间和空间看成一个四维的连续集。 

 

将连续集的概念推广到自然界物质。假设有一定的物质充满了一定的空间V0（见上图），我们来考虑该

物质的密度。看看在什么条件下该物质的密度这个物理量在空间V0是连续分布的。考察V0中一点 P，以及收

敛于 P的子空间序列𝑉𝑉0、𝑉𝑉1、𝑉𝑉2 ······ 
 

𝑉𝑉𝑛𝑛 ⊂ 𝑉𝑉𝑛𝑛−1，𝑃𝑃 ∈ 𝑉𝑉𝑛𝑛    𝑛𝑛 = 1,2 ······ 
 

V0 V1 V2… 
P 
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令𝑉𝑉𝑛𝑛中所含有的物质的质量是𝑀𝑀𝑛𝑛。对比值
𝑀𝑀𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑛𝑛
，当𝑛𝑛 → ∞,𝑉𝑉𝑛𝑛 → 0时，

𝑀𝑀𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑛𝑛
的极限存在的话，则定义此极限

为 P点处质量分布的密度，用𝜌𝜌(𝑃𝑃) 表示： 

 

𝜌𝜌(𝑃𝑃) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞
𝑉𝑉𝑛𝑛→0

𝑀𝑀𝑛𝑛

𝑉𝑉𝑛𝑛
 

 

条件：若在𝑉𝑉0内任意点都能这样定义密度（即𝑉𝑉0内各点都有质量），就可以说这种物质的质量在𝑉𝑉0内是

连续分布的。我们可用类似的方法定义其他物理量。 

定义：如果一种物质的质量、动量、能量密度等物理量在数学意义上存在，亦即可用实数系来描述物

质分布，则这种物质构成的物体就是一个连续介质体。 

连续介质力学就是研究连续介质体的机械运动规律的学科。 

连续介质力学已经广泛地用于很多物理问题。但由于它是一种数学的抽象，所以它的适用性问题需要

仔细考虑。 

现代物理和化学都已经证实，任何物质在微观上都是由离散的基本粒子构成的，也就是说，客观存在

的一切物质在构造上是不连续的，我们把微观上这种不连续的物质构造称为物质原型。 

 

注*：若𝑉𝑉𝑛𝑛取的与一个分子体积大小相当，则会出现：若𝑉𝑉𝑛𝑛内含有一个分子，则𝜌𝜌值就很大；若𝑉𝑉𝑛𝑛内不含任何粒子，则𝜌𝜌 = 0。亦

即，𝜌𝜌是随 P 点位置改变而剧烈跳跃的函数，不是数学上的连续集。 

 

为了将这种粒子观点和连续介质观点统一起来，我们假定：令𝑉𝑉𝑛𝑛变得愈来愈小，但总是保持如此大，使

得在其中含有很多数目的粒子。在此假定下，若比值
𝑀𝑀𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑛𝑛
的极限存在，则定义该极限为物质的密度。也就是

说，对应于真实的物体，我们假定是由无穷多个含有很多数目粒子的分子团（质元）（这些质元的尺度远比

所研究的物体的尺度小，而远大于物体的微观尺度，即所谓：宏观小，微观大）连续布满构成的。这样我

们定义了一个连续介质的数学模型。 

 

按钱学森提出：若所讨论问题的运动尺度为𝑙𝑙，分子间距离为𝑑𝑑，当
𝑙𝑙
𝑑𝑑

> 100时可以使用连续介质模型。

例如对于水，只要永远不考虑小于10−6𝑐𝑐𝑐𝑐尺度的运动，就完全可以安全地把水当作一种连续介质来处理。 

 

使用连续介质模型，使我们可以避免去考虑物体的微观结构，并充分运用建立在连续函数基础上的数

学分析工具。但必须注意其使用条件。例如当我们考虑极高频率的波动时，如果波长与物质原子间距同量

级，则连续体模型显然就不再适用，而必须计及微观结构的影响了。 

<III> 连续介质力学的研究对象 

    连续介质力学的研究对象顾名思义就是研究连续介质力学性质和受力后的运动规律。人类对地球内部

结构的认识，主要依赖地震波。通过观测由地震产生的弹性波在地球内部各界面上的折射和反射而发现：

H H 

O 

水分子尺度 10-8cm 
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地球的主要组成部分是（以大陆结构为例）最外层约几十公里厚（对大陆结构平均为 35公里）的固态地壳、

一个固态的地幔（约 2850 公里厚）、一个液态的外核（约 2269 公里厚）和一个固态的内核（半径 1217 公

里）。（注：大陆和海洋结构在各层上厚度有差别）。 

所以地球介质的主体是固体。实验证明：固体岩石在一定的受力条件下会产生弹性变形和传播波动。

另一方面，大量的观测及实验表明，地幔物质在长期力的作用下可视为一种高粘度的粘性流体。本课程中，

将地球介质视为连续介质，主要研究地球介质的弹性特性和流变特性等力学特性以及它们的宏观运动规律。 

我们的课程分弹性力学部分与流体力学部分，首先介绍弹性力学理论。 

 

§1.2 弹性力学的理论基础和基本假定 
本课程以阐述弹性力学和流体力学的基础理论为主。弹性力学和流体力学是连续介质力学的两个分支

学科，它们之间既有相同之处又有区别。它们的理论基础和基本假设多是相同的（例如：两者都假定为连

续体介质）。应力与应变分析也是原则上相同的。这些相同点将在以后的讨论中看到。但是，流体力学侧重

于流动的分析，基本上不讨论形变和波动，而弹性力学则侧重于形变和波动的分析。 

<I> 理论基础 

连续介质力学实际上就是牛顿质点力学与具体的介质物性相结合的产物（这一点我们将在后面的讨论

中清楚的看到）。所以它的理论基础就是我们已经认识的有关自然界的一些普适的自然法则。即： 

ⅰ、质量守恒 

ⅱ、动量和动量矩守恒 

ⅲ、能量守恒 

ⅳ、熵原理（热力学第一、第二定律）等 

本课程将从这些自然法则为依据和出发点，把牛顿质点力学推广到连续介质体上。 

<II> 基本假定 

     我们知道：科学研究的最大特点就是运用科学抽象。在实际中，为了正确反映客观事物或现象的本质，

更有成效地解决实际问题，我们常采用抽象的理论模型来研究。例如在质点力学和刚体力学中我们采用质

点、质点组、刚体等抽象的理论模型。所有这些理论模型都是在一定假设前提下真实物质的一种近似。 

下面我们把在以后的弹性理论推演中用到的各种假定系统地罗列出来。 

 

①连续性假定（实质性假定） 

假定物质质元是：a>宏观小、微观大的大量分子体系；b>质元的诸物理量是该大量分子体系的物理量

的统计平均值；c>物体是这种物质元无空隙地集合在一起组成的。在此假设下，所有物理量都是物体所占

空间和时间的连续函数，物体受力形变后，其上的点与变形前物体上的点一一对应。这就是介质的连续性

假设。 

有了连续性假设我们就能够利用以连续函数为基础的一系列数学分析方法，例如微分、积分、偏微分

和偏微分方程等有力工具，从而便于更深刻地揭示连续介质的运动规律。 

 

②弹性假设（实质性假定） 

弹性力学假设：所研究的物体是弹性的。即所研究物体的应力和应变之间是单值函数关系，且当除去

使物体产生变形的外力或其它因素后，物体完全恢复原状。特别地，本课程只讨论线性弹性体（即所谓虎

克体），不讨论非线性弹性体。线性弹性指的是物体在变形过程中服从虎克定律。 

 

③小形变假设（实际上就是线性弹性假设）（实质性假定） 
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假定弹性体上任意两邻近点因变形时产生的位移差远小于两点间的距离。 

后面我们将看到：小形变假设使物体变形的几何描述（在一级近似下）大大简化，小形变假设与弹性

假设结合就得到应力~应变关系的一级近似公式——广义虎克定律，从而使应力~应变关系化为简单的线性

关系。 

在连续性、弹性两个假设下得到的一般形式的弹性理论太复杂，首先，方程就是非线性的。引入小形

变假设后，方程虽然线性化了，但仍然相当复杂，不便实用。好在实际工程技术上所用的材料或科研问题

中所研究的介质有许多是可以看作是各向同性、均匀的介质。所以，我们可以进一步作如下假设： 

 

④各向同性假定 

假定物体上每一点都满足：这个点沿各个不同方向上，其弹性性质都是一样的。也就是从各个不同方

向看，应力和应变的关系是一样的。（详见§4.5 各向同性体的广义虎克定律。注意：各向同性是一个点上

的性质，同一物体不同点上弹性性质可以不同） 

 

⑤均匀性假定 

假定物体上各点描述应力与应变关系的弹性系数都是相等的。 

 

⑥无预应力假设 

假定物体没有受力作用前处于自然状态，即其上处处的应力和应变初始为零。 

 

后面可看到:由<④><⑤>两假设保证了弹性系数为两个常数。<⑥>只是为了简化公式，对线弹性理论并

无实质性影响。因此，线弹性理论可以用来处理有预应力的问题。 

 

§1.3 数学准备 
在讨论连续介质受力或其它因素产生应力、应变等问题之前，为了方便不太熟悉张量理论的同学，我

们先来对本课程中将要广泛采用的数学工具——张量及有关符号做简要介绍。 
在质点力学和刚体力学中，我们采用标量和矢量来描述其中的物理量就够了。但在本课程中，仅用标

量和矢量还不够，还要用到张量。用张量表述弹性和流体力学的基本方程，不仅使方程的书写高度简练，

而且物理意义也非常鲜明。 
我们只限于讨论建立在三维笛卡尔直角坐标系中的“笛卡尔张量”。因为它对于本课程够用了。 
我们在下面的讨论中，记三个互相垂直方向的坐标基单位矢量为𝑒𝑒1���⃑，𝑒𝑒2���⃑，𝑒𝑒3���⃑。 
在给出张量的严格数学定义之前，先介绍张量理论中常用的符号和公约。 

<I> 张量理论中的常用符号和公约 

①自由标、哑标和求和公约 
以牛顿第二定律为例来阐述。 
矢量方程：𝐹⃑𝐹 = 𝑚𝑚𝑎⃑𝑎，对应的标量方程组为𝐹𝐹𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑖𝑖   (𝑖𝑖 = 1,2,3) 
自由标：规定在方程的每一项中只出现一次，并从 1到 3取值的指标称为自由标。 
 
注*：一个方程中的自由标个数不作限定。例如公式 

 

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙

+
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

=
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙

+
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘
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由上式可见：每项含有四个自由标𝑖𝑖，𝑗𝑗，𝑘𝑘，𝑙𝑙。因此该公式表示34 = 81个方程。可见：利用自由标可以大大简化方程的

书写。 

 
牛顿第二定律𝐹𝐹𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑖𝑖  中每项只有 1个自由标，因此表示31 = 3个方程。 
 
哑标与求和约定：若方程中任何一项中，只要有一个指标重复出现一次，那么就称这个指标为哑标。

如：𝐹⃑𝐹 = 𝑚𝑚𝑎⃑𝑎 = ∑ 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑3
𝑖𝑖=1 ，方程中的指标“𝑖𝑖”就是哑标。并且，我们可以把求和号∑  省去，将其简写成

𝐹⃑𝐹 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑，心知肚明是对哑标“𝑖𝑖”从 1到 3连续求和。这就是求和约定。 

 

注*：(1)哑标可以用其它指标替换而不改变原式的含意。例：𝐹⃗𝐹 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖���⃗ = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑘𝑘𝑒𝑒𝑘𝑘����⃗ = ⋯ 

(2)替换的新哑标不能与该项中已有的指标相同。换句话说：一项中不允许一个指标重复出现两次以上。例：𝑎𝑎𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖 在求

和约定范围内是没有意义的。所以对形为∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖的式子，必须保留求和号∑  ！ 

(3)每一项中对哑标的数目不作限制，例如:𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖3
𝑗𝑗=1

3
𝑖𝑖=1 = ∑ �∑ 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖3

𝑗𝑗=1 �3
𝑖𝑖=1 表示一个 9 项之和。 

(4)自由标和哑标的区别： 

公式：
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑙𝑙

+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑙𝑙

= 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑙𝑙

+ 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑘𝑘

是 81 个方程的简写。而：
𝜕𝜕2𝑊𝑊

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑘𝑘𝑘𝑘
𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 = 81是 81 项之和，结果仅为一项。 

 

②Kronecker（𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖）符号 

定义： 

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �0   𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗  
1   𝑖𝑖 = 𝑗𝑗

� 

 

即： 

� δ11 = δ22 = δ33 = 1
δ12 = δ21 = δ13 = δ31 = δ23 = δ32 = 0

� 

 

在三维空间，𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖由32 = 9个元素构成，用矩阵表示即为： 

 

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝛿𝛿11 𝛿𝛿12 𝛿𝛿13
𝛿𝛿21 𝛿𝛿22 𝛿𝛿23
𝛿𝛿31 𝛿𝛿32 𝛿𝛿33

� = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� 

 

显然𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖是一个单位矩阵。 

特别：𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿11 + 𝛿𝛿22+𝛿𝛿33 = 3（求和约定结果） 

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖的主要用途之一是简化书写。 

例：线弹性理论的本构方程： 

 

𝜎𝜎11 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀11     𝜎𝜎12 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀12     𝜎𝜎13 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀13 

𝜎𝜎22 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀22     𝜎𝜎21 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀21     𝜎𝜎23 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀23 

𝜎𝜎33 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀33     𝜎𝜎31 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀31     𝜎𝜎32 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀32 

 

用𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖可简写为： 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  
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𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖的一个重要运算法则：方程中某项若有𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖符号，则当𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖的一个指标与该项任一其它一个符号的某个

指标重复时，可把它𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖略去，同时把该符号的与𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖重复的那一个指标换成𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖中另一个不重复的指标。 

例：𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑗𝑗 = 𝐴𝐴𝑖𝑖 
证：𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑗𝑗 = 𝛿𝛿𝑖𝑖1𝐴𝐴1 + 𝛿𝛿𝑖𝑖2𝐴𝐴2 + 𝛿𝛿𝑖𝑖3𝐴𝐴3 = 𝐴𝐴𝑖𝑖 
特别地有：𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖       ;       𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝑚𝑚𝑚𝑚 𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  
对正交坐标基单位矢𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3有：𝑒𝑒𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  
 

③循环符号𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖（𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖常用来表示叉乘运算） 

定义： 

𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
0   当𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖中有两个以上指标相同

1    当𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖按 123 的顺序循环

−1   当𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖按 321 的顺序循环

� 

即： 

�
𝜖𝜖123 = 𝜖𝜖231 = 𝜖𝜖312 = 1
𝜖𝜖321 = 𝜖𝜖213 = 𝜖𝜖132 = −1

𝜖𝜖111 = 𝜖𝜖112 = 𝜖𝜖113 =·····= 0
� 

 

或：𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜖𝜖𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜖𝜖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝜖𝜖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝜖𝜖𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = −𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  
按𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖的特性，对于正交坐标基单位矢𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3的叉乘，显然有： 

 

𝑒𝑒𝑖𝑖 × 𝑒𝑒𝑗𝑗 = 𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑘𝑘 
 

另外可以证明：𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖与𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖之间有如下关系（留作熟悉求和公约和上述符号的练习） 

 

𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘 
 

记忆：前对前、后对后；减去两边夹中间。 

 

𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖常用来表示叉乘。 

例：𝐴𝐴 × 𝐵𝐵�⃑ = 𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑗𝑗𝐵𝐵𝑘𝑘𝑒𝑒𝑖𝑖 
证：令𝐴𝐴 × 𝐵𝐵�⃑ = 𝐶𝐶 则有： 

 

𝐶𝐶1 = 𝐴𝐴2𝐵𝐵3 − 𝐴𝐴3𝐵𝐵2  ;  𝐶𝐶2 = 𝐴𝐴3𝐵𝐵1 − 𝐴𝐴1𝐵𝐵3  ;  𝐶𝐶3 = 𝐴𝐴1𝐵𝐵2 − 𝐴𝐴2𝐵𝐵1 

再令： 

𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑗𝑗𝐵𝐵𝑘𝑘𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝐷𝐷��⃑ = 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖 

1 

2 3 

i 

j k 

1 

-1 
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则： 

𝐷𝐷1 = 𝜖𝜖1𝑗𝑗𝑗𝑗 𝐴𝐴𝑗𝑗𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝜖𝜖123𝐴𝐴2𝐵𝐵3 + 𝜖𝜖132𝐴𝐴3𝐵𝐵2 = 𝐴𝐴2𝐵𝐵3 − 𝐴𝐴3𝐵𝐵2 

 

同上作法可得：𝐷𝐷2 = 𝐴𝐴3𝐵𝐵1 − 𝐴𝐴1𝐵𝐵3;𝐷𝐷3 = 𝐴𝐴1𝐵𝐵2 − 𝐴𝐴2𝐵𝐵1 

可见：𝐷𝐷𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖   ⟹    𝐷𝐷��⃑ = 𝐶𝐶      原式得证。 

例：𝐴𝐴 × �𝐵𝐵�⃑ × 𝐶𝐶� = 𝜖𝜖𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝑠𝑠𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐵𝐵𝑗𝑗 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑒𝑒𝑟𝑟 = 𝜖𝜖𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜖𝜖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑠𝑠𝐵𝐵𝑗𝑗𝐶𝐶𝑘𝑘𝑒𝑒𝑟𝑟 
= �𝛿𝛿𝑟𝑟𝑟𝑟 𝛿𝛿𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝛿𝛿𝑟𝑟𝑟𝑟𝛿𝛿𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝐴𝐴𝑠𝑠𝐵𝐵𝑗𝑗𝐶𝐶𝑘𝑘𝑒𝑒𝑟𝑟 

= 𝐴𝐴𝑘𝑘𝐵𝐵𝑟𝑟𝐶𝐶𝑘𝑘𝑒𝑒𝑟𝑟 − 𝐴𝐴𝑗𝑗𝐵𝐵𝑗𝑗𝐶𝐶𝑟𝑟𝑒𝑒𝑟𝑟 
= �𝐴𝐴 ∙ 𝐶𝐶�𝐵𝐵�⃑ − �𝐴𝐴 ∙ 𝐵𝐵�⃑ �𝐶𝐶 

此结果是我们熟知的。 

<II> 张量的定义 

①张量的物理特性 

我们在实际中，经常碰到过的两种类型的物理量是：标量和矢量。在连续介质力学中我们将广泛采用

一类更复杂的物理量——张量。在这节中，我们来讨论张量的物理特性，并给出张量的物理定义和数学定

义。 

在讨论张量的物理特性之前，我们先来复习一下标量和矢量的概念。 

标量是一种最简单的量。它的特点是只有大小，没有方向性。例如数学上的数，物理上的质量、温度、

电量等都是标量。 

矢量比标量要更复杂一些：①矢量具有方向性。沿不同的方向，它可以取不同的值（标量）。比如物体

运动的速度就是一个矢量。从不同方向观察物体运动，看到它的运动速度是不同的。②矢量沿不同方向所

取的不同的值（标量），并不是乱七八糟没有联系的一堆数，它们之间有十分确定、十分紧密的联系。即：

只要知道一个矢量沿三个相互垂直的方向上的值(均是标量)，就能完全确定它沿任意方向的值。具体来说：

设𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3是空间中任意一个直角坐标系，𝑎𝑎1、𝑎𝑎2、𝑎𝑎3是矢量𝑎⃑𝑎沿𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3轴方向（可是正方向，亦可是负方

向）的值，则𝑎⃑𝑎沿任意𝑒𝑒𝑟𝑟方向的值，都可按下式计算: 

 

𝑎𝑎𝑟𝑟 = 𝑎𝑎1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑎𝑎2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑎𝑎3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
注：𝛼𝛼 ,𝛽𝛽 , 𝛾𝛾 分别是𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑与𝑒𝑒1���⃑ , 𝑒𝑒2���⃑ , 𝑒𝑒3���⃑轴的夹角。 

····（1-3-1） 

 

证：这是因 

 

𝑎⃑𝑎 = 𝑎𝑎1𝑒𝑒1���⃑ + 𝑎𝑎2𝑒𝑒2���⃑ + 𝑎𝑎3𝑒𝑒3���⃑      ;     𝑎𝑎𝑟𝑟 = 𝑎⃑𝑎 ∙ 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑ = 𝑎𝑎1𝑒𝑒1���⃑ ∙ 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑ + 𝑎𝑎2𝑒𝑒2���⃑ ∙ 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑ + 𝑎𝑎3𝑒𝑒3���⃑ ∙ 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑  
 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 
𝑒𝑒𝑟𝑟  

𝑎⃑𝑎 

𝑎𝑎1 
𝑎𝑎2 

𝑎𝑎3 
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而： 

𝑒𝑒1���⃑ ∙ 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 , 𝑒𝑒2���⃑ ∙ 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 , 𝑒𝑒3���⃑ ∙ 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  
 

如果一个量具备上述两个特性，它就是一个矢量。在数学上通常用矢量沿三个相互垂直方向上的值构

成一组数来表示矢量，记为： 

 

𝑎⃑𝑎 = (𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3) 
 

这三个数中的每一个数，称为矢量𝑎⃑𝑎的一个分量或坐标。按（1-3-1）式求得的值𝑎𝑎𝑟𝑟，叫做矢量𝑎⃑𝑎在方向

𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑ = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)上的投影。我们知道：数学中的有向线段，物理中的速度、力、加速度、电磁场强

度等都具备矢量的两个特性，所以它们都是矢量。 

在本课程中，我们将涉及的应力和应变等一类物理量，他们也具有方向性。不过，与矢量不同的是，

这类物理量在各个方向上取的值，不是标量，而是一个矢量。从物理角度来看，这类物理量也具有两个特

点：①在不同的方向上，它可以取不同的矢量作为它的值。②它沿不同方向所取的不同矢量之间，也有十

分紧密的联系。即：只要知道它沿三个相互垂直的方向上的值（此值是矢量），就能完全确定它沿任意方向

的值（也是矢量）。具体来说：设𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3是空间中任意一个直角坐标系，𝑎⃑𝑎1、𝑎⃑𝑎2、𝑎⃑𝑎3是这类物理量沿𝑒𝑒1���⃑ , 𝑒𝑒2���⃑ , 𝑒𝑒3���⃑
轴方向的值，则它沿任意方向𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑ = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)的值，可按下式计算： 

 

𝑎𝑎𝑟𝑟����⃑ = 𝑎𝑎1����⃑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑎𝑎2����⃑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑎𝑎3����⃑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
····（1-3-2） 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐是𝑒𝑒𝑟𝑟���⃑相对𝑒𝑒1���⃑ , 𝑒𝑒2���⃑ , 𝑒𝑒3���⃑的方向余弦。 

 

我们把具备以上两个特点的这类物理量称为二阶张量。 

二阶张量怎样表示呢？与矢量类似，自然想到，二阶张量可以用它沿三个相互垂直方向上的值（即三

个矢量𝑎𝑎1����⃑ ,𝑎𝑎2����⃑ ,𝑎𝑎3����⃑）来表示。每一个矢量由三个数构成: 

 

𝑎𝑎1����⃑ = (𝑎𝑎11,𝑎𝑎12,𝑎𝑎13)    𝑎𝑎2����⃑ = (𝑎𝑎21,𝑎𝑎22, 𝑎𝑎23)    𝑎𝑎3����⃑ = (𝑎𝑎31,𝑎𝑎32,𝑎𝑎33) 
 

所以：一个二阶张量由 9个数构成。我们通常用这 9个元素排成的矩阵来表示二阶张量，记为: 

 

𝑎⃑⃑𝑎 = �
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33

� = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 � 

 

矩阵的每个行向量，都是二阶张量𝑎⃑⃑𝑎沿一个方向所取的值。张量的每一个元素可用𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2,3)来表示，

称为二阶张量的分量。 

以上我们是从物理角度出发来描述标量、矢量和二阶张量的。 

下面我们举几个二阶张量的例子。实际上，二阶张量的概念和物理特性就是从很多这类具体例子中概

括出来的。 

例一：应力张量 

现实物体中，各部分之间常常有作用力存在。例如，地球介质的各部分之间，就有作用力存在，地震

正是由这种作用力引起的。一般来说，物体各部分之间的作用力，在物体内的分布是不均匀的。怎样描述

物体在某点处所受的这种作用力呢？ 
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如图，设 P是物体中一点。𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛�⃑是 P点处一个有向面积元，𝑛𝑛�⃑是𝑑𝑑𝑑𝑑的正法向单位矢量。这一有向平

面将物体分为两部分。𝑛𝑛�⃑指向的一部分称为外部；另一部分称为内部。在面积元𝑑𝑑𝑑𝑑处，内部物体在单位面积

上所受到外部物体的作用力（是一矢量），称为物体在 P点处沿𝑛𝑛�⃑方向所受的应力。（需特别注意的是：𝑑𝑑𝑆𝑆面
上的应力矢量一般不与𝑛𝑛�⃑平行。即应力矢量的方向一般不与𝑛𝑛�⃑同向。）因此，物体在某点沿一定方向所受的应

力，是一个矢量。一般情况下，不断改变𝑑𝑑𝑆𝑆的方向𝑛𝑛�⃑，可得到物体在 P点处沿各种不同方向所受的应力。显

然如果知道物体在某点沿每一个方向的应力（是一矢量），那么物体在该点的受力状况就完全清楚了。因此，

物体在某点的受力状态，可用应力这个概念来描述。 

注意区别：物体在某点所受的力——应力张量，物体在某点沿某一方向所受的力——应力矢量。 

 

应力是怎样的物理量呢？首先，应力有方向性。沿不同方向，物体在一点所受应力矢量的大小和方向

都不同。这正是二阶张量的第一个特点。应力也完全具备二阶张量的第二个特点，即：设𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3是空间中

任意一个直角坐标系，𝜎⃑𝜎1, 𝜎⃑𝜎2, 𝜎⃑𝜎3是物体在 P 点沿𝑒𝑒1���⃑ , 𝑒𝑒2���⃑ , 𝑒𝑒3���⃑轴正方向为面元法方向的面元上的应力矢量，则对

任意一个方向𝑛𝑛�⃑ = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)，物体在 P点沿𝑛𝑛�⃑向面元上的应力矢量𝜎⃑𝜎𝑛𝑛为: 

 

𝜎𝜎𝑛𝑛����⃑ = 𝜎𝜎1���⃑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜎𝜎2����⃑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜎𝜎3����⃑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
····（1-3-3） 

结论：所以物体在某点所受的应力（又称物体在该点的应力状态）是一个二阶张量，表示为： 

𝜎⃑⃑𝜎 = �
𝜎𝜎11 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 𝜎𝜎23
𝜎𝜎31 𝜎𝜎32 𝜎𝜎33

� = �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 � 

关于应力张量𝜎⃑⃑𝜎的第二个特点，我们将在张量的数学定义中证明。 

例二：向量函数的导数 

我们知道：多元标量函数𝑢𝑢(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3)的导数是一个矢量。它具有矢量的二个特点。即:①沿不同方向，

𝑢𝑢(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3)的方向导数具有不同的值（是一个标量）。②对任意方向𝑛𝑛�⃑ = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)，沿𝑛𝑛�⃑向的方向导

数为： 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

····（1-3-4） 

多元标量函数𝑢𝑢(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3)沿𝑛𝑛�⃑向的方向导数称为𝑢𝑢的梯度，记为: 

 

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑢𝑢 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

� 

内 

外 

P 

ds 

𝑛𝑛�⃗  
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对多元向量函数𝑢𝑢(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3)也可以计算它沿任意方向𝑛𝑛�⃑ = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)的方向导数
𝜕𝜕𝑢𝑢��⃑   
𝜕𝜕𝜕𝜕

，其表达式

与（1-3-4）相似，为： 

 

𝜕𝜕𝑢𝑢�⃑
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝑢𝑢�⃑
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢�⃑
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢�⃑
𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

····（1-3-5） 

所以，多元向量函数的导数也具备二阶张量的两个特点，因此也是一个二阶张量，记为： 

 

𝑢𝑢�⃑�⃑ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥3⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

= �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� 

 

其中𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3是向量函数𝑢𝑢�⃑的三个分量：𝑢𝑢�⃑ = (𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3)。 

例三：应变张量 

我们在连续介质力学中将涉及物体运动的第三种形式——变形（包括物体的形状改变和体积改变）。我

们将用应变张量来描述物体运动过程中的形体改变。设物体运动时，物体上各点的位移𝑢𝑢�⃑ = (𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3)在空

间构成一个位移矢量场。由例二知：𝑢𝑢�⃑的方向导数是一个二阶张量： 

 

𝑢𝑢�⃗�⃗ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥3⎠

⎟
⎟
⎟
⎞
 

 

由线性代数理论知：任意一个 n 阶矩阵可唯一地分解成一个对称与一个反对称矩阵（两者也均是 n 阶

的）之和： 

 

𝑢𝑢�⃗�⃗ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
)

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
)

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥2

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥3 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

+

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0
1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
)

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)

−
1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
) 0

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)

−
1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
) −

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
) 0

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞
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其中等式右边第一项的对称矩阵，就是描述物体运动过程中形体变化的应变张量，记为𝜀𝜀。 

<III> 张量的数学定义 

①矢量的坐标变换（坐标变换有两种基本类型：平移、旋转） 

我们知道空间一点 P 在不同的坐标基下有不同的坐标。在弹性力学中，我们常常关心物体中一点 P 的

受力情况，而该点受力情况的完全确定，等价于过该点沿任意方向的应力矢量都被确定。而要知道过 P 点

沿任意方向的应力矢量，实际是研究当坐标基绕 P点旋转变换时，应力矢量的坐标按什么规律变化。 

 
设空间有两个笛氏坐标系𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3和𝑜𝑜𝑥𝑥1

′ 𝑥𝑥2
′ 𝑥𝑥3

′，其中𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′ 𝑥𝑥3
′是𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3绕 O点旋转任一角度而来。坐标基

矢分别为𝑒𝑒1���⃗   , 𝑒𝑒2���⃗   , 𝑒𝑒3���⃗和𝑒𝑒1���⃗
′   , 𝑒𝑒2���⃗

′   , 𝑒𝑒3���⃗
′
。我们将𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗

′
用𝑒𝑒𝑗𝑗��⃗来表示，称为坐标基变换，如将𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗

′
视为 𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3系中的一

个矢量（单位矢量）则由矢量加法的三角形法则，有如下坐标基矢变换公式： 

 

𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗
′ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐� 𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗

′ 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃗ � 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃗ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃗              (𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2,3) 
····（1-3-6） 

这里记𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐� 𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗
′ 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃗ � = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖，称为坐标基变换系数矩阵。 

由线性代数理论知：𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖是一个正交矩阵，即有： 

 

𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 
····（1-3-7） 

由此可得坐标基矢的反变换公式为： 

 

𝑒𝑒𝑘𝑘����⃗ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗
′
 

    ····（1-3-8） 

设在𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3系中有一矢量𝑟𝑟(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) = 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗，其在𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′ 𝑥𝑥3
′系中表示为𝑟𝑟(𝑥𝑥1

′ ,𝑥𝑥2
′ ,𝑥𝑥3

′) = 𝑥𝑥𝑘𝑘 ′𝑒𝑒𝑘𝑘����⃗
′
，则由坐

标基矢变换公式可得矢量𝑟𝑟在𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3和𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′ 𝑥𝑥3
′系中的变换公式： 

 

𝑥𝑥𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 
····（1-3-9） 

反变换为： 

 

𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑥𝑥𝑘𝑘′  
····（1-3-10） 

注*：因 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖���⃗ = 𝑥𝑥𝑘𝑘 ′𝑒𝑒𝑘𝑘����⃗
′ 两边点乘𝑒𝑒𝑗𝑗���⃗
��������  𝑥𝑥𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖���⃗ ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃗ = 𝑥𝑥𝑘𝑘 ′𝑒𝑒𝑘𝑘����⃗

′ ∙ 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃗ = 𝑥𝑥𝑘𝑘 ′𝑒𝑒𝑘𝑘����⃗
′ ∙ 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑙𝑙���⃗

′ = 𝑥𝑥𝑘𝑘 ′𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑘𝑘 ′�����⃗ ∙ 𝑒𝑒𝑙𝑙 ′����⃗ = 𝑥𝑥𝑘𝑘 ′𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘  ，即：𝑥𝑥𝑖𝑖𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑘𝑘′ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘，亦

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥2
′  

𝑥𝑥1
′  

𝑥𝑥3
′  
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即：𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑥𝑥𝑘𝑘′ 。 

     

上式就是矢量𝑟𝑟在新、旧坐标系下的坐标变换公式，也就是矢量的数学定义。其中𝑥𝑥𝑘𝑘是矢量𝑟𝑟在旧系中

的坐标，𝑥𝑥𝑖𝑖′是矢量𝑟𝑟在新系中的坐标。 

上两式完全包含了矢量的两个物理特性。 

 

②二阶张量的坐标变换 

设二阶张量𝜎⃑⃑𝜎在旧、新系中分别为: 

 

𝜎⃗⃗𝜎 = �
𝜎𝜎11 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 𝜎𝜎23
𝜎𝜎31 𝜎𝜎32 𝜎𝜎33

� 

····（1-3-11） 

𝜎⃗⃗𝜎 = �
𝜎𝜎11

′ 𝜎𝜎12
′ 𝜎𝜎13

′

𝜎𝜎21
′ 𝜎𝜎22

′ 𝜎𝜎23
′

𝜎𝜎31
′ 𝜎𝜎32

′ 𝜎𝜎33
′
� 

····（1-3-12） 

其中: 

𝜎𝜎1���⃗ = (𝜎𝜎11,𝜎𝜎12,𝜎𝜎13),𝜎𝜎2����⃗ = (𝜎𝜎21,𝜎𝜎22,𝜎𝜎23),𝜎𝜎3����⃗ = (𝜎𝜎31,𝜎𝜎32,𝜎𝜎33) 
····（1-3-13） 

是𝜎⃗⃗𝜎在旧系中沿三个坐标轴的值。 

而: 

𝜎𝜎1
′�����⃗ = (𝜎𝜎11

′ ,𝜎𝜎12
′ ,𝜎𝜎13

′),𝜎𝜎2
′�����⃗ = (𝜎𝜎21

′ ,𝜎𝜎22
′ ,𝜎𝜎23

′),𝜎𝜎3
′�����⃗ = (𝜎𝜎31

′ ,𝜎𝜎32
′ ,𝜎𝜎33

′) 
····（1-3-14） 

是𝜎⃗⃗𝜎在新系中沿三个坐标轴𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ ,𝑜𝑜𝑥𝑥2

′ ,𝑜𝑜𝑥𝑥3
′方向的值。 

显然，𝜎𝜎𝑖𝑖���⃗  与𝜎𝜎𝑗𝑗 ′����⃗一般是不同的，这是张量的第一个物理特征。 

另外，𝜎𝜎𝑖𝑖���⃗是旧系中的沿𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗轴方向的应力矢量，𝜎𝜎𝑘𝑘 ′�����⃗是新系中的沿𝑒𝑒𝑘𝑘����⃗
′
轴方向的应力矢量。 

并且，𝜎𝜎𝑘𝑘 ′�����⃗在新坐标系中的坐标𝜎𝜎𝑘𝑘1
′ ,𝜎𝜎𝑘𝑘2

′ ,𝜎𝜎𝑘𝑘3
′ 与它在旧坐标系中的坐标𝜎𝜎𝑘𝑘1

′′ ,𝜎𝜎𝑘𝑘2
′′ ,𝜎𝜎𝑘𝑘3

′′ 按矢量的坐标变换公式

有： 
 

𝜎𝜎𝑘𝑘1
′ = 𝛼𝛼11𝜎𝜎𝑘𝑘1

′′ + 𝛼𝛼12𝜎𝜎𝑘𝑘2
′′ + 𝛼𝛼13𝜎𝜎𝑘𝑘3

′′  
𝜎𝜎𝑘𝑘2
′ = 𝛼𝛼21𝜎𝜎𝑘𝑘1

′′ + 𝛼𝛼22𝜎𝜎𝑘𝑘2
′′ + 𝛼𝛼23𝜎𝜎𝑘𝑘3

′′  
𝜎𝜎𝑘𝑘3
′ = 𝛼𝛼31𝜎𝜎𝑘𝑘1

′′ + 𝛼𝛼32𝜎𝜎𝑘𝑘2
′′ + 𝛼𝛼33𝜎𝜎𝑘𝑘3

′′  
(𝑘𝑘 = 1,2,3) 

····（1-3-15） 
简写为： 

𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘′ = 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘′′     𝑘𝑘, 𝑙𝑙 = 1,2,3 
····（1-3-16） 
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另一方面，由坐标基矢变换公式𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗
′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃗可知，坐标基矢变换系数矩阵𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 = �

𝛼𝛼11 𝛼𝛼12 𝛼𝛼13
𝛼𝛼21 𝛼𝛼22 𝛼𝛼23
𝛼𝛼31 𝛼𝛼32 𝛼𝛼33

�的三个

行向量，正是新系的三个坐标基矢𝑒𝑒1���⃗
′ , e2���⃗

′ , e3���⃗
′
在旧系中的分量表达式。按照式： 

𝜎𝜎𝑘𝑘����⃗ = 𝜎𝜎1���⃗ 𝛼𝛼𝑘𝑘1 + 𝜎𝜎2����⃗ 𝛼𝛼𝑘𝑘2 + 𝜎𝜎3����⃗ 𝛼𝛼𝑘𝑘3  
注*：（例 1：应力张量中所述） 

注*：上式即表明，沿任意方向𝑘𝑘�⃗ = (𝛼𝛼𝑘𝑘1,𝛼𝛼𝑘𝑘2,𝛼𝛼𝑘𝑘3)的应力矢量𝜎𝜎𝑘𝑘����⃗可由三个相互垂直方向上的应力矢量𝜎𝜎1���⃗ ,σ2����⃗ ,σ3����⃗来表示。这

是张量的第二个物理特性。 

 

那么张量𝜎⃗⃗𝜎沿这三个坐标基矢𝑒𝑒1���⃗
′   , 𝑒𝑒2���⃗

′   , 𝑒𝑒3���⃗
′
的值𝜎𝜎1���⃗

′ ,𝜎𝜎2����⃗
′ ,𝜎𝜎3����⃗

′
可表示为： 

 
𝜎𝜎𝑘𝑘����⃗

′ = 𝜎𝜎1���⃗ 𝛼𝛼𝑘𝑘1 + 𝜎𝜎2����⃗ 𝛼𝛼𝑘𝑘2 + 𝜎𝜎3����⃗ 𝛼𝛼𝑘𝑘3    (𝑘𝑘 = 1,2,3) 
····（1-3-17） 

因为： 
 
      𝜎𝜎1���⃗ 𝛼𝛼𝑘𝑘1 + 𝜎𝜎2����⃗ 𝛼𝛼𝑘𝑘2 + 𝜎𝜎3����⃗ 𝛼𝛼𝑘𝑘3 = (𝜎𝜎11𝑒𝑒1���⃗ + 𝜎𝜎12𝑒𝑒2���⃗ + 𝜎𝜎13𝑒𝑒3���⃗  )𝛼𝛼𝑘𝑘1 

+(𝜎𝜎21𝑒𝑒1���⃗ + 𝜎𝜎22𝑒𝑒2���⃗ + 𝜎𝜎23𝑒𝑒3���⃗  )𝛼𝛼𝑘𝑘2 
+(𝜎𝜎31𝑒𝑒1���⃗ + 𝜎𝜎32𝑒𝑒2���⃗ + 𝜎𝜎33𝑒𝑒3���⃗  )𝛼𝛼𝑘𝑘3 

 
而𝜎𝜎𝑘𝑘����⃗

′
在旧系中表示为𝜎𝜎𝑘𝑘����⃗

′ = 𝜎𝜎𝑘𝑘1
′′ 𝑒𝑒1 + 𝜎𝜎𝑘𝑘2

′′ 𝑒𝑒2 + 𝜎𝜎𝑘𝑘3
′′ 𝑒𝑒3 

从而可得： 
 

𝜎𝜎𝑘𝑘1
′′ = 𝜎𝜎11𝛼𝛼𝑘𝑘1 + 𝜎𝜎21𝛼𝛼𝑘𝑘2 + 𝜎𝜎31𝛼𝛼𝑘𝑘3 

𝜎𝜎𝑘𝑘2
′′ = 𝜎𝜎12𝛼𝛼𝑘𝑘1 + 𝜎𝜎22𝛼𝛼𝑘𝑘2 + 𝜎𝜎32𝛼𝛼𝑘𝑘3 

𝜎𝜎𝑘𝑘3
′′ = 𝜎𝜎13𝛼𝛼𝑘𝑘3 + 𝜎𝜎23𝛼𝛼𝑘𝑘2 + 𝜎𝜎33𝛼𝛼𝑘𝑘3 

 
简写为： 
 

𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘′′ = 𝜎𝜎1𝑗𝑗 𝛼𝛼𝑘𝑘1 + 𝜎𝜎2𝑗𝑗 𝛼𝛼𝑘𝑘2 + 𝜎𝜎3𝑗𝑗 𝛼𝛼𝑘𝑘3 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘          �𝑘𝑘, 𝑗𝑗 = 1,2,3  , 𝑖𝑖是哑标�    

····（1-3-18） 
将上式代入(1-3-16)式，从而有： 

𝑒𝑒1 

𝑒𝑒2 

𝑒𝑒3 

𝑒𝑒2
′  

𝑒𝑒1
′  

𝑒𝑒3
′  
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𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘′ = 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（1-3-19） 

上式就是二阶张量𝜎⃗⃗𝜎在新、旧坐标系中的坐标变换关系式。它表明，如已知二阶张量𝜎⃗⃗𝜎在旧系中的九个

数𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖，则对任意的正交坐标变换： 
 

𝑥𝑥𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗  

𝜎⃗⃗𝜎在新系𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′ 𝑥𝑥3
′中的各个分量𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘′ 可由此式完全确定。这个公式与我们在第<II>节中所述的二阶张量的

两个物理特性是完全等价的。所以这个公式就是二阶张量的数学表述或数学定义。 
 

③二阶张量的数学定义 
二阶张量定义：设给定一个空间笛卡尔坐标系𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3及与此坐标系相联系的量𝜎𝜎，它有32 = 9个分量

𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙 (𝑙𝑙,𝑚𝑚 = 1,2,3)，当坐标系𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3按𝑥𝑥𝑖𝑖′ = 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗变换成另一笛氏坐标系𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′ 𝑥𝑥3
′  时，𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙按下式变换： 

 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙  

则称𝜎𝜎为一个二阶张量。记为𝜎⃗⃗𝜎。每个𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖称为𝜎⃗⃗𝜎在𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3系中的一个分量或坐标。 

推广开来有： 
n 阶张量定义：设𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3是一笛氏坐标系，𝜎𝜎𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛是与它相应的3𝑛𝑛个数。当𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3按𝑥𝑥𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗旋转

为另一笛氏坐标系𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′ 𝑥𝑥3
′时，𝜎𝜎𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛按下式 

 
𝜎𝜎𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛
′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖1𝑗𝑗1𝛼𝛼𝑖𝑖2𝑗𝑗2 …𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑛𝑛 𝜎𝜎𝑗𝑗1𝑗𝑗2…𝑗𝑗𝑛𝑛  

 
变换成另外3𝑛𝑛个数𝜎𝜎𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛

′ ，就称此3𝑛𝑛个数构成的数组𝜎𝜎𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛为一个 n 阶张量。数组中的每个元素，称为此

n 阶张量在坐标系𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3中的一个分量或坐标。 
 

不难看出，张量的阶数由3𝑛𝑛中的 n 确定，所以：矢量（31 = 3个分量）是一阶张量。标量（30 = 1个分

量）是零阶张量。 
物理上，二阶张量最常见，三、四阶张量也会碰到（例如𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 和弹性系数𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖），再高阶的就不常见了。

所以我们主要研究二阶张量。 

<IV> 张量的代数运算 

注意：张量的代数运算在同一坐标系中进行，因为其分量形式与坐标系有关。 
①张量加法 

同阶相加⟶对应分量相加
得
⇒同阶张量。 

例：𝑇𝑇�⃗�⃗ + 𝑇𝑇�⃗�⃗ ′ = 𝑇𝑇�⃗�⃗ ′′ ⟶ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖′′（注意：这里用“’”和“’’”区别不同张量，而不是表示不同坐标系。） 

 
满足： 

交换律：𝑇𝑇�⃗�⃗ + 𝑇𝑇�⃗�⃗ ′ = 𝑇𝑇�⃗�⃗ ′ + 𝑇𝑇�⃗�⃗  
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结合律：�𝑇𝑇�⃗�⃗ + 𝑇𝑇�⃗�⃗ ′ � + 𝑇𝑇�⃗�⃗ ′′ = 𝑇𝑇�⃗�⃗ + �𝑇𝑇�⃗�⃗ ′ + 𝑇𝑇�⃗�⃗ ′′ � 

 
②张量的外乘（并矢） 
两个一阶张量𝐴𝐴𝑙𝑙 ,𝐵𝐵𝑘𝑘它们的外乘定义为： 
 

𝐴𝐴𝐵𝐵�⃗ = 𝐴𝐴𝑙𝑙𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙  
 
注*：并矢无“∙”亦无“×”。 

 
可以证明𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙是一个二阶张量。 
因为：矢量𝐴𝐴𝑙𝑙 ,𝐵𝐵𝑘𝑘有坐标变换关系： 
 

𝐴𝐴𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑙𝑙    ,𝐵𝐵𝑗𝑗′ = 𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝐵𝐵𝑘𝑘  

 
若记𝐴𝐴𝑖𝑖′ 𝐵𝐵𝑗𝑗′ = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖′  
显然有： 

𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝐴𝐴𝑖𝑖′ 𝐵𝐵𝑗𝑗′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑙𝑙𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝐴𝐴𝑙𝑙𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙  
 
可见两个一阶张量外乘（并矢），结果为一个二阶张量。 

 
推论：任意两个张量，若一个 p 阶，一个 q 阶，其外乘积为一个 p+q 阶张量。 
例：𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑆𝑆𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  ，即简单地将它们的自由标并列顺排。 
 

特例：标量𝜆𝜆与 n阶张量相乘，是用𝜆𝜆与该张量的每一个分量相乘，结果仍是 n阶张量。 

即有： 

𝜆𝜆�𝑇𝑇𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛 � = (𝜆𝜆𝑇𝑇𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛 ) 
 

外乘满足： 

结合律：�𝑇𝑇�⃑�⃑ 𝑇𝑇�⃑�⃑ ′� 𝑇𝑇�⃑�⃑ ′′ = 𝑇𝑇�⃑�⃑ �𝑇𝑇�⃑�⃑ ′𝑇𝑇�⃑�⃑ ′′ � 

分配律：𝑇𝑇�⃑�⃑ �𝑇𝑇�⃑�⃑ ′ + 𝑇𝑇�⃑�⃑ ′′ � = 𝑇𝑇�⃑�⃑ 𝑇𝑇�⃑�⃑ ′ + 𝑇𝑇�⃑�⃑ 𝑇𝑇�⃑�⃑ ′′  

一般不满足交换律，即𝑇𝑇�⃑�⃑ 𝑇𝑇�⃑�⃑ ′ ≠ 𝑇𝑇�⃑�⃑ ′𝑇𝑇�⃑�⃑  

证： 

𝐴𝐴𝑖𝑖𝐵𝐵𝑗𝑗 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝐵𝐵𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗         ∵ 𝐴𝐴1𝐵𝐵2 = 𝐶𝐶12 ≠ 𝐵𝐵1𝐴𝐴2 
 

③张量的内乘（点乘） 

张量的内乘规定为：两个张量先做外乘运算，再从外乘积的自由标结合处开始成对地把它们依次变为

哑标（即按求和约定对它们求和），经过这样复合的运算，就得到降了阶的一个新张量，称为内乘积。这个

过程，称为张量的内积。内乘的符号为“· ” ，所以内乘又称点乘。 

例如：三阶张量𝑆𝑆 = �𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �和五阶张量𝑇𝑇�⃑�⃑ = �𝑇𝑇𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 �点乘，即𝑆𝑆 ⋅ 𝑇𝑇�⃑�⃑  
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第一步将𝑆𝑆与𝑇𝑇�⃑�⃑ 作外乘，得外乘积𝑊𝑊���⃑���⃑ = �𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �为一个八阶张量。即:  𝑆𝑆 ⋅ 𝑇𝑇�⃑�⃑ = 𝑊𝑊���⃑���⃑ ⇒ 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑇𝑇𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 =

𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 。 
      第二步从外乘积𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 自由标结合处𝑘𝑘𝑘𝑘开始作为第一对，𝑗𝑗𝑗𝑗作为第二对，𝑖𝑖𝑖𝑖作为第三对，……依

次将它们变为哑标，变一对称为一次点乘，变两对成为二次点乘，两次点乘的符号为“：”。张量每点乘一

次得到比其外乘积低二阶的新张量。即： 

𝑆𝑆 ⋅ 𝑇𝑇�⃑�⃑ = 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑇𝑇𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  

𝑆𝑆:𝑇𝑇�⃑�⃑ = 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑇𝑇𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  

 

张量的内乘又称为张量的“缩并”。一个 r 阶和一个 s 阶张量内乘或缩并一次，结果为（r+s-2）阶张

量。 

例： 

𝐴𝐴 ⋅ 𝐵𝐵�⃑ = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑ ⋅ 𝐵𝐵𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃑ = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐵𝐵𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑ ⋅ 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃑ = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐵𝐵𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐵𝐵𝑖𝑖�标量� 

 

二阶张量判别定理：设𝑇𝑇𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑗𝑗是一阶张量，假如𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖与𝑛𝑛𝑗𝑗的内乘积满足下列关系： 

 

𝑇𝑇𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗  
 

则𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖是一个二阶张量。（证明作为习题留给大家） 

 

④张量的自由标置换 

把一个张量的自由标改变顺序，也是对张量的一种运算，成为自由标置换。置换结果仍是一个同阶张

量。例如对三阶张量𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖三个自由标任意置换得到𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘    𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘五个不同的三阶张量。 

自由标置换可看成矩阵转置运算的推广。二阶张量𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖置换后得𝑇𝑇𝑗𝑗𝑗𝑗，如用矩阵表示，则矩阵𝑇𝑇𝑗𝑗𝑗𝑗就是𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖矩
阵的转置。 

在应变张量中，我们就碰到自由标置换运算。由前面“<II> 张量的定义”中例 2 知，位移矢量函数

𝑢𝑢�⃑ (𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3)的导数𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

是一个二阶张量。对𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖作自由标置换得到一个新的二阶𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

，将𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖与𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗相

加，再乘以标量
1  
2
，就得到应变张量𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

2
�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
�。 

 

⑤张量的微分运算 

若一个 n 阶张量𝑇𝑇�⃑�⃑在某一空间域 V 和某一时间域[𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2]上有定义，则称这一张量函数为该时空域中的张

量场，记为： 

 

𝑇𝑇�⃑�⃑ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = [𝑇𝑇𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)]     𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉   𝑡𝑡1 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑡𝑡2 

 

其中𝑖𝑖1𝑖𝑖2 … 𝑖𝑖𝑛𝑛共有 n个自由标，它满足坐标变换： 
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𝑇𝑇′𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛 (𝑟𝑟′, 𝑡𝑡) = 𝛼𝛼𝑖𝑖1𝑗𝑗1𝛼𝛼𝑖𝑖2𝑗𝑗2 …𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑛𝑛 𝑇𝑇𝑗𝑗1𝑗𝑗2…𝑗𝑗𝑛𝑛 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡) 
 

其中𝑗𝑗1𝑗𝑗2 … 𝑗𝑗𝑛𝑛亦为 n个自由标。 

(1)对时间的偏导数 

设𝛼𝛼𝑖𝑖1𝑗𝑗1𝛼𝛼𝑖𝑖2𝑗𝑗2 …𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑛𝑛与时间无关，则上式两边取对 t的任意 m次偏导数，得： 

 

𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑡𝑡𝑚𝑚
[𝑇𝑇′𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛 (𝑟𝑟′, 𝑡𝑡)] = 𝛼𝛼𝑖𝑖1𝑗𝑗1𝛼𝛼𝑖𝑖2𝑗𝑗2 …𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑡𝑡𝑚𝑚
[𝑇𝑇𝑗𝑗1𝑗𝑗2…𝑗𝑗𝑛𝑛 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)] 

 

按张量定义，对时间偏导的结果仍为 n阶张量。 

(2)对坐标的偏导数 

对 n阶张量𝑇𝑇�⃑�⃑的坐标变换式两边求对坐标的偏导，这时应注意坐标变换公式： 

 

𝑥𝑥𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗        𝑜𝑜𝑜𝑜      𝑥𝑥𝑙𝑙 = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘′  
和 

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖′

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
= 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖          ,

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘′

= 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 

即： 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘′

[𝑇𝑇′𝑖𝑖1𝑖𝑖2…𝑖𝑖𝑛𝑛 (𝑟𝑟′, 𝑡𝑡)] = 𝛼𝛼𝑖𝑖1𝑗𝑗1𝛼𝛼𝑖𝑖2𝑗𝑗2 …𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑛𝑛
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘′

�𝑇𝑇𝑗𝑗1𝑗𝑗2…𝑗𝑗𝑛𝑛 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)� = 𝛼𝛼𝑖𝑖1𝑗𝑗1𝛼𝛼𝑖𝑖2𝑗𝑗2 …𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑛𝑛
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙

∙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘′

�𝑇𝑇𝑗𝑗1𝑗𝑗2…𝑗𝑗𝑛𝑛 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)�

= 𝛼𝛼𝑖𝑖1𝑗𝑗1𝛼𝛼𝑖𝑖2𝑗𝑗2 …𝛼𝛼𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙

�𝑇𝑇𝑗𝑗1𝑗𝑗2…𝑗𝑗𝑛𝑛 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)� 

 

根据张量定义可知：该偏导数是比原张量高一阶的张量，而且是三项的偏导数之和（因上式中等号右

边项中，𝑙𝑙是哑标）。 

 

下面给出笛卡尔坐标系中，标量场的梯度（一阶张量），矢量场的散度（零阶张量）和旋度（一阶张量）

的符号表示法，即： 

 

𝛻𝛻𝛻𝛻(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑                     𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡) =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

              𝛻𝛻 × 𝑢𝑢(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑  

 

另外：引入简记符号 

①“, 𝑖𝑖”表示
∂
∂x𝑖𝑖

——∇= ∂
∂x𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑哈密顿算符 

②“, 𝑖𝑖𝑖𝑖”表示
∂2

∂x𝑖𝑖2 = ∇2——拉普拉斯算符 

从而有： 

 

𝛻𝛻𝛻𝛻(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑ = 𝜑𝜑,𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑  

𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡) =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑖𝑖 
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𝛻𝛻 × 𝑢𝑢(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑ = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑘𝑘 ,𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑖𝑖��⃑  

高斯定理： 

� 𝐴𝐴𝑖𝑖 ,𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= � 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

⟺ � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= � 𝑛𝑛�⃑ ∙ 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

 

 

斯托克斯定理： 

� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑘𝑘 ,𝑗𝑗 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

= � 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖
𝐶𝐶

⟺ � 𝑛𝑛�⃑ ∙ (𝛻𝛻 × 𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

= � 𝐴𝐴 ∙ 𝑑𝑑𝑥⃑𝑥
𝐶𝐶

 

 

其中：𝐴𝐴𝑖𝑖为矢量𝐴𝐴的第 i个分量，𝑛𝑛𝑖𝑖为面积元𝑑𝑑𝑑𝑑的法方向单位矢量的第 i个分量，V表示体积，𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖表示

回路 C上的弧元的第 i个分量。 
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第二章 应力分析 

§2.1 外力与内力，体力与面力 
弹性力学是研究物体受力后产生变形和运动的力学性质。对所研究的物体，由外界因素产生并作用在

物体上的力称为外力。在外力作用下，物体发生变形，为阻碍变形，物体内部各部分响应（产生）出一种

恢复力（阻碍变形的力），称为内力。 
特定条件下，外力与内力是可以互相转化的。例如，对如图所示的物体，𝐹𝐹1,𝐹𝐹2,𝐹𝐹3,𝐹𝐹4是外力，在外力作

用下物体将发生变形，为了研究物体中的内力，常常用假想的截面将物体截开（如图，截面𝑆𝑆将物体截成𝐴𝐴、𝐵𝐵
两部分），那么𝐴𝐴部分通过截面𝑆𝑆对𝐵𝐵部分的作用力𝐹𝐹𝐴𝐴𝐴𝐴，对于整个物体来讲属于内力，但对于𝐵𝐵部分来讲，则

可看作外力。 

 
特别需要请大家注意的是：弹性力学中物体的受力分析与在理论力学中刚体的受力分析是截然不同的。

首先，弹性体受力后会变形，从而产生内力，这是与刚体的一个本质区别。其次，作用在弹性体上的外力，

一般不能简单地归结为作用在相应点上的一个合力和一对力偶（亦即不能简单地将力沿其作用线滑移，来

构成合力），而必须老老实实地写成与外力分布相应的分布函数。至于如何表示内力，这个问题是牛顿质点

力学推广到连续介质力学的关键之一。我们下面讨论。 
以上是按力的作用对象来分，有内、外力两类。此外，按力的作用方式来分，又可分为体（积）力和

面（积）力两种。体力是连续作用在物体各体积微元上的力。如重力、离心力等。在本课程中今后用： 
 

𝑓𝑓 = 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗  
····（2-1-1） 

表示体力，其量纲为�力/长度
3
�。面力是作用在物体中任意一个数学面（包括物体的边界面）上的力。

它是由邻近这个数学面的、粒子间的相互作用力所产生的（实质是粒子间的键力，如离子键、共价键、分

子键、金属键和氢键），量纲为�力/长度
2
�。作用于物体边界面的力通常有压力、接触力等。 

体力通常又称长程力，面力通常又称短程力。 

A 
A 

S 

B 

S 

S 

B 

𝐹𝐹4 

𝐹𝐹1 𝐹𝐹1 
𝐹𝐹2 𝐹𝐹2 

𝐹𝐹3 
𝐹𝐹3 

𝐹𝐹4 

𝐹𝐹𝐴𝐴𝐴𝐴  
𝐹𝐹𝐵𝐵𝐵𝐵  
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§2.2 欧拉——柯西应力原理 
任一物体，受到外力的作用都将产生变形。考察如图所示的弹性体𝑉𝑉，用一个截面𝑆𝑆将𝑉𝑉切开，取其𝐵𝐵部

分来研究。一般来讲，𝐴𝐴部分通过截面𝑆𝑆对𝐵𝐵部分的作用力不是均匀分布的（即𝑆𝑆面上各点的力一般是不同的），

所以我们再在𝑆𝑆面上一点𝑃𝑃的周围取一个微小面元∆𝑆𝑆来考察。设∆𝑆𝑆的法线方向为𝑛𝑛�⃗，它上面的应力主矢量为∆𝜎⃗𝜎，
相对于𝑃𝑃点的合力偶为∆𝐺⃗𝐺，显然，∆𝜎⃗𝜎与∆𝐺⃗𝐺的大小和方向与∆𝑆𝑆的大小与取向𝑛𝑛�⃗有关。 

 

欧拉——柯西提出：  

存在：

⎩
⎨

⎧ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
∆𝑆𝑆→0

∆𝜎⃗𝜎
∆𝑆𝑆

=
𝑑𝑑𝜎⃗𝜎
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
∆𝑆𝑆→0

∆𝐺⃗𝐺
∆𝑆𝑆

= 0

� 

····（2-2-1） 

这就是欧拉——柯西应力定理。根据这一定理推导出的小形变下的弹性理论，经实践检验是合理的。 
我们称𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)为过𝑃𝑃点，以𝑛𝑛�⃑为法向量的平面上𝑃𝑃点的应力矢量。这个应力矢量在弹性体内，不仅随着点的

不同而变化，就是在同一个点上，也随着面元∆𝑆𝑆的法方向的变化而改变。所以，如果说物体内“某点的应

力矢量为若干”是没有意义的，还必须同时指明过该点截面的法方向。 
一般情况下，𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)与𝑛𝑛�⃑不相重合。对𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)的常用分解形式有两种： 
 
<i> 直角坐标系中分解： 
 

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖  
····（2-2-2） 

A 

S 

B 

∆𝑆𝑆 
B 

𝐹𝐹1 
𝐹𝐹2 

𝐹𝐹3 
𝐹𝐹4 

𝑛𝑛�⃗  𝜎⃗𝜎 

粒子 

数学面 
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其中𝜎𝜎𝑖𝑖为𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)在第𝑖𝑖个轴上的分量。 
 
<ii> 沿𝑛𝑛�⃗和与𝑛𝑛�⃗垂直方向𝑡𝑡分解： 

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) = 𝜎⃑𝜎𝑛𝑛 + 𝜏𝜏𝑡𝑡  
····（2-2-3） 

其中：   𝜎⃑𝜎𝑛𝑛 = (𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) · 𝑛𝑛�⃑ )𝑛𝑛�⃑   称为正应力 
         𝜏𝜏𝑡𝑡 = (𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) · 𝑡𝑡)𝑡𝑡  称为剪应力 
这里𝑡𝑡是与𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)、𝑛𝑛�⃑共面，且与𝑛𝑛�⃑垂直，并在∆𝑆𝑆面内的单位矢量。 

 
应力矢量𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)的含义是单位面积上的作用力，单位与压强的单位相同。在国际单位制（SI 制）中为牛顿

/米 2，在 cgs 单位制中为达因/厘米 2 。 

 
 

§2.3 一点的应力状态——应力张量 
我们知道：物体中某点受力状态的完全确定，意味着过该点沿任意一个方向的应力矢量已知。 
下面我们将推出一个结论：若已知物体中过任一点𝑃𝑃的三个微小正交面上的九个应力分量，则过该点任

一有向面元上的应力矢量均可求出来。 

单位换算 

cgs 制：1 巴（bar）=106达因/厘米 2 

SI 制：1 牛顿/米 2=1 帕（Pascal） 

1 兆帕=106帕=106牛顿/米 2=10 巴      因为 1 牛顿=105达因、1m2=104cm2 

𝑛𝑛�⃑  

𝜎⃑𝜎𝑛𝑛  

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) 

𝜏𝜏𝑡𝑡  

𝑡𝑡 
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我们从受力物体中过一点𝑃𝑃截取一个微小的正六面体（如图），则每个面上都有应力矢量存在。考察以𝑒𝑒𝑖𝑖
为法方向的三个正交微面元 aegd、begf 和 cdgf 上的应力矢量𝜎⃑𝜎(1)、𝜎⃑𝜎(2)和𝜎⃑𝜎(3)，按如图所取的坐标系，在该

坐标系中将这三个应力矢量按应力矢量第一种分解形式分解有： 

�
𝜎⃑𝜎(1) = 𝜎𝜎11𝑒𝑒1 + 𝜎𝜎12𝑒𝑒2 + 𝜎𝜎13𝑒𝑒3

𝜎⃑𝜎(2) = 𝜎𝜎2𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗
𝜎⃑𝜎(3) = 𝜎𝜎3𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗

� 

简写为 
𝜎⃑𝜎(𝑖𝑖) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑗𝑗  

····（2-3-1） 

其中：𝜎⃑𝜎(𝑖𝑖)表示以𝑒𝑒𝑖𝑖为法方向的微面元上的应力矢量。𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖表示𝑒𝑒𝑖𝑖方向微面元上的应力矢量在𝑒𝑒𝑗𝑗方向上的

分量。当𝑖𝑖 = 𝑗𝑗时，𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖称为正应力，𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗时，𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖称为剪应力。对正应力规定拉应力为正（这与岩石力学中的

规定正好相反），压应力为负。对剪应力规定：面元法向𝑛𝑛�⃑与𝑒𝑒𝑖𝑖同向，则𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖与𝑒𝑒𝑗𝑗同向为正，反向为负；若面

元法向𝑛𝑛�⃑与𝑒𝑒𝑖𝑖反向，则𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖与𝑒𝑒𝑗𝑗反向为正，同向为负。 

 
下面再考察以𝑃𝑃(𝑟𝑟)为顶点的微小四面体（如图）。设截面 ABC 的面积为𝑑𝑑𝑑𝑑，法方向为𝑛𝑛�⃑，则𝑒𝑒𝑗𝑗方向上的

截面面积为： 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗 = 𝑑𝑑𝑆𝑆 · 𝑒𝑒𝑗𝑗 = 𝑛𝑛𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥1 

𝑃𝑃 

𝐴𝐴 

𝐵𝐵 

𝐶𝐶 

𝑛𝑛�⃑  

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) 

−𝜎⃑𝜎(1) 

−𝜎⃑𝜎(2) 

−𝜎⃑𝜎(3) 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥3 

𝑎𝑎 

𝑏𝑏 

𝑐𝑐 

𝑑𝑑 

𝑒𝑒 

𝑓𝑓 

𝑔𝑔 

𝑃𝑃 
𝜎⃑𝜎(1) 

𝜎⃑𝜎(2) 

𝜎⃑𝜎(3) 

𝜎𝜎11  
𝜎𝜎12  

𝜎𝜎13  
𝜎𝜎21  

𝜎𝜎22  

𝜎𝜎23  
𝜎𝜎31  

𝜎𝜎32  

𝜎𝜎33  
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其中𝑛𝑛𝑗𝑗为单位矢量𝑛𝑛�⃑的第𝑗𝑗个分量，或𝑛𝑛�⃑相对于𝑒𝑒𝑗𝑗的方向余弦。设作用在𝑑𝑑𝑑𝑑面上的应力矢量为𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)，作用

在小四面体𝑑𝑑𝑑𝑑上的体力为𝑓𝑓，在静力平衡下，由牛顿第二定律得小四面体的平衡方程为： 
 

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)�����𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎⃑𝜎(𝑖𝑖)�����𝑑𝑑𝑆𝑆𝑖𝑖 + 𝑓𝑓𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

（其中：𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
3
ℎ𝑑𝑑𝑑𝑑，ℎ为𝑃𝑃点到𝑑𝑑𝑑𝑑面的垂直距离） 

方程中𝑖𝑖为求和指标。𝜎⃑𝜎(𝑖𝑖)前引入负号是因为三个正交的截面𝑑𝑑𝑆𝑆𝑖𝑖的外法线方向与坐标轴正向相反。各项

顶端的“�”表示平均值。只要𝑑𝑑𝑑𝑑足够小，以至于在𝑑𝑑𝑑𝑑的线度范围内，各物理量的变化小于精度要求，即

可用各种平均值代替相应的分布函数。 
由上式推出： 
 

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)�����𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎⃑𝜎(𝑖𝑖)�����𝑛𝑛𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑓𝑓 ∙
1
3
ℎ𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

当ℎ → 0时，�𝑑𝑑𝑑𝑑 → 0 �，𝑑𝑑𝑑𝑑 ≠ 0，则得到（注意：上式第三项是ℎ → 0时的高阶小量，且还需保证ℎ → 0时，

𝑃𝑃(𝑟𝑟) ∈ 𝑑𝑑𝑑𝑑，以及𝑑𝑑𝑑𝑑的方向𝑛𝑛�⃑不变）： 
 

𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛𝑖𝑖𝜎⃗𝜎(𝑖𝑖) = 𝑛𝑛𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑗𝑗��⃗  
                ····（2-3-2） 

将𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛)沿三个坐标轴方向分解有： 
 

𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) = 𝜎𝜎1𝑒𝑒1 + 𝜎𝜎2𝑒𝑒2 + 𝜎𝜎3𝑒𝑒3 = 𝜎𝜎𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗  
           ····（2-3-3） 

比较（2-3-2）与（2-3-3）式可得： 

 

𝜎𝜎𝑗𝑗 = 𝑛𝑛𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
由𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 =𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗
������� 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 

        ····（2-3-4） 

（2-3-4）式就是著名的柯西（Cauchy）公式。 
柯西公式告诉我们：过弹性体上一点𝑃𝑃的任意有向面元𝑑𝑑𝑆𝑆上的应力矢量𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛)均可由过该点的三个正交面

元上的九个应力分量和𝑑𝑑𝑆𝑆的法向单位矢量的三个分量来确定。 
对于（2-3-4）式，根据“§1.3 数学准备”给出的张量判别定理可知：𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖是一个二阶张量，称为应力

张量。所以有张量坐标变换关系式： 
 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘  
                     ····（2-3-5） 

其中𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖  、𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗是新、旧坐标系之间的坐标变换系数（矩阵）。 

上式表明：若一点在旧坐标系下的应力张量的分量𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖知道了，则在新的坐标系下的应力张量的分量便

可完全确定。 
必须注意：坐标变换后，应力张量的各分量都改变了（即𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ ≠ 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘），但这九个应力分量作为一个“整

体”所描绘的一点的应力状态是不会因坐标变换而改变的。就像矢量的模不因坐标变换而改变一样。 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  31 

 

§2.4 动量方程和角动量方程 

<I> 动量方程 

力学的一般原理在弹性力学中仍是有效的，只不过要将它们改写成弹性体所适用的形式。在质点力学

中，动量定理表述为： 
 

𝐹⃗𝐹 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑚𝑚𝑣⃗𝑣) 

其中𝑚𝑚𝑣⃗𝑣是质点线动量。 
即：在惯性系中，质点（或质点集合）的线动量的时间变化率等于作用在其上的合外力。 

 
为了将质点力学中的动量定理推广到连续体情形，我们在变形物体中任取一体积为𝑉𝑉，表面面积为𝑆𝑆的

单元体（如上图）。设周围介质对此单元体上∆𝑆𝑆面元（法向为𝑛𝑛�⃑）的表面力为𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙∆𝑆𝑆→0
∆𝜎𝜎��⃗
∆𝑆𝑆

= 𝑑𝑑𝜎𝜎��⃗
𝑑𝑑𝑑𝑑
（柯西

公式𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗是分量形式）。设单元体上∆𝑉𝑉质元所受体力为𝑭𝑭��⃗ = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙∆𝑉𝑉→0

∆𝐹⃗𝐹
∆𝑉𝑉
，分量形式为𝑭𝑭𝑖𝑖 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙∆𝑉𝑉→0

∆𝐹𝐹𝑖𝑖
∆𝑉𝑉

=

𝑑𝑑𝐹𝐹𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

，其中∆𝐹𝐹𝑖𝑖为作用在∆𝑉𝑉上体力的第𝑖𝑖个分量。 

注：𝑭𝑭��⃗相当于 𝜌𝜌(𝑟𝑟)𝑓𝑓(𝑟𝑟)。微体元∆𝑉𝑉对应的质量为∆𝑚𝑚。体力密度为𝑓𝑓(𝑟𝑟)，则：𝑓𝑓(𝑟𝑟) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙∆𝑉𝑉→0
∆𝐹⃗𝐹
∆𝑚𝑚

, ∆𝑉𝑉 ∈ 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑟𝑟 ∈ 𝑑𝑑𝑑𝑑，而：

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙∆𝑉𝑉→0
∆𝐹⃗𝐹
∆𝑉𝑉

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙∆𝑉𝑉→0
∆𝑚𝑚
∆𝑉𝑉

∆𝐹⃗𝐹
∆𝑚𝑚

= 𝜌𝜌(𝑟𝑟)𝑓𝑓(𝑟𝑟)，此乃𝑟𝑟点上单位体积内的质量所受到的体力作用。 

 

那么作用于单元体𝑉𝑉上的合外力是上述面力与体力之和，即为： 
 

� 𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆
+ � 𝐹𝐹𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉
 

 
如果用𝜌𝜌表示质量密度，𝑣𝑣𝑖𝑖表示质元∆𝑉𝑉的速度第 i 个分量，则𝑉𝑉内质元∆𝑉𝑉的线动量为𝜌𝜌𝑣𝑣𝑖𝑖，整个𝑉𝑉内质量

的线动量为： 
 

� 𝜌𝜌𝑣𝑣𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

动量定理可表述为： 

𝑉𝑉 

𝑆𝑆 

∆𝑆𝑆 
∆𝑉𝑉 

𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) 𝑛𝑛�⃑  

𝐹𝐹1 𝐹𝐹2 
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� 𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆
+ � 𝑭𝑭𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉
=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜌𝜌𝑣𝑣𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

····（2-3-6） 

应用高斯定理于上式左端，并注意到柯西公式𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗（𝑛𝑛𝑗𝑗是方向余弦），则有： 

� 𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆
= � 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆
= � 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑆𝑆𝑗𝑗

𝑆𝑆
= � 𝜎⃗𝜎(𝑖𝑖) ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆
= ��𝛻𝛻 ∙ 𝜎⃗𝜎(𝑖𝑖)�𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

= �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

�𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 �𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

 
则（2-3-6）式可改写为： 
 

� �𝑭𝑭𝑖𝑖 +
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜌𝜌𝑣𝑣𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

 
因𝑉𝑉是任取的，所以有： 
 

𝑭𝑭𝑖𝑖 +
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑭𝑭𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑗𝑗 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝜌𝜌𝑣𝑣𝑖𝑖)
 

····（2-3-7） 

上式即为弹性力学中描述物体运动的重要方程之——动量方程，亦称为运动方程。 

在弹性静力学中常常要计算静力平衡下物体受力变形或物体内的应力分布，所以要用到平衡方程。当

静力平衡时，则由和外力等于零（也就是物体上点点的位移不随时间变化，亦即：𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0）给出： 

� 𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆
+ � 𝑭𝑭𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉
= 0 

亦即： 
𝑭𝑭𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑗𝑗 = 0 

····（2-3-8） 

上式即为弹性力学平衡方程，亦称纳维叶（Navier）方程。 

<II> 角动量方程 

对质点力学，角动量定理表述为： 

𝑑𝑑𝐿𝐿�⃗

𝑑𝑑𝑑𝑑
= ∑𝑟𝑟 × 𝐹⃗𝐹 = 𝑀𝑀��⃗ ，角动量𝐿𝐿�⃗ = 𝑟𝑟 × 𝑚𝑚𝑣⃗𝑣 

为了把这个定理表述成连续体所适用的形式，我们在受力物体内部任取一体积为𝑉𝑉，表面面积为𝑆𝑆的单

元体，设𝑟𝑟 = 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖为𝑉𝑉内体积元𝑑𝑑𝑑𝑑相对某固定点（如坐标原点）的矢径，𝑣𝑣𝑘𝑘表示𝑑𝑑𝑑𝑑的运动速度，则单元体𝑉𝑉的
总角动量变化率的第𝑖𝑖个分量为 

𝑑𝑑𝐿𝐿𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� (𝑟𝑟 × 𝜌𝜌𝑣⃗𝑣)𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜌𝜌𝑣𝑣𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

····（a） 
而作用在𝑉𝑉上合外力矩的第𝑖𝑖个分量为： 

𝑀𝑀𝑖𝑖 = � �𝑟𝑟 × 𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛)�𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆
+ � �𝑟𝑟 × 𝐹⃗𝐹�𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉

 

或 
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𝑀𝑀𝑖𝑖 = � 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗𝜎𝜎𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

+ � 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 𝐹𝐹𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

····（b） 
利用柯西公式（𝜎𝜎𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑙𝑙𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙）和高斯定理，上式右边第一项表示为： 
 

� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗𝜎𝜎𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

= � �𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙�,𝑙𝑙 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= � �𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙 ,𝑙𝑙�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= � �𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙 ,𝑙𝑙�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

····（c） 
联立（a）（b）（c），即得连续体所适用的角动量定理为： 

 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜌𝜌𝑣𝑣𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= � �𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙 ,𝑙𝑙�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑭𝑭𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

····（d） 
又上式左边为： 

 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜌𝜌𝑣𝑣𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= � �𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑗𝑗 𝜌𝜌𝑣𝑣𝑘𝑘 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗
𝑑𝑑(𝜌𝜌𝑣𝑣𝑘𝑘)
𝑑𝑑𝑑𝑑

�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

用习题一的结果:𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑗𝑗 𝜌𝜌𝑣𝑣𝑘𝑘=0
���������������������� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑉𝑉

𝑑𝑑(𝜌𝜌𝑣𝑣𝑘𝑘)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
注意上面利用了(𝑣⃗𝑣 × 𝑣⃗𝑣)𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑗𝑗 𝑣𝑣𝑘𝑘 ≡ 0这一结果。 
所以（d）式化为： 
 

� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗 �𝐹𝐹𝑘𝑘 + 𝜎𝜎𝑙𝑙𝑙𝑙 ,𝑙𝑙 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝜌𝜌𝑣𝑣𝑘𝑘)� 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+ � 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= 0 

····（e） 
由运动方程，上式左边第一项为零，又因𝑉𝑉是任取的，所以有： 
 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0 
由习题中的结果
�����������  𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗  

····（2-3-9） 
上式表明：两相互垂直的截面上相应的剪应力分量彼此相等。这一结论称为剪应力互等定律。这个结

果表明：角动量定理要求应力张量是对称张量。所以应力张量的九个分量只有六个是独立的，亦即一点的

应力状态只需要六个独立的应力分量就可以完全表述了。 

<III> 应力矢量互换定律 

设过物体上任一点𝑃𝑃的两个微面元，其法方向分别为𝑛𝑛�⃗和𝑛𝑛�⃗′，相应的应力矢量为𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛)和𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛′)，可以证明：

第一个微面元上的应力矢量𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛)在第二个微面元的法方向投影𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) ∙ 𝑛𝑛�⃗′，等于第二个微面元上的应力矢量

𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛′)在第一个微面元的法方向的投影𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛′) ∙ 𝑛𝑛�⃗。 
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即： 

𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) ∙ 𝑛𝑛�⃗′ = 𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛′) ∙ 𝑛𝑛�⃗  
····（2-3-10） 

证： 

∵  𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) ∙ 𝑛𝑛�⃗′ = 𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑖𝑖′ = 𝑛𝑛𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑛𝑛𝑖𝑖′  

而： 

𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛′) ∙ 𝑛𝑛�⃗ = 𝜎𝜎𝑖𝑖 (𝑛𝑛′)𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝑛𝑛𝑗𝑗′𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑛𝑛𝑖𝑖
由应力张量对称性
������������� 𝑛𝑛𝑗𝑗′𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑖𝑖

由注
��� 𝑛𝑛𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗′

交换哑标
������ 𝑛𝑛𝑗𝑗𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑛𝑛𝑖𝑖′ = 𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) ∙ 𝑛𝑛�⃗′  

�注：𝑛𝑛𝑗𝑗′𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝑛𝑛𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗′�，这里𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖是𝑃𝑃点的应力张量。 

剪应力互等定律（2-3-9）是应力互换定律的一个特殊情形。 
 

§2.5 主应力、主应力方向、应力张量不变量 

<I> 问题的提法和结论 

一般说来，物体中一点 P 沿任一方向为𝑛𝑛�⃑的截面上的应力矢量𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)与𝑛𝑛�⃑方向不一致。现在我们要问：一

点的应力状态中，是否存在这样的面元，在这个面元上的应力矢量正好等于这个面元上的正应力，亦即该

面元上剪应力为零。如若存在，我们就称这样的截面为主应力面，相应的方向称为主应力方向，而相应的

应力矢量称为主应力。 

投影相等 

𝑛𝑛�⃑  
𝑛𝑛�⃑  𝑛𝑛�⃗′ 

𝑛𝑛�⃗′ 𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) 
𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛′) 

𝑃𝑃 

3x  
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用数学语言来描述，这个问题归结为方程组： 

 

�𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = 𝜎𝜎𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑛𝑛𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑗𝑗 𝑛𝑛𝑗𝑗 = 1
� 

····（2-5-1） 

是否有解。这里𝜎𝜎记为主应力值，𝑛𝑛𝑖𝑖为主应力面法方向。 

由柯西公式 𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑛𝑛𝑗𝑗,上方程组化为： 

 

�
�𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜎𝜎�𝑛𝑛𝑗𝑗 = 0

𝑛𝑛𝑗𝑗2 = 1
� 

····（2-5-2） 

这是一个关于𝑛𝑛𝑗𝑗的线性方程组。由线性代数理论知，要该方程组有不全为零（即非零）解，则要求系

数行列式等于零，即： 

 

�𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜎𝜎� = 0 或 �
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 − 𝜎𝜎 𝜎𝜎23
𝜎𝜎31 𝜎𝜎32 𝜎𝜎33 − 𝜎𝜎

� = 0 

····（2-5-3） 

将上行列式展开后得应力状态特征方程，这是一个关于𝜎𝜎的三次多项式 

 

𝜎𝜎3 − 𝐼𝐼1𝜎𝜎2 + 𝐼𝐼2𝜎𝜎 − 𝐼𝐼3 = 0 
····（2-5-4） 

式中： 

𝐼𝐼1 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33 

𝐼𝐼2 =
1
2
�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 � = �

𝜎𝜎11 𝜎𝜎12
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22

� + �
𝜎𝜎11 𝜎𝜎13
𝜎𝜎31 𝜎𝜎33

� + �
𝜎𝜎22 𝜎𝜎23
𝜎𝜎32 𝜎𝜎33

� 

𝐼𝐼3 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎1𝑖𝑖𝜎𝜎2𝑗𝑗 𝜎𝜎3𝑘𝑘 = �
𝜎𝜎11 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 𝜎𝜎23
𝜎𝜎31 𝜎𝜎32 𝜎𝜎33

� 

····(2-5-5) 

P 

ds 

𝑛𝑛�⃗  

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 
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是特征方程（2-5-4）的三个系数，它们是𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖的函数。 

设𝜎𝜎1、𝜎𝜎2、𝜎𝜎3为方程（2-5-4）的三个根，则（2-5-4）式可改写成： 

 

(𝜎𝜎 − 𝜎𝜎1)(𝜎𝜎 − 𝜎𝜎2)(𝜎𝜎 − 𝜎𝜎3) = 0 
····（2-5-6） 

将（2-5-6）展开并与（2-5-4）比较系数可得： 

 

𝐼𝐼1 = 𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎3 

𝐼𝐼2 = 𝜎𝜎1𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎2𝜎𝜎3 + 𝜎𝜎1𝜎𝜎3 

𝐼𝐼3 = 𝜎𝜎1𝜎𝜎2𝜎𝜎3 

···（2-5-7） 

因为应力张量𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖是对称的，并且每个元素都是实数，根据线性代数理论，特征方程（2-5-4）的三个

根必为实数。 

并且，如果𝜎𝜎1 ≠ 𝜎𝜎2 ≠ 𝜎𝜎3，则将𝜎𝜎1、𝜎𝜎2、𝜎𝜎3分别代入（2-5-2）后解出的三个主应力方向相互正交。关

于这一点我们可用如下张量推证法加以证明： 

 

当𝜎𝜎1 ≠ 𝜎𝜎2 ≠ 𝜎𝜎3时（三个主应力互不相等时），可以证明相应的三个主方向互相垂直。 

证：设相应与𝜎𝜎1和𝜎𝜎2的主方向为𝑛𝑛�⃑ (1)和𝑛𝑛�⃑ (2)，则由方程（2-5-2）有： 

�𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎1�𝑛𝑛𝑖𝑖
(1) = 0 

····（a） 

和�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎2�𝑛𝑛𝑗𝑗
(2) = 0 

····（b） 

将（a）乘𝑛𝑛𝑗𝑗
(2)

，（b）乘𝑛𝑛𝑖𝑖
(1)

得：�𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎1�𝑛𝑛𝑖𝑖
(1)𝑛𝑛𝑗𝑗

(2) = 0，�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎2�𝑛𝑛𝑗𝑗
(2)𝑛𝑛𝑖𝑖

(1) = 0 

上两式相减得：𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2)𝑛𝑛𝑖𝑖
(1)𝑛𝑛𝑗𝑗

(2) = (𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2)𝑛𝑛𝑗𝑗
(1)𝑛𝑛𝑗𝑗

(2) = 0 

因𝜎𝜎1 ≠ 𝜎𝜎2，则必有𝑛𝑛𝑗𝑗
(1)𝑛𝑛𝑗𝑗

(2) = 0 → 𝑛𝑛�⃑ (1) ⊥ 𝑛𝑛�⃑ (2)。 

同理可证𝑛𝑛�⃑ (1) ⊥ 𝑛𝑛�⃑ (3)、𝑛𝑛�⃑ (2) ⊥ 𝑛𝑛�⃑ (3)（𝑛𝑛�⃑ (𝑖𝑖)是相应于𝜎𝜎𝑖𝑖的主方向）。 

 

结论：任一点的应力状态中存在主应力、主应力方向。如果给定一点的六个独立的应力分量𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖，则通

过（2-5-4）（2-5-5）求出三个应力值𝜎𝜎1、𝜎𝜎2、𝜎𝜎3；再利用（2-5-2）式可求出相应的三个主应力方向。 

<II> 主应力的性质、应力张量不变量 

(1). 过一点关于主方向平面的主应力就是该平面上的正应力，而这时该平面上的剪应力为零。 

(2). 当三个主应力值互不相等时，则得出唯一确定的三个相互垂直的主应力方向。 

(3). 当𝜎𝜎1 ≠ 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3时，只有相应𝜎𝜎1的主方向是确定的，而垂直于此方向的任一方向都可以是主应力

方向。 

(4). 当𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3时，则任何方向都是主应力方向。 

(5). 若特定地取三个主方向为坐标轴，则根据应力张量和主应力方向的定义可知，这时的应力张量（坐

标原点这一点上的）简化为： 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜎𝜎1 0 0
0 𝜎𝜎2 0
0 0 𝜎𝜎3

� 

 

这时的三个坐标轴称为应力张量主轴，相应的主应力值称为应力张量的主值。 

(6). 由于张量的主值代表了一点上应力状态的性质，其在系统稳定后，就确定了，与坐标系的选取无
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关。亦即𝜎𝜎1、𝜎𝜎2、𝜎𝜎3不随坐标系的变换而变换。由（2-5-7）式可见：𝐼𝐼1、𝐼𝐼2、𝐼𝐼3也不因坐标系的变换而变换。

因此，𝐼𝐼1、𝐼𝐼2、𝐼𝐼3称为应力张量的第一、第二和第三不变量。 

可以证明，二阶张量的对称性和反对称性是独立于坐标系的（即与坐标系无关）。 

 

§2.6 最大剪应力 
我们知道：一点的应力状态中，存在主应力面。在此面上正应力方向与面元法方向一致，亦即在主应

力面上，剪应力为零。那么是否存在这样的面元，其上的剪应力的绝对值取到最大？下面我们就来解决这

个问题。 

 

我们知道：任一法向为的𝑛𝑛�⃑面元上的剪应力的平方为： 

 

𝜏𝜏𝑡𝑡2 = �𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)�

2
− 𝜎𝜎𝑛𝑛2 

      ····(2-6-1) 

为简单起见：将坐标轴选为主应力轴，设三个主应力为𝜎𝜎1、𝜎𝜎2、𝜎𝜎3，则应力张量为： 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜎𝜎1 0 0
0 𝜎𝜎2 0
0 0 𝜎𝜎3

� 

 

在主轴系下，由柯西公式知，法向为𝑛𝑛�⃑的面元上的应力矢量各分量为： 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ⟶ 𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) = (𝑛𝑛1   𝑛𝑛2   𝑛𝑛3)�

𝜎𝜎1 0 0
0 𝜎𝜎2 0
0 0 𝜎𝜎3

� = (𝑛𝑛1𝜎𝜎1   𝑛𝑛2𝜎𝜎2   𝑛𝑛3𝜎𝜎3) 

 

𝑛𝑛1𝜎𝜎1、𝑛𝑛2𝜎𝜎2 、𝑛𝑛3𝜎𝜎3是𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛)分别在三个主轴方向的分量。 

因此： 

�𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)�

2
= 𝜎𝜎𝑖𝑖

(𝑛𝑛) ∙ 𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = (𝑛𝑛1𝜎𝜎1)2 + (𝑛𝑛2𝜎𝜎2)2 + (𝑛𝑛3𝜎𝜎3)2 

····（a） 

而正应力为： 

 

 𝜎⃗𝜎𝑛𝑛 = �𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) ∙ 𝑛𝑛�⃗ �𝑛𝑛�⃗ = [(𝑛𝑛1𝜎𝜎1𝑒𝑒1 + 𝑛𝑛2𝜎𝜎2𝑒𝑒2 + 𝑛𝑛3𝜎𝜎3𝑒𝑒3) ∙ (𝑛𝑛1𝑒𝑒1 + 𝑛𝑛2𝑒𝑒2 + 𝑛𝑛3𝑒𝑒3)]𝑛𝑛�⃗ = (𝜎𝜎1𝑛𝑛1
2 + 𝜎𝜎2𝑛𝑛2

2 + 𝜎𝜎3𝑛𝑛3
2)𝑛𝑛�⃗  

                    

即： 

𝑛𝑛�⃑  

𝜎⃑𝜎𝑛𝑛  

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) 

𝜏𝜏𝑡𝑡  

𝑡𝑡 
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𝜎𝜎𝑛𝑛 = |𝜎⃗𝜎𝑛𝑛 | = 𝜎𝜎1𝑛𝑛1
2 + 𝜎𝜎2𝑛𝑛2

2 + 𝜎𝜎3𝑛𝑛3
2 

𝜎𝜎𝑛𝑛2 = (𝜎𝜎1𝑛𝑛1
2 + 𝜎𝜎2𝑛𝑛2

2 + 𝜎𝜎3𝑛𝑛3
2)2 

····（b） 

把（a）、（b）带入（2-6-1）知：𝜏𝜏𝑡𝑡是法方向分量𝑛𝑛1,𝑛𝑛2,𝑛𝑛3的函数，即： 

 

�𝜏𝜏𝑡𝑡
2 = (𝜎𝜎𝑖𝑖

(𝑛𝑛))2 − 𝜎𝜎𝑛𝑛2 = [(𝑛𝑛1𝜎𝜎1)2 + (𝑛𝑛2𝜎𝜎2)2 + (𝑛𝑛3𝜎𝜎3)2]− (𝜎𝜎1𝑛𝑛1
2 + 𝜎𝜎2𝑛𝑛2

2 + 𝜎𝜎3𝑛𝑛3
2)2

𝑛𝑛1
2 + 𝑛𝑛2

2 + 𝑛𝑛3
2 = 1

� 

····（2-6-2） 

现在的问题是：当𝑛𝑛1，𝑛𝑛2或𝑛𝑛3取何值时, 𝜏𝜏𝑡𝑡2取到极值？ 

以𝑛𝑛3
2 = 1 − 𝑛𝑛1

2 − 𝑛𝑛2
2代入（2-6-2）中，消去𝑛𝑛3

2得： 

 

𝜏𝜏𝑡𝑡2 = [(𝜎𝜎1
2 − 𝜎𝜎3

2)𝑛𝑛1
2 + (𝜎𝜎2

2 − 𝜎𝜎3
2)𝑛𝑛2

2 + 𝜎𝜎3
2] − [(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3)𝑛𝑛1

2 + (𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)𝑛𝑛2
2 + 𝜎𝜎3]2 

····（2-6-3） 

可见：𝜏𝜏𝑡𝑡是𝑛𝑛1和𝑛𝑛2的函数，其极值条件是： 

 

𝜕𝜕(𝜏𝜏𝑡𝑡2)
𝜕𝜕𝑛𝑛1

= 0    ,     
𝜕𝜕(𝜏𝜏𝑡𝑡2)
𝜕𝜕𝑛𝑛2

= 0 

 

对（2-6-3）式用上述求极值条件的得到下列方程组： 

 

𝑛𝑛1(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3) �(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3)𝑛𝑛1
2 + (𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)𝑛𝑛2

2 −
1
2

(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3)� = 0 

𝑛𝑛2(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3) �(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3)𝑛𝑛1
2 + (𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)𝑛𝑛2

2 −
1
2

(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)� = 0 

                                                          ·····（2-6-4） 

讨论： 

<i> 当𝜎𝜎1、𝜎𝜎2、𝜎𝜎3互不相等时，由（2-6-4）和（2-6-2）可解出如下三组解(见表一)，当𝑛𝑛1𝑛𝑛2𝑛𝑛3轮换

被消去时，类似上述步骤可解出 6组关于法向方向的解和相应的𝜏𝜏的极值,见表二。 

表一  Ⅰ Ⅱ Ⅲ 

𝑛𝑛1 0 0 ±
1
√2

 

𝑛𝑛2 0 ±
1
√2

 0 

𝑛𝑛3 ±1 ±
1
√2

 ±
1
√2

 

𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  0 ±
1
2

(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3) ±
1
2

(𝜎𝜎3 − 𝜎𝜎1) 

 

 

表二 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ 

𝑛𝑛1 0 0 ±1 0 ±
1
√2

 ±
1
√2

 

𝑛𝑛2 0 ±1 0 ±
1
√2

 0 ±
1
√2
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𝑛𝑛3 ±1 0 0 ±
1
√2

 ±
1
√2

 0 

𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  0 0 0 ±
1
2

(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3) ±
1
2

(𝜎𝜎3 − 𝜎𝜎1) ±
1
2

(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2) 

  

其中前三组解对应的三个主应力方向，在主应力面上剪应力取到极小值𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 0。后三组解对应三个剪

应力极大值𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚。而最大剪应力对应主应力之差最大的那一组。并且可以看出，最大剪应力相应的面元的

法方向与最大主应力、最小主应力在同一平面内，且与主应力的方向成 45°角（见下图）。 

 

<ii> 当主应力有两个相等时，例如，𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎3 ≠ 𝜎𝜎2，则（2-6-4）式中的第一式已经被满足，第二式化

为： 

𝑛𝑛2(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3) �(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)𝑛𝑛2
2 −

1
2

(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)� = 0 

即：𝑛𝑛2 = 0或𝑛𝑛2 = ± 1
√2
是上式的根。 

当n2 = 0时，由（2-6-3）式解得：𝜏𝜏𝑡𝑡2 = 0（这不是极值）。 

当n2 = ± 1
√2
时，由（2-6-3）式解得： 

𝜏𝜏𝑡𝑡2 = �
1
2

(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)�
2

（这是最大剪应力） 

由𝑛𝑛𝑗𝑗2 = 1 ⟶ 𝑛𝑛1
2 + 𝑛𝑛3

2 = 1 − 𝑛𝑛2
2 = 1

2
，可见：𝑛𝑛1的变化区间由 0到± 1

√2
，而𝑛𝑛3的变化区间由± 1

√2
到 0。 

所以最大剪应力对应的面元的法方向𝑛𝑛�⃗组成了与𝜎𝜎2轴（亦即𝑥𝑥2轴）成 45°的圆锥面（见下图）。即：当

𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎3 ≠ 𝜎𝜎2时，法向与𝑥𝑥2轴（亦即𝜎𝜎2轴）成 45°的任一面元上的剪应力都取到最大值± 1
2

(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)。当然

所有这些面元的法方向即构成了与𝑥𝑥2轴成 45°的圆锥面。实验结果证实了这个理论结论。 

𝑛𝑛�⃑  

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  

𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  

45° 

这 是 显 然 的 。 例 如 取 𝜎𝜎1 > 𝜎𝜎2 > 𝜎𝜎3 ， 则

𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = ± 1
2

(𝜎𝜎3 − 𝜎𝜎1)，这时𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚所在平面法向

𝑛𝑛�⃗ = (𝑛𝑛1  𝑛𝑛2  𝑛𝑛3) = �± 1
√2

  0  ± 1
√2
�,这表明𝑛𝑛�⃗ 与

𝑒𝑒1���⃗、𝑒𝑒3���⃗方向夹角为 45°，与𝑒𝑒2���⃗方向夹角为 90°。

而𝑒𝑒1���⃗就是𝜎𝜎1轴，𝑒𝑒3���⃗就是𝜎𝜎3轴，所以说𝑛𝑛�⃗与𝜎𝜎1、𝜎𝜎3在

同一平面内，且与这两个主应力的方向成 45°

角。 
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在岩石力学的实验中，对岩石样品的单轴压缩试验，其结果就是样品的破裂面基本与压力轴成 45°角。

为什么说是基本与压力轴成 45°呢，因为对各种不同的岩石，其断裂面上有摩擦阻力的作用，所以一般在

单轴压下，其破裂面与压力轴的夹角不正好是 45°。例如：干花岗岩加压而产生破裂，其破裂面的法向与

最大主应力轴的夹角在 25°-30°之间，与理论推导的结果相符。 

 

<iii>当三个主应力相等时，即𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3 > 0（或者< 0）由（2-6-3）式可见，剪应力处处为 0。这

又回到了均匀拉伸或压缩应力状态。 

 

§2.7 应力圆（莫尔 Mohr 圆） 

<I> 平面应力状态及两维应力圆 

𝜎𝜎2 

𝜎𝜎2 

最大剪应力面，其

与圆锥面相切。 

𝑥𝑥2 
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考虑一个简化的物理模型。一薄板(h << 𝑙𝑙)边缘受拉力（作用力位于板平面内），板的两端面自由（即

不受力），如图。这种情况下可认为在整个板上有： 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖3 = 𝜎𝜎3𝑖𝑖 = 0 
····（2-7-1） 

这时应力张量呈如下形式： 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜎𝜎11 𝜎𝜎12 0
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 0
0 0 0

� 

···（2-7-2） 

我们称有由（2-7-2）式表述的应力状态为平面应力状态。关于平面应力问题我们将在第六章中讨论。

这里我们只讨论在平面应力状态下，不同坐标系中应力分量之间的关系，研究这种关系具有很大的实际意

义，关于这一点大家可以在今后的专业课学习中逐步体会到。 

 
注意：下面各式的𝜎𝜎11

′ 就是坐标系旋转后以𝑥𝑥1
′为法向的平面的𝑆𝑆1上的正应力𝜎𝜎𝑛𝑛； 𝜎𝜎12

′ 实际就是剪应力𝜏𝜏。𝜎𝜎22
′

实际就是坐标系旋转后以𝑥𝑥2
′为法向的平面𝑆𝑆2上的正应力。 

我们先来考虑坐标系的旋转（如上图），当𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2旋转 𝜃𝜃角到𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′时，按应力张量的坐标变换关系式： 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘 
····（2-7-3） 

得： 

�
𝜎𝜎11
′ = 𝜎𝜎11𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 + 𝜎𝜎22𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 + 2𝜎𝜎12𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜎𝜎22
′ = 𝜎𝜎11𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 + 𝜎𝜎22𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 − 2𝜎𝜎12𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜎𝜎12
′ = 𝜎𝜎21

′ = (−𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝜎𝜎12(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃)
� 

····（2-7-4） 

 𝑒𝑒1 𝑒𝑒2 

𝑒𝑒1
′ 𝛼𝛼11 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛼𝛼12 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

𝑒𝑒2
′ 𝛼𝛼21 = −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼22 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′ 

𝑆𝑆1面 𝑆𝑆2面 

𝜎𝜎11
′  𝜎𝜎12

′  
𝜎𝜎21
′  𝜎𝜎22

′  

2𝑙𝑙 𝑥𝑥1 

𝜎𝜎21  
𝜎𝜎12  
𝜎𝜎11  

𝑥𝑥2 
𝜎𝜎22  

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 

2ℎ
 

𝑂𝑂 

俯视图 侧视图 
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利用三角关系：𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 = 1
2

(1− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)，𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 = 1
2

(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)可将上面三个式子改写为： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜎𝜎11

′ =
𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22

2
+
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 + 𝜎𝜎12𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃

𝜎𝜎22
′ =

𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22

2
−
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 − 𝜎𝜎12𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃

𝜎𝜎12
′ = 𝜎𝜎21

′ = −
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 + 𝜎𝜎12𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃

� 

····（2-7-5） 

由（2-7-5）式可见： 

𝜎𝜎11
′ + 𝜎𝜎22

′ = 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 

····（2-7-6） 

这表明：正应力之和是坐标变换不变量。 

另外，还可见： 

𝜕𝜕𝜎𝜎11
′

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 2𝜎𝜎12

′       ,
𝜕𝜕𝜎𝜎22

′

𝜕𝜕𝜕𝜕
= −2𝜎𝜎12

′  

····（2-7-7） 

这表明：正应力𝜎𝜎11
′ 对𝜃𝜃的偏导数与正应力𝜎𝜎22

′ 对𝜃𝜃的偏导数互为相反数。 

对（2-7-5）式，若令：𝜎𝜎12
′ = 𝜎𝜎21

′ = 0，则由𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃 = 2𝜎𝜎12
𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

所给定的𝜃𝜃角（我们记为𝜃𝜃′）对应的𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′系

即为主轴坐标系。将𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃 = 2𝜎𝜎12
𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

代入（2-7-5）式的第一、二两式可得相应的主应力为： 

�
𝜎𝜎1
𝜎𝜎2
� =

𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22

2
± ��

𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2 �
2

+ 𝜎𝜎12
2  

····（2-7-8） 

通常取𝜎𝜎1 > 𝜎𝜎2，所以由𝜎𝜎1 > 𝜎𝜎2来确定正负号的选定。 

再对（2-7-5）式的第三式用极值条件
𝜕𝜕𝜎𝜎12

′

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0，可得使剪应力取极大的𝜃𝜃角（我们记为𝜃𝜃′′）为： 

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃 = −�
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2𝜎𝜎12
� 

相应的最大剪应力为： 

𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = �𝜎𝜎12
′ |𝜃𝜃=𝜃𝜃′′ = ±��

𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2 �
2

+ 𝜎𝜎12
2  

····（2-7-9a） 

用𝜎𝜎1和𝜎𝜎2表示为： 

𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = ± �
𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2

2 � 

····（2-7-9b） 

又由： 

tan2𝜃𝜃′ ∙ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃′′ =
2𝜎𝜎12

𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22
∙ �− �

𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2𝜎𝜎12
�� = −1 

····（2-7-10） 

亦即：若记2𝜃𝜃′′ = 90° + 2𝜃𝜃′（此式表明𝜃𝜃′与𝜃𝜃′′相差 45°），则有： 
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𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃′′ = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(90° + 2𝜃𝜃′) = −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃′ = −
1

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃′
 

 这正是（2-7-10）式。 

（2-7-10）式表明：最大剪应力所在的面与主应力面的夹角为 45°。这与在§2.6节中所得到的结论

完全一样。（注意：接下去讲 30页上的前 7行） 

 

由上面的讨论可见：对平面应力状态，若已知一点的应力张量（即𝜎𝜎11，𝜎𝜎22，𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎21三个分量），则

可用解析的方法分析这一点的应力状态（包括求主应力𝜎𝜎1𝜎𝜎2 、主方向𝜃𝜃′和最大剪应力𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 及方向

𝜃𝜃" = 45° + 𝜃𝜃′） 
Mohr 在 1900 年提出一种分析平面应力的几何方法。通过几何图形把非常重要的公式（2-7-8）和（2-7-9）

表述出来，从而使我们对平面应力状态下介质中一点的应力如何变化有了更加直观的认识。这几何图形就

是所谓的 Mohr 应力圆。 
下面我们将把下图 a 中所示的𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2系中以任意𝑛𝑛�⃗为法向的应力矢量𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)分解成𝑂𝑂𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面上的正应力𝜎𝜎𝑛𝑛

和剪应力𝜏𝜏（即把𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛)用𝑂𝑂𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面上的一个点(𝜎𝜎𝑛𝑛  , 𝜏𝜏)来表示）。 

 

首先，我们按给定的𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜎𝜎11 𝜎𝜎12
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22

�在𝑂𝑂𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面（即 Mohr 平面）上找到点𝐴𝐴(𝜎𝜎11 ,𝜎𝜎12)，A 点代表上图

b 中法向为𝑥𝑥1的截面 MN 上的应力（其中𝜎𝜎11就是 MN 面上的正应力, σ12就是 MN 面上的剪应力𝜏𝜏）。用与 MN
垂直的面𝑁𝑁𝑁𝑁′上的应力(𝜎𝜎22 ,𝜎𝜎21)在 Mohr 平面上画出𝐴𝐴′(𝜎𝜎22 ,𝜎𝜎21)点。连接𝐴𝐴𝐴𝐴′交横轴上于 C 点，以 C 点作

圆心，以 AC 为半径画圆（如图 c），这个圆就称为 Mohr 圆。 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 
𝑶𝑶 

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) 

𝑛𝑛�⃗  

𝑡𝑡 

𝜃𝜃 

𝜎𝜎𝑛𝑛  
𝜏𝜏 

𝜎𝜎21  

𝜎𝜎12  
𝜎𝜎11  

𝜎𝜎22  

𝑂𝑂 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝑀𝑀 

𝑁𝑁 𝑁𝑁′ 

图 a 图 b 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥1
′ 

𝑥𝑥2
′ 

𝜎𝜎1 

主应力面 

𝜏𝜏 = 0 

𝜃𝜃′  

由𝜃𝜃′确定的主轴系𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′  

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥1
′ 

𝑥𝑥2
′ 

𝜃𝜃′′ = 45° + 𝜃𝜃′  
𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  

𝜎𝜎𝑛𝑛  

最大剪应力所在平面 

由𝜃𝜃′′确定的剪应力最大 S 面 

删除
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为了得到法线𝑛𝑛�⃗在逆时针方向与𝑥𝑥1轴成𝜃𝜃角的任意截面（见图 a、b）上的应力(𝜎𝜎𝑛𝑛  , 𝜏𝜏)，我们只要从图 c
上的 A 点顺时针沿圆周移动，扫过圆心角2𝜃𝜃后至 B 点，则 B 点的坐标即为所要求的(𝜎𝜎𝑛𝑛  , 𝜏𝜏)。下面我们由图

c 的几何关系来证明(𝜎𝜎𝑛𝑛  , 𝜏𝜏)实为（2-7-5）式的第一和第三式。 
证：由图 c 可见：B 点的坐标(𝜎𝜎𝑛𝑛  , 𝜏𝜏)的值分别为： 
（1） 横坐标𝜎𝜎𝑛𝑛： 

𝜎𝜎𝑛𝑛 = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� + 𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� + 𝐶𝐶𝐶𝐶���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝜃𝜃′ − 2𝜃𝜃) = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� + 𝐶𝐶𝐶𝐶����(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃′ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃′ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃) 
注意到： 

𝑂𝑂𝑂𝑂���� = 𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22
2

（此乃 Mohr 圆的圆心横坐标） 

𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝐶𝐶𝐶𝐶���� = ��𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2

�
2

+ 𝜎𝜎12
2 （此乃 Mohr 圆的半径） 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃′ =
𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

2
𝐶𝐶𝐶𝐶����

= 𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2𝐶𝐶𝐶𝐶����

 ， 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃′ = 𝜎𝜎12
𝐶𝐶𝐶𝐶����

= 𝜎𝜎12
𝐶𝐶𝐶𝐶����

 

所以： 

 𝜎𝜎𝑛𝑛 =
𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22

2
+
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 + 𝜎𝜎12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃 

此乃（2-7-5）式的第一式。 
（2） 纵坐标𝜏𝜏： 

𝜏𝜏 = 𝐶𝐶𝐶𝐶���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝜃𝜃′ − 2𝜃𝜃) = 𝐶𝐶𝐶𝐶����(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃′ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃′ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃) = 𝜎𝜎12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 −
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃

= −
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃 + 𝜎𝜎12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 

此乃（2-7-5）式的第三式。 

 

由上讨论可知：在平面应力状态下，知道一点的应力张量𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜎𝜎11 𝜎𝜎12
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22

�，则可作出该点的 Mohr应力

圆，其中圆心坐标为�𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22
2

，0�，半径为 ��𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2

�
2

+ 𝜎𝜎12
2  。同时，可确定代表以𝑥𝑥1轴向为法向的微元

面（MN）上应力的 A点。然后如果需要求与此微元面成任意夹角𝜃𝜃的微元面(𝑀𝑀′𝑁𝑁′)(即老系𝑂𝑂𝑥𝑥1𝑥𝑥2逆时针转动

𝜃𝜃角到新系𝑂𝑂𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′，以𝑥𝑥1
′为法向的微元面）上的应力�𝜎𝜎𝑛𝑛，𝜏𝜏�，只需在应力圆上由 A点顺时针转动2𝜃𝜃（圆心角）

至 B点，B点的坐标就代表所求微元面(𝑀𝑀′𝑁𝑁′)上的正应力与剪应力。 

O 

𝜏𝜏 

𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 C D E 
𝜎𝜎𝑛𝑛  

𝐴𝐴′(𝜎𝜎22 ,𝜎𝜎21) 

𝐴𝐴(𝜎𝜎11 ,𝜎𝜎12) 

𝐵𝐵(𝜎𝜎𝑛𝑛  , 𝜏𝜏) 
𝟐𝟐𝟐𝟐 
𝟐𝟐𝜽𝜽′  

注：∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2𝜃𝜃  
 ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2𝜃𝜃′  
 ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2𝜃𝜃′ − 2𝜃𝜃 

图 c、Mohr 平面（𝑂𝑂𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏）平面 
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用这样的方法分析平面应力状态下一点的应力情况非常直观且方便。实际用途很广。 

 

例：有一方形板，承受平面应力为𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = �16000 4000
4000 6000� �磅 英寸

2
� �，如下图所示。试用 Mohr 圆确定：

i>主应力和主平面（即求𝜃𝜃′角）；ii>旋转𝜃𝜃 = 45°板上的应力；iii>最大剪应力和相应平面（即求𝜃𝜃′′角）。 

解： 

(i) 由 𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22
2

= 16000+6000
2

= 11000 �磅 英寸
2

� �可得 Mohr 圆的圆心坐标为（ 11000， 0），又由

��𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2

�
2

+ 𝜎𝜎12
2 = 6400 �磅 英寸

2
� �可得 Mohr圆的半径，从而可在 Mohr平面上作出此题的 Mohr圆（如下

图）。同时可在 Mohr圆上确定代表以𝑥𝑥1轴向为法向的面元上应力的 A点。由 Mohr圆可得出代数上较大主应

力为𝜎𝜎1 = 11000 + 6400 = 17400 �磅 英寸
2

� � 

相应于主应力𝜎𝜎1的面元法线与𝑥𝑥1轴夹角𝜃𝜃′，由上图可见𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃′ = 4000
16000−11000

= 4
5
 

即：𝜃𝜃′ = 19°20′ 

 

由图可见：代数上较小主应力为𝜎𝜎2 = 11000− 6400 = 4600 [磅/英寸 2] 
与𝜎𝜎2相应的面元法方向为θ′ + 90° = 19°20′ + 90° = 109°20′（即与𝑥𝑥1轴的夹角）。 
 
(ii) 要求旋45°转后板上的应力，可在 Mohr 圆上从 A 点开始顺时针转过2𝜃𝜃 = 2 × 45° = 90°到 B 点，则 B

点坐标(𝜎𝜎𝑛𝑛  , 𝜏𝜏)为： 
𝜎𝜎𝑛𝑛 = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� + 𝐶𝐶𝐶𝐶���� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝜃𝜃′ − 2𝜃𝜃) = 11000 + 6400 × cos(90° − 38°40′) = 15000 [磅/英寸 2] 
𝜏𝜏 = 𝐶𝐶𝐶𝐶���� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝜃𝜃′ − 2𝜃𝜃) = 6400 × (− sin(90° − 38°40′)) = −4992 [磅/英寸 2] 

 
(iii) 最大剪应力由 Mohr 圆可显而易见为： 
     𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = ±6400 [磅/英寸 2] 
相应正应力为： 
     𝜎𝜎𝑛𝑛 = 11000 [磅/英寸 2] 
设相应的旋转角为𝜃𝜃′′，由 Mohr 圆上可直接看出： 

2𝜃𝜃′′ = 2𝜃𝜃 + 2𝜃𝜃′ = 90° + 38°40′ = 128°40′  
所以： 
     𝜃𝜃′′ = 64°20′  

C 𝟐𝟐𝜽𝜽′  
O 

𝐵𝐵(𝜎𝜎𝑛𝑛 , 𝜏𝜏) 

𝜎𝜎𝑛𝑛  𝜎𝜎1 𝝈𝝈𝟐𝟐 

𝜏𝜏 𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  

𝐴𝐴(16000,4000) 

11000 

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟐𝟐𝜽𝜽′′  

旋转𝜃𝜃′角到主轴系𝑂𝑂𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′  

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥1
′ 

𝑥𝑥2
′ 

𝜎𝜎1 

主应力面 

𝜃𝜃′ = 19°20′ 
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下面我们讨论给定主轴系下应力张量时的 Mohr 应力圆。 

 

取𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2系为主轴坐标系（如上图所示）。则在主轴坐标系下 Mohr 圆公式简化为： 
 

𝜎𝜎𝑛𝑛 =
𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2

2
+
𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 

····（a） 

𝜏𝜏 = −
𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃 

····（b） 

由以上两式可得𝜎𝜎𝑛𝑛和𝜏𝜏随𝜃𝜃变化的图如下。显然，当𝜃𝜃 = π
4
或

3
4
π时，剪应力有最大值

1
2

(𝜎𝜎1−𝜎𝜎2)。（注意我

们取𝜎𝜎1 > 𝜎𝜎2） 

𝑥𝑥2(𝜎𝜎2) 

𝑥𝑥1(𝜎𝜎1) 
𝑶𝑶 

𝜎⃑𝜎(𝑛𝑛) 

𝑛𝑛�⃗  

𝑡𝑡 

𝜃𝜃 
𝜎𝜎𝑛𝑛  

𝜏𝜏 

取𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2系为主轴坐标系 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥1
′ 

𝑥𝑥2
′ 

𝜃𝜃′′ = 64°20′  
𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  

𝜎𝜎𝑛𝑛  

最大剪应力所在平面 

由𝜃𝜃′′确定的剪应力最大 S 面 
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联立（a）和（b）两式可得主轴坐标系下𝑂𝑂𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面中的 Mohr 圆方程： 
 

�𝜎𝜎𝑛𝑛 −
𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2

2
�

2
+ 𝜏𝜏2 = �

1
2

(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2)�
2

 

····（c） 

而𝑂𝑂𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面中的 Mohr 圆也简化为： 

 
𝑂𝑂𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面上(𝜎𝜎𝑛𝑛 , 𝜏𝜏)点的坐标也简化为： 
 

𝜎𝜎𝑛𝑛 =
𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2

2
+
𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃，𝜏𝜏 = −

𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃 

<II> 三维应力圆 

从二维应力圆的研究中，我们已经看到应力圆是用几何方法分析一点的应力状态的非常有效的工具。

对平面应力状态，我们只需在𝑂𝑂𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面上用一个圆（二维应力圆）就可完全描述；而与此平面应力状态对

应的某点沿各个方向为法方向的平面上的应力矢量的正应力和剪应力可用二维应力圆圆周上的一个点坐标

C O 

𝐵𝐵(𝜎𝜎𝑛𝑛 , 𝜏𝜏) 

𝜎𝜎𝑛𝑛  

𝜏𝜏 

2𝜃𝜃 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 

𝜏𝜏 

θ 

1
2

(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2) 

𝜏𝜏随θ变化图 
 

𝜎𝜎𝑛𝑛  
1
2

(𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2) 

𝜋𝜋
2

 
π 

θ 

𝜎𝜎𝑛𝑛随θ变化图 
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来表示。 

三维空间任一点关于任意法方向的平面上的应力分量𝜎𝜎𝑛𝑛和𝜏𝜏也可用𝑂𝑂𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面上的一个点来表示。这就是

我们下面要讨论的三维应力圆。我们将看到用三维应力圆这种几何描述法可以巧妙地将三维空间中一点的

三维应力状态用二维图解的方法表示。 

我们的讨论为方便起见，仍选用主轴坐标，设𝜎𝜎1 >  𝜎𝜎2 >  𝜎𝜎3 。对任意一个法方向为𝑛𝑛�⃗的平面上的应力

矢量𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)

，由柯西公式知： 

𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗 = �

 𝜎𝜎1 0 0
0 𝜎𝜎2 0 
0 0 𝜎𝜎3

�  �
𝑛𝑛1
𝑛𝑛2
𝑛𝑛3

� = (𝜎𝜎1𝑛𝑛1   𝜎𝜎2𝑛𝑛2   𝜎𝜎3𝑛𝑛3) = �𝜎𝜎1
(𝑛𝑛) 𝜎𝜎2

(𝑛𝑛) 𝜎𝜎3
(𝑛𝑛)� 

····(2-7-11a) 

而相应的正应力和剪应力分别为： 

�
𝜎𝜎𝑛𝑛 =   𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) ·  𝑛𝑛�⃗ = 𝜎𝜎𝑖𝑖

(𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝜎𝜎1𝑛𝑛1
2 + 𝜎𝜎2𝑛𝑛2

2 + 𝜎𝜎3𝑛𝑛3 
2 

𝜏𝜏2 = (𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛))2 − 𝜎𝜎𝑛𝑛2                                                       

𝑛𝑛𝑗𝑗2 = 1                                                                            

� 

····（2-7-12b） 

解上联立方程组得： 

𝑛𝑛1
2 =

𝜏𝜏2 + (𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜎𝜎2)(𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜎𝜎3)
(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2)(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3)

 

𝑛𝑛2
2 =

𝜏𝜏2 + (𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜎𝜎3)(𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜎𝜎1)
(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎1)

 

𝑛𝑛3
2 =

𝜏𝜏2 + (𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜎𝜎1)(𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜎𝜎2)
(𝜎𝜎3 − 𝜎𝜎1)(𝜎𝜎3 − 𝜎𝜎2)

 

····（2-7-13c） 

我们先看（2-7-13）的第一式。 

令𝑛𝑛1 = 0，这意味着面元的法向与𝜎𝜎1轴垂直，且位于𝜎𝜎2与𝜎𝜎3轴所构成的平面内，而面元自身则垂直于

𝑜𝑜𝑜𝑜2𝑥𝑥3坐标平面（如图所示）。 

 

对不同的𝛼𝛼角对应的面元构成了绕𝜎𝜎1轴旋转的平面族 S。对𝑛𝑛2 = 0和𝑛𝑛3 = 0分别有与此类似的情形。 

当𝑛𝑛1 = 0时（2-7-13）的第一式可写成： 

 

�𝜎𝜎𝑛𝑛 −
𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎3

2
�

2 
+ 𝜏𝜏2 = �

𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3

2 �
2
 

····(2-7-14d） 

上式表明𝑛𝑛1 = 0的所有面元上的正应力𝜎𝜎𝑛𝑛和剪应力𝜏𝜏在𝑜𝑜𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面上构成了一个应力圆，其圆心为

𝛼𝛼 
𝑛𝑛�⃗  

𝜎𝜎3(𝑒𝑒3���⃗ ) 

𝜎𝜎1(𝑒𝑒1���⃗ ) 

𝜎𝜎2(𝑒𝑒2���⃗ ) 

𝑆𝑆面 
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（
𝜎𝜎2+𝜎𝜎3

2
, 0）,半径为（

𝜎𝜎2−𝜎𝜎3
2

）,并且通过（𝜎𝜎2, 0）和（𝜎𝜎3, 0）两点（见下图中内切的小圆𝐶𝐶Ⅰ）。 

 
同理可得𝑛𝑛2 = 0时的应力圆方程为： 

 

�𝜎𝜎𝑛𝑛 −
𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎3

2
�

2 
+ 𝜏𝜏2 = �

𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3

2 �
2
 

····(2-7-15e) 

它对应于上图中通过（𝜎𝜎1, 0）和（𝜎𝜎3, 0）两点的圆（外切的大圆𝐶𝐶Ⅱ）。 

而𝑛𝑛3 = 0时的应力圆方程为： 

 

�𝜎𝜎𝑛𝑛 −
𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2

2
�

2 
+ 𝜏𝜏2 = �

𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2

2 �
2
 

···（2-7-16f） 

上式对应摩尔平面上通过（𝜎𝜎1, 0）和（𝜎𝜎2, 0）两点的圆（图中内切的中号圆𝐶𝐶Ⅲ）。 

 

进一步考察（2-7-13）式的一般情况，即𝑛𝑛𝑖𝑖 ≠ 0的情况，这时（2-7-13）式可改写成： 

�

𝜏𝜏2 + �𝜎𝜎𝑛𝑛 −
𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎3

2
�

2 
= �

𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3

2 �
2

+ [(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2)(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3)]𝑛𝑛1
2

𝜏𝜏2 + �𝜎𝜎𝑛𝑛 −
𝜎𝜎3 + 𝜎𝜎1

2
�

2 
= �

𝜎𝜎3 − 𝜎𝜎1

2 �
2
− [(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2)]𝑛𝑛2

2

𝜏𝜏2 + �𝜎𝜎𝑛𝑛 −
𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2

2
�

2 
= �

𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2

2 �
2

+ [(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3)(𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)]𝑛𝑛3
2
⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

 

····（2-7-17g） 

显然，当𝑛𝑛𝑖𝑖确定后，（2-7-17）式中的三个方程仍是𝑜𝑜𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面上的圆，与（2-7-14,15,16）三个方程比

较，可见其圆心不变,只是半径（按𝜎𝜎1 >  𝜎𝜎2 >  𝜎𝜎3的规定）增大（即（2-7-17）式中的第 1、3 两式）或缩

小（即（2-7-17）式中的第 2式）。 

𝜏𝜏 

𝜎𝜎𝑛𝑛  
O 𝜎𝜎2 𝜎𝜎1  𝜎𝜎3 

𝐶𝐶𝐼𝐼  
𝐶𝐶𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼  

𝐶𝐶𝐼𝐼𝐼𝐼  

Q’ 

𝑛𝑛1 = 0 

𝑛𝑛2 = 0 

𝑛𝑛3 = 0 
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我们利用数值计算软件 mathematica7 来动态模拟空间任一点 P 的应力状态与三维应力圆之间的关系。

运行附录中的演示程序，拖动 theta、phi 滑块改变法向量𝑛𝑛�⃗的空间指向。右图中的红色矢量即法向量𝑛𝑛�⃗，绿

色矢量为这个面上的应力矢量。可以看到，当𝑛𝑛�⃗改变时，由（2-7-17）式构造的三个应力圆半径随之改变。

三个圆的交点即为𝑜𝑜𝜎𝜎𝑛𝑛𝜏𝜏平面上对应的(𝜎𝜎𝑛𝑛  , 𝜏𝜏)点。当法向量𝑛𝑛�⃗遍历整个球面时，三个圆的交点也遍历整个阴影

区。 

由此可见：式（2-7-14）、（2-7-15）、（2-7-16）在 Mohr 应力平面上的几何意义是三个彼此相切的圆。

而相应的物理意义是这三个圆围成的阴影区域（包括圆周上）是过空间某一已知点任一法向为𝑛𝑛�⃗的面元上的

应力矢量𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) = 𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ + 𝜏𝜏𝑡𝑡𝑡𝑡的值域，值域中的每个点对应一组正应力和剪应力。 

 

§2.8 应力张量的分解 
一点的应力张量可以分解成两部分，即（按张量加法法则） 
 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜎𝜎11 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 𝜎𝜎23
𝜎𝜎31 𝜎𝜎32 𝜎𝜎33

� = �
𝜎𝜎0 0 0
0 𝜎𝜎0 0
0 0 𝜎𝜎0

� + �
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎0 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 − 𝜎𝜎0 𝜎𝜎23
𝜎𝜎31 𝜎𝜎32 𝜎𝜎33 − 𝜎𝜎0

� = 𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖  

          ····（2-8-1） 
定义应力球张量： 

𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜎𝜎0 0 0
0 𝜎𝜎0 0
0 0 𝜎𝜎0

� 

其中： 

𝜎𝜎0 =
1
3
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 =

1
3

(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33) 

····（2-8-2） 
称为平均应力。 
可以看出：应力球张量是一种三个正应力彼此相等（即：𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎22 = 𝜎𝜎33 = 𝜎𝜎0）的特殊应力状态。它

的三维 Mohr 圆退化为一点（因𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3 = 𝜎𝜎0）。亦即过该点沿任一方向的截面 S 上的应力矢量均相同，
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只有正应力𝜎𝜎0，剪应力为零。换句话说就是任意方向均为主方向。应力球张量可以从任意应力张量中分解

出来，它表示物体均匀各向受拉(𝜎𝜎0 > 0)或受压(𝜎𝜎0 < 0)，有时统称之为静水压应力状态（因静止流体中个点

的应力状态具有这种特性，是属于𝜎𝜎0 < 0的情况）。应力球张量仅改变弹性体的体积，即使体积均匀压缩或

膨胀，而不改变它的形状。 
 
定义应力偏（斜）张量： 

𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎0 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13
𝜎𝜎21 𝜎𝜎22 − 𝜎𝜎0 𝜎𝜎23
𝜎𝜎31 𝜎𝜎32 𝜎𝜎33 − 𝜎𝜎0

� 

····（2-8-3） 

其应力状态特性方程为（仿照应力张量的特性方程）： 
 

𝑆𝑆3 − 𝐽𝐽1𝑆𝑆2 + 𝐽𝐽2𝑆𝑆 − 𝐽𝐽3 = 0 
····（2-8-4） 

这里𝐽𝐽1、𝐽𝐽2、𝐽𝐽3为应力偏张量的三个不变量，其分别为（仿照 2-5-5式）： 
 

�
𝐽𝐽1 = 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑆𝑆11 + 𝑆𝑆22 + 𝑆𝑆33 = 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33 − 3𝜎𝜎0 = 0
𝐽𝐽2 = 𝐼𝐼2 − 3𝜎𝜎0

2                                                                                
𝐽𝐽3 = 𝐼𝐼3 − 𝐼𝐼2𝜎𝜎0 + 2𝜎𝜎0

3                                                                  
� 

····（2-8-5） 
（2-8-4）式中 S 为应力偏张量的主应力。可以证明（略）应力偏张量的主应力方向与应力张量的主应

力方向相同。 
应力偏张量仅决定弹性体的形状改变，而不改变它的体积。在地球内部，每一点都处在一个流体静压

（球张量）和一个偏斜应力张量的综合作用之下 
 

§2.9 八面体上的正应力与剪应力 
取主轴坐标系（如图），法线𝑛𝑛�⃗与三个主轴夹角相等的截面称为等倾面。 

 

显然有： 
𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 𝑛𝑛0 

𝑛𝑛j
2 = 𝑛𝑛1

2 + 𝑛𝑛2
2 + 𝑛𝑛3

2 = 1    ⟹     𝑛𝑛0 = ±
1
√3

 

在全空间共有八个这样的等倾面，它们组成一个正八面体。由对称性可知此八面体各面上的正应力均

𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) 

𝜎𝜎2 
 

𝜎𝜎3 

𝜎𝜎1 
 

𝑛𝑛�⃗  
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相等，记为𝜎𝜎0。由主轴系下的柯西公式及正应力公式可得： 

𝜎𝜎0 = 𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛) ∙ 𝑛𝑛�⃗ = 𝜎𝜎𝑗𝑗
(𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑗𝑗 = 𝑛𝑛𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗 = (𝑛𝑛1 𝑛𝑛2 𝑛𝑛3)�

𝜎𝜎1 0 0
0 𝜎𝜎2 0
0 0 𝜎𝜎3

��
𝑛𝑛1
𝑛𝑛2
𝑛𝑛3

�         

= 𝜎𝜎1𝑛𝑛1
2 + 𝜎𝜎2𝑛𝑛2

2 + 𝜎𝜎3𝑛𝑛3
2 = 𝑛𝑛0

2(𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎3) =
1
3

(𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎3) =
1
3
𝐼𝐼1 

····（2-9-1） 
上式表明：八面体各面上的正应力正好等于三个主应力的平均值。另外，等倾面上应力矢量𝜎⃗𝜎(𝑛𝑛)的模为： 

�𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)�

2
= (𝜎𝜎1𝑛𝑛1)2 + (𝜎𝜎2𝑛𝑛2)2 + (𝜎𝜎3𝑛𝑛3)2 =

1
3

(𝜎𝜎1
2 + 𝜎𝜎2

2 + 𝜎𝜎3
2) 

所以，等倾面上的剪应力（记为τ0）为： 

                𝜏𝜏0
2 = �𝜎𝜎𝑖𝑖

(𝑛𝑛)�
2
− 𝜎𝜎0

2 = 1
3

(𝜎𝜎1
2 + 𝜎𝜎2

2 + 𝜎𝜎3
2) − 𝜎𝜎0

2 = 2
3
𝐽𝐽2 

····（2-9-2） 

证：  

因为：𝜎𝜎0 = 1
3

(𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎3)，𝐼𝐼2 = 𝜎𝜎1𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎2𝜎𝜎3 + 𝜎𝜎1𝜎𝜎3 

所以：𝜎𝜎0
2 = 1

9
[(𝜎𝜎1

2 + 𝜎𝜎2
2 + 𝜎𝜎3

2) + 2𝐼𝐼2] 

所以：𝜏𝜏0
2 = 1

3
(𝜎𝜎1

2 + 𝜎𝜎2
2 + 𝜎𝜎3

2) − 𝜎𝜎0
2 = 1

3
(𝜎𝜎1

2 + 𝜎𝜎2
2 + 𝜎𝜎3

2) − 1
9

[(𝜎𝜎1
2 + 𝜎𝜎2

2 + 𝜎𝜎3
2) + 2𝐼𝐼2] = 2

3
�1

3
[(𝜎𝜎1

2 + 𝜎𝜎2
2 + 𝜎𝜎3

2) − 𝐼𝐼2]� 

因为：𝐽𝐽2 = 3𝜎𝜎0
2 − 𝐼𝐼2 = 3 ∙ 1

9
[(𝜎𝜎1

2 + 𝜎𝜎2
2 + 𝜎𝜎3

2) + 2𝐼𝐼2] − 𝐼𝐼2 = 1
3

[(𝜎𝜎1
2 + 𝜎𝜎2

2 + 𝜎𝜎3
2) − 𝐼𝐼2] 

所以：𝜏𝜏0
2 = 2

3
𝐽𝐽2 

  
由上述结果可见：八面体应力（包括正、剪应力）是个很重要的量，其正应力与主轴系下的应力张量

的第一不变量𝐼𝐼1成正比（2-9-1 式）。剪应力平方与偏张量的第二个不变量𝐽𝐽2成正比（2-9-2 式）。它们在连

续介质力学的其他分支学科里常被用作重要参数。 
 

§附录 

<I> （2-7-8）（2-7-9a）式推导过程 

（2-7-8）式推导过程 

将：𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃 = 2𝜎𝜎12
𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

 化为 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃 = 2𝜎𝜎12
𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 代入（2-7-5）式中的第一、二式，得： 

𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎11
′ = 𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22

2
+ 𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 + 𝜎𝜎12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃 = 𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22

2
+ 𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 + 2𝜎𝜎12

2

𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃  

= 𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22
2

+ �𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2

+ 2𝜎𝜎12
2

𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃  

注意到：𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 = � 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2 2𝜃𝜃

= � 1
1+𝑡𝑡𝑡𝑡22𝜃𝜃

= �
1

1+� 2𝜎𝜎12
𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

�
2 = � (𝜎𝜎11−𝜎𝜎22 )2

(𝜎𝜎11−𝜎𝜎22 )2+(2𝜎𝜎12 )2 

则有：𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22
2

+ ��𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2

�
2

+ 𝜎𝜎12
2  ，即(2-7-8a) 

而：𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎22
′ = 𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22

2
− 𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 − 𝜎𝜎12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃 = 𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22

2
− �𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

2
+ 2𝜎𝜎12

2

𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 
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则有：𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22
2

−��𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2

�
2

+ 𝜎𝜎12
2  ，即(2-7-8b) 

 

（2-7-9a）式推导过程 

将𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃 = −�𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2𝜎𝜎12

� 化为 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃 = −�𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2𝜎𝜎12

� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 代入（2-8-5）式中的第三式得 

𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = �𝜎𝜎12
′ |𝜃𝜃=𝜃𝜃′′ = −𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

2
�−�𝜎𝜎11−𝜎𝜎22

2𝜎𝜎12
� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃�+ 𝜎𝜎12 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 = �(𝜎𝜎11−𝜎𝜎22 )2

4𝜎𝜎12
+ 𝜎𝜎12� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃  

= ��𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2

�
2

+ 𝜎𝜎12
2   

注意到：𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃 = � 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2 2𝜃𝜃

= � 1
1+𝑡𝑡𝑡𝑡22𝜃𝜃

= �
1

1+�−�𝜎𝜎11−𝜎𝜎22
2𝜎𝜎12

��
2 = � (2𝜎𝜎12)2

(2𝜎𝜎12 )2+(𝜎𝜎11−𝜎𝜎22 )2 

<II> 三维莫尔应力圆演示程序源代码 

在 mathematica7下运行。 
Clear[d1,d2,d3,c]; 
d1=3;d2=2;d3=1;(*为主应力赋值*) 
c=(*作出阴影图并赋值给 c*) 

RegionPlot[ 
(x-(d2+d3)/2)^2+y^2>((d2-d3)/2)^2 &&   

      (x-(d1+d3)/2)^2+y^2<((d1-d3)/2)^2 &&  
          (x-(d2+d1)/2)^2+y^2>((d2-d1)/2)^2,  
     {x,d3,d1},{y,(d3-d1)/2,(d1-d3)/2},(*指定阴影区域*) 
     PlotRange->{{0,5},{-2,2}},PlotStyle->Opacity[0.3](*指定作图范围与透明度*) 
    ]; 
Manipulate[{ 
    Show[ 
      ParametricPlot[{ 
          {(*CI 应力圆的参数方程*) 
            ((((d2-d3)/2)^2+((d1-d2)*(d1-d3))*(Sin[theta]*Sin[phi])^2)^0.5)*Cos[u]+(d2+d3)/2, 
            ((((d2-d3)/2)^2+((d1-d2)*(d1-d3))*(Sin[theta]*Sin[phi])^2)^0.5)*Sin[u] 
           }, 
          {(*CII 应力圆的参数方程*) 
            ((((d3-d1)/2)^2+((d2-d3)*(d2-d1))*(Sin[theta]*Cos[phi])^2)^0.5)*Cos[u]+(d1+d3)/2, 
            ((((d3-d1)/2)^2+((d2-d3)*(d2-d1))*(Sin[theta]*Cos[phi])^2)^0.5)*Sin[u] 
           }, 
          {(*CII 应力圆的参数方程*) 
            ((((d1-d2)/2)^2+((d1-d3)*(d2-d3))*(Cos[theta])^2)^0.5)*Cos[u]+(d1+d2)/2, 
            ((((d1-d2)/2)^2+((d1-d3)*(d2-d3))*(Cos[theta])^2)^0.5)*Sin[u] 
           } 
          }, 
         {u,0,2Pi}, 
         PlotRange->{{0,5},{-2,2}}, 
         PlotStyle->{Thick,Thick,Thick} 
         ], 
      c(*与之前绘制的阴影区合并*) 
      ], 
    Graphics3D[{ (*绘制法向量*) 
        {Red,Tube[{{0,0,0},{Sin[theta]*Sin[phi],Sin[theta]*Cos[phi],Cos[theta]}}]},  
         (*绘制应力矢量*) 
        {Green,Tube[{{0,0,0},{d1*Sin[theta]*Sin[phi],d2*Sin[theta]*Cos[phi],d3*Cos[theta]}}]}, 
        {Opacity[0.8],Sphere[{0,0,0},0.6]}}, 
                      Axes-> True,  
       PlotRange->{{-1.5,1.5},{-1.5,1.5},{-1.5,1.5}}]   
      }, 
   {theta,0,Pi}, 
   {phi,0,2Pi} 
      ] 

 
  



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

54 连续介质力学讲义（固体力学部分） 

第三章 应变分析 
在理论力学中，我们研究物体受外力作用运动时，假定物体内点与点之间的距离不改变，即点与点之

间是刚性连接，所以称为刚体的运动。在弹性力学中，有别于理论力学的显著特点是：物体受力时，物体

上任意两点之间的距离将发生变化——物体发生变形。本章就来研究物体变形的几何性质。本章是纯几何

学问题，实际上前一章（应力分析）是纯（静）力学问题。在下一章我们将研究把这两个问题联系起来的

物理学问题——弹性力学的本构关系。 
 

§3.1 位移场 
任一物体的形状改变及其在空间的位置总可以用物体上每一个点在空间的位置来完全描述。设在笛卡

尔坐标系𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3中有一个物体𝑉𝑉，在外力作用下该物体的位置发生移动并且形状发生变化，从而使𝑉𝑉变成𝑉𝑉′

（如图所示），𝑉𝑉内任一点𝐴𝐴(𝑟𝑟)移到了点𝐴𝐴′(𝑟𝑟′)。 

 
根据介质的连续性要求，组成𝑉𝑉的质点集合与组成𝑉𝑉′的质点集合是一一对应的（即质点不能产生，不能

消失），因此𝑟𝑟′应是𝑟𝑟的单值连续函数，即有： 
 

𝑟𝑟′ = 𝑟𝑟′(𝑟𝑟)       𝑟𝑟′ ∈  𝑉𝑉′  , 𝑟𝑟 ∈  𝑉𝑉 
····（3-1-1） 

而物体由𝑉𝑉到𝑉𝑉′，其上点点在空间的位移构成一个矢量函数，即： 
 

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) = 𝑟𝑟′(𝑟𝑟)− 𝑟𝑟             𝑟𝑟 ∈  𝑉𝑉 
····（3-1-2） 

因此，𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)也是𝑟𝑟的单值连续函数，称为位移（矢量）场。 
这种用物体变形前，物体上点点的矢径𝑟𝑟为自变量的描述方法称为拉格朗日描述法或称物质描述法。如

果不考虑变形过程中物体被撕裂或折叠等特别情况，那么𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)不仅是𝑟𝑟的单值连续函数，而且除了物体上有

限的点、线、面之外，还是𝑛𝑛次可微的。 
显然，知道了物体𝑉𝑉的位移场𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)    𝑟𝑟 ∈  𝑉𝑉，则物体受力后的位置和形状变化的全貌就清楚了。 
 

§3.2 应变张量和旋转张量 
弹性力学着重讨论物体的变形运动。由上一节我们知道，要了解物体 V 的变形需要知道物体 V 的位移

场。实际上，物体上各点位置在变形前后的相对变化,就反映了物体的变形。下面我们就来分析如何表示反

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 

𝑂𝑂 

𝐴𝐴(𝑟𝑟) 
𝐴𝐴′(𝑟𝑟′) 

𝑟𝑟 𝑟𝑟′  

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 

𝑉𝑉 
𝑉𝑉′  
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映物体变形的、各点之间距离的相对变化。 

<I> 弹性体上任意两个临近点在变形时相对位置的变化 

我们来考察物体的变形。设𝐴𝐴(𝑟𝑟)，𝐵𝐵(𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ )是物体内相邻的两点，在受力前它们的坐标分别为𝑥𝑥𝑖𝑖和
𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖，𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖是个微元矢量。物体受力变形后，𝐴𝐴(𝑟𝑟)和𝐵𝐵(𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ )各自移动到新的位置𝐴𝐴′(𝑟𝑟′���⃗ )和𝐵𝐵′(𝑟𝑟′���⃗ + 𝑑𝑑𝑟𝑟′������⃗ )，
各自的位移为：𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)和𝑢𝑢�⃗ �𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ �。 

 

由上图可见：反映物体变形的是两点之间相对位置的变化（即𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)），也就是两点的位移矢量之差。 

即：𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) = 𝑢𝑢�⃗ �𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ � − 𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 

或：𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 � = 𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 � − 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑗𝑗 ) 

····（3-2-1） 

由于𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)是 n次可微的单值、连续函数（连续性假定），且𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ 是无限小量，因此，B点的位移𝑢𝑢�⃗ �𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ �可用

位移函数在 A点的泰勒展开式表示，其一级近似为： 

 

𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 � = 𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 �+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 �+
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 +
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

−
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗  

（张量表示法，注意到全微分：𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗） 

····（3-2-2） 
其中记： 

𝐷𝐷��⃗��⃗ = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� 

𝑅𝑅�⃗�⃗ = 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

−
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� 

····（3-2-3） 

这里实际已用到了在数学准备中介绍的多元矢量函数的空间导数是一个二阶张量的知识。称𝐷𝐷��⃗��⃗为应变张

量，𝑅𝑅�⃗�⃗为旋转张量。将（3-2-2）代入（3-2-1）得： 

𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) = 𝐷𝐷��⃗��⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ + 𝑅𝑅�⃗�⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ = 𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ 𝐷𝐷 + 𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ 𝑅𝑅 

或：𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 + 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗  

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 𝑂𝑂 

𝑟𝑟 

𝑟𝑟′  

𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟 
𝐴𝐴(𝑟𝑟) 

𝐴𝐴′(𝑟𝑟′) 

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 
𝑑𝑑𝑟𝑟 

𝐵𝐵(𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟) 

𝑑𝑑𝑟𝑟′  𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟) 

𝐵𝐵′(𝑟𝑟′ + 𝑑𝑑𝑟𝑟′) 

图（3-2I） 

邻
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····（3-2-4） 

注：多元矢量函数的空间导数
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

=

⎝

⎜
⎛

𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥3⎠

⎟
⎞
 

上式就是弹性体受力变形时，弹性体上任意一点𝐴𝐴(𝑟𝑟)与其邻近点𝐵𝐵(𝑟𝑟)（也是任意的）之间距离的相对

变化向量。下面我们将看到𝐷𝐷��⃗��⃗和𝑅𝑅�⃗�⃗分别反映了物体上任意两点 AB 构成的线元𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ 的变形情况和刚体转动。而

𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ 𝐷𝐷和𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ 𝑅𝑅分别表示由于微线元𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ 的变形及刚体转动引起的位移。 

<II> 应变分量𝜺𝜺𝒊𝒊𝒊𝒊的几何意义 

(1) 当 i=j 时——线应变 

为了讨论应变分量𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖的几何意义，先分析一下弹性体上任意微线元𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖��⃗在变形时的相对伸长（或

缩短）。 
相对伸（缩）定义为： 

|∆𝑥𝑥𝑖𝑖| =
|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′ | − |𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖|

|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖|
=

|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′ |
|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖|

− 1 

····（3-2-5） 

这里𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′是变形后微线元的长度矢量（见图(3-2I)），由图(3-2I)可见： 

 

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′ = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 
 

由式（3-2-2）可知： 

𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 

所以： 

 

(𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′)2 = (𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖)2 = (𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + 2𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 + (𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖)2 = (𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + 2
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖 

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑙𝑙
改变求和指标
�⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯� (𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖)2 +

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 

= (𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + ��
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

� 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 = (𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + 2𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 

····（3-2-6） 

这里记： 

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1
2
��
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

� 

····（3-2-7） 

称其为拉格朗日（或物质）描述法下的有限应变张量。 

定义小形变：当
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

≪ 1，即位移场随空间的变化很小时，相应的形变称为小形变。 

根据线弹性理论的小形变假设，我们略去（3-2-7）中的二次项，得： 

 

(𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′)2 = (𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + 2𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 
····（3-2-8） 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  57 

这里𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖即为小形变下的拉格朗日应变张量，就是我们前面考虑 B 点位移的泰勒展开一级近似所得到的

应变张量。 

由于𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖的方向余弦为： 

 

𝑛𝑛𝑖𝑖 =
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖

|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖|
=
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

 ；𝑛𝑛𝑗𝑗 =
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗
�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 �

=
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

 

（由 3-2-8式）所以有： 

 

(𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′)2

(𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖)2 =
|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′ |2

|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖|2 = 1 + 2𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑛𝑛𝑗𝑗 

····（3-2-9） 

即相对伸长为： 

 

|𝛥𝛥𝑥𝑥𝑖𝑖| =
|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′ |
|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖|

− 1 = �1 + 2𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑛𝑛𝑗𝑗 �
1

2� − 1 

····（3-2-10） 

现在我们来说明𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖的几何意义。若特选定微线元矢量𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑒𝑒1���⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑒𝑒1���⃗ ，即𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ 变形前沿𝑥𝑥1轴方向，则

有：𝑛𝑛1 = 1,𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 0，故变形后线元�𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ �在𝑥𝑥1方向的相对伸长（或缩短）为： 

|𝛥𝛥𝑥𝑥1| = (1 + 2𝜀𝜀11)1
2� − 1 

····（3-2-11） 

同理可得变形前沿𝑥𝑥2、𝑥𝑥3轴向的微线元，变形后在相应方向的相对伸长（或缩短）为： 

 

|𝛥𝛥𝑥𝑥2| = (1 + 2𝜀𝜀22)1
2� − 1 

····（3-2-12） 

 

|𝛥𝛥𝑥𝑥3| = (1 + 2𝜀𝜀33)1
2� − 1 

····（3-2-13） 

将以上三式作幂级数展开，考虑到小形变，略去𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖的平方以上项得： 

 

|𝛥𝛥𝑥𝑥1| = 𝜀𝜀11 ；|𝛥𝛥𝑥𝑥2| = 𝜀𝜀22 ；|𝛥𝛥𝑥𝑥3| = 𝜀𝜀33 

···（3-2-14） 

注：√1 + 𝑥𝑥 = (1 + 𝑥𝑥)1
2� = 1 + 𝑥𝑥

2
− 𝑥𝑥2

2∙4
+ 1∙3

2∙4∙6
𝑥𝑥3 − 1∙3∙5

2∙4∙6∙8
𝑥𝑥4 + ⋯ (|𝑥𝑥| ≤ 1)。记2𝜀𝜀11 = 𝑥𝑥，则�1 + 2𝜀𝜀11按泰勒展开略去𝜀𝜀11的

平方以上项得（3-2-14）。 

 

结论：应变张量𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜀𝜀11 𝜀𝜀12 𝜀𝜀13
𝜀𝜀21 𝜀𝜀22 𝜀𝜀23
𝜀𝜀31 𝜀𝜀32 𝜀𝜀33

�的各主对角元素𝜀𝜀11、𝜀𝜀22、𝜀𝜀33分别（或在小形变假设下）代表线

元𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ 在𝑥𝑥1、𝑥𝑥2、𝑥𝑥3 三个坐标轴方向的相对伸长（或缩短），又称线应变。 �  𝑑𝑑𝑟𝑟 = 𝑑𝑑𝑥𝑥1 𝑒𝑒1���⃑ + 𝑑𝑑𝑥𝑥2𝑒𝑒2���⃑ +
𝑑𝑑𝑥𝑥3𝑒𝑒3���⃑，若𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 > 0 则为伸长，反之为缩短�。 

 

(2) 体膨胀系数𝜃𝜃(𝑟𝑟) 
体膨胀系数𝜃𝜃(𝑟𝑟)是表示弹性体上一个点的体积胀缩性质的物理量。它定义为： 
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  𝜃𝜃(𝑟𝑟) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑉𝑉→0

𝑉𝑉′ − 𝑉𝑉
𝑉𝑉

 

····（3-2-15） 

其中 V为变形前包含𝐴𝐴(𝑟𝑟)点的一个任意形状的微体元，它的界面为 S。而𝑉𝑉′为变形后该微体元所占据的

空间，则体积改变为：∆𝑉𝑉 = 𝑉𝑉′ − 𝑉𝑉。 

 

若弹性体变形引起的位移场为𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)，则有： 

𝛥𝛥𝛥𝛥 = 𝑉𝑉′ − 𝑉𝑉 = �𝑢𝑢�⃑
𝑆𝑆

(𝑟𝑟) ∙ 𝑑𝑑𝑆𝑆 

····（3-2-16） 

即体积改变量等于位移场的总通量。 

另外，由矢量代数理论知，位移场𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)在点𝑟𝑟处的体积导数（或空间导数）𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑉𝑉→0
∯ 𝑢𝑢��⃑𝑆𝑆 (𝑟𝑟)∙𝑑𝑑𝑆𝑆

𝑉𝑉
就等于它的

散度𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ (𝑟𝑟)，即有： 

 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑉𝑉→0

∯ 𝑢𝑢�⃑𝑆𝑆 (𝑟𝑟) ∙ 𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑉𝑉

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑉𝑉→0

∰  𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ (𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉
𝑉𝑉

= 𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ (𝑟𝑟) 

····（3-2-17） 

注：当 V 很小时，V 上的散度𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ (𝑟𝑟)可视为取平均值(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ (𝑟𝑟))∗的一个常量，而当 V 向𝐴𝐴(𝑟𝑟)点收缩时，有𝑉𝑉 → 0, 𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉,则
有𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑉𝑉→0
(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ )∗ = 𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ (𝑟𝑟)。 

 

由（3-2-15）和（3-2-16）以及（3-2-17）得： 

 

𝜃𝜃(𝑟𝑟) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑉𝑉→0

𝑉𝑉′ − 𝑉𝑉
𝑉𝑉

=  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑉𝑉→0

∯ 𝑢𝑢�⃑𝑆𝑆 (𝑟𝑟) ∙ 𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑉𝑉

= 𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ (𝑟𝑟) =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑟𝑟) = 𝜀𝜀11 + 𝜀𝜀22 + 𝜀𝜀33 

····（3-2-18） 

结论：弹性体内某点的体积膨胀系数等于位于该点上的分别平行于三个坐标轴的微线段的相对伸长（或

缩短）之代数和。 

 

(3) 当𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗时——剪应变 

我们以𝜀𝜀12 = 1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢1
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑥𝑥1

�为例加以讨论。我们考虑初始时刻沿 X1 轴方向的微线元      𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗���⃗ =

𝑢𝑢�⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 = 微圆柱体积  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑆𝑆𝑖𝑖  
𝑛𝑛�⃗  

𝑟𝑟 
𝑟𝑟′  

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 
𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗  
 

𝜑𝜑 

体积改变量等于位移场的总通量 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  59 

𝑑𝑑𝑥𝑥1 𝑒𝑒1���⃗（如下图所示），其在受力变形后为𝐴𝐴′𝐵𝐵′��������⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗′ 𝑒𝑒𝑗𝑗���⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥1
′ 𝑒𝑒1���⃗ + 𝑑𝑑𝑥𝑥2

′ 𝑒𝑒2����⃗ + 𝑑𝑑𝑥𝑥3
′ 𝑒𝑒3����⃗。 

 

另外我们由上右图知：一般情况下，线元𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑖𝑖���⃗变形后为𝐴𝐴′𝐵𝐵′��������⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′ 𝑒𝑒𝑖𝑖���⃗，且由（3-2-2）有： 

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′ =  𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗  

 

对于我们现在考虑的特殊情况（即初始𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗���⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥1 𝑒𝑒1���⃗，亦即𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 = (𝑑𝑑𝑥𝑥1, 0,0)），由上式知变形后

线元𝐴𝐴′𝐵𝐵′��������⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′ 𝑒𝑒𝑖𝑖���⃗在三个坐标轴上的投影为： 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑑𝑑𝑥𝑥1

′ =  𝑑𝑑𝑥𝑥1 +
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝑑𝑑𝑥𝑥1 = (1 +

𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
)𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑥𝑥2
′ =

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝑑𝑑𝑥𝑥1                                             

𝑑𝑑𝑥𝑥3
′ =

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
𝑑𝑑𝑥𝑥1                                             

� 

····（3-2-19） 
我们令：𝛽𝛽12为初始沿 X1 轴向的线元𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥1 𝑒𝑒1���⃗在变形后向 X2 轴转动的角度，𝛽𝛽21为初始沿 X2 轴向的线元

𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ = 𝑑𝑑𝑥𝑥2 𝑒𝑒2����⃗在变形后向 X1轴转动的角度，（见前左图）。当转角很小时（亦即当为小形变情况下），可略去在

X3轴方向的位移（𝑑𝑑𝑢𝑢3 = 𝜕𝜕𝑢𝑢3
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑥𝑥1）对转角的影响（这在小形变假设下是可行的，见王龙甫书 P33）。 

在小形变假设下，分母上的
𝜕𝜕𝑢𝑢1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

≪ 1可略去，因而有： 

𝛽𝛽12 ≈ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝛽𝛽12 =
𝐵𝐵′′ 𝐵𝐵′

𝐴𝐴′𝐵𝐵′′
=
𝑑𝑑𝑥𝑥2

′

𝑑𝑑𝑥𝑥1
′ =

𝜕𝜕𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑥𝑥1

(1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

)𝑑𝑑𝑥𝑥1

=
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
 

····（3-2-20） 

同理可得： 

𝛽𝛽21 ≈
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

····（3-2-21） 

所以： 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 

𝐶𝐶 
𝐴𝐴′  

𝐵𝐵′  
𝐶𝐶′  

𝐵𝐵′′  

𝛽𝛽21  
𝛽𝛽12  

𝑥𝑥1 𝑂𝑂 
𝑟𝑟 

𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟 

𝑑𝑑𝑟𝑟    𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖   
𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 

𝐵𝐵(𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟) 

𝐴𝐴′(𝑟𝑟′) 𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟) 
𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 

𝐴𝐴(𝑟𝑟) 

𝐵𝐵′(𝑟𝑟′ + 𝑑𝑑𝑟𝑟′) 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖′   

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 

𝑂𝑂 
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𝜀𝜀12 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
� =

1
2

(𝛽𝛽12 + 𝛽𝛽21) 

····（3-2-22） 

结论：𝜀𝜀12为初始成直角的平行于 X1及 X2轴的线元在变形后，两线元之间夹角的减小值的一半。成为剪

应变或切应变。 

仿照上述讨论，我们可对𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗)的其他变量获得与上述相同的结论。 

概括而言𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗)代表初始与 Xi及 Xj轴平行且成直角的线元在形变后，两线元之间夹角的减小值的一

半。总之，𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (9 个分量)的全体描述了物体的变形或称应变。 

至此，我们清楚了（3-2-2）式：𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 � = 𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 �+ 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 +𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗中，右边第一项𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 �代表变

形时由于𝐴𝐴(𝑟𝑟)点位置的变化而对𝐵𝐵(𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟)点位移𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗 �的贡献，第二项𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗代表变形时线元 AB发生

相对变化（即产生应变）而对 B点位移的贡献。 

 

关于应变张量  还有另一种常用的表述，即 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =

⎝

⎛
𝜀𝜀11

𝛾𝛾12
2�

𝛾𝛾13
2�

𝛾𝛾12
2� 𝜀𝜀22

𝛾𝛾23
2�

𝛾𝛾13
2�

𝛾𝛾23
2� 𝜀𝜀33 ⎠

⎞ 

其中： 

𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� = 2𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖      (𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗) 

为区别𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖和𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖，我们将𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖称为剪应变（i≠j），𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖（i≠j）称为角应变，两者概念相同，数量上相差

一倍。 

<III> 应变张量的性质 

(1) 应变张量的对称性 

由定义𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =1
2
(𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

)，交换脚标得𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 =1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
� 

显然：𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗，即应变张量是对称张量。 
 
(2) 应变张量的坐标变换式 

设有原点重合的两个直角坐标系𝑥𝑥𝑖𝑖和𝑥𝑥𝑘𝑘′，𝑥𝑥𝑘𝑘′是𝑥𝑥𝑖𝑖绕原点旋转后得到的新坐标系。两坐标系的变换关系为： 

 
𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘表示𝑥𝑥𝑘𝑘′轴与𝑥𝑥𝑖𝑖轴之间的方向余弦，也是坐标基矢变换系数矩阵，是一个正交矩阵，即有𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖。 
又由矢量的坐标变换式可知： 
 

𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘′

   (∵  𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑥𝑥𝑘𝑘′ ) 

····（3-2-25） 
所以位移矢量𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟)在新旧坐标系下的变换式为： 

𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑥𝑥𝑘𝑘′ ,𝑥𝑥𝑖𝑖) 

         𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 
𝑥𝑥1
′  𝛼𝛼11  𝛼𝛼12  𝛼𝛼13  

 𝑥𝑥2
′   𝛼𝛼21 𝛼𝛼22  𝛼𝛼23  

 𝑥𝑥3
′  𝛼𝛼31  𝛼𝛼32  𝛼𝛼33  
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𝑢𝑢𝑘𝑘′ = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑢𝑢𝑖𝑖  

····（3-2-26） 

将上式代入𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖的定义式，并利用矢量的坐标变换式得： 
 

𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′ =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘′

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙′
+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙′

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘′
� =

1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘′

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙′

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙′

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘′

� =
1
2
�
𝜕𝜕�𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑢𝑢𝑗𝑗 �
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 +
𝜕𝜕(𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙𝑢𝑢𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 � 

=
1
2
𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 �

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

� = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗  

····（3-2-27） 
上式即为应变张量的坐标变换式，显然其与应力张量的坐标变换式形式是完全一致的。 
容易证明𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′ = 𝜀𝜀𝑙𝑙𝑙𝑙′  (证：𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′ = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 ，交换𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙与𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 的位置以及指标 i、 j，并根据𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 得：

𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′ = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜀𝜀𝑙𝑙𝑙𝑙′ )。 
即坐标旋转后应变张量任然是一个对称张量（即应变（应力亦然）张量的对称性是独立与坐标系的）。 
结论：应变张量的坐标变换式表明，一点的应变状态的完全确定，只要知道了过此点的三个相互垂直

方向上线元的线应变及其剪应变即可。在此前提下，该点沿任意方向的线应变与剪应变均可求出。 
另外，由于应力和应变张量的坐标变换式形式完全一致，所以基于应力张量坐标变换式得出的一系列

结论（我们在第二章讨论的），都可以从应变张量坐标变换式（3-2-27）出发得到相同的结论。例如与应力

曲面相对应，在应变分析中有应变曲面，与应力圆相对应有应变圆。此外，如应变张量的不变量，主应变、

应变主方向、最大剪应变等都与应力分析中相应的分析完全相似，简单到只要在有关公式中，用𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖替换𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖即
可。下面继续介绍有关应变张量的其他一些重要性质。 

 
(3) 主应变、主应变方向和应变张量不变量 

与应力分析中关于主应力、主应力方向的分析相同，如果物体中某点沿某一方向的线元在变形后，只

有线应变，而剪应变为零，则该方向的应变称为主应变，相应的方向称为主应变方向。 

由（3-2-4）式𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ = 𝐷𝐷��⃗��⃗ · 𝑑𝑑𝑟𝑟 + 𝑅𝑅�⃗�⃗ · 𝑑𝑑𝑟𝑟，我们知道：𝐷𝐷��⃗��⃗ · 𝑑𝑑𝑟𝑟 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗反映的是线元𝑑𝑑𝑟𝑟因变形引起的位移。

如果令𝑑𝑑𝑟𝑟 = 𝑛𝑛�⃗为单位矢量，则相应的位移矢量（这里不称其为应变矢量（与应力矢量对应）是因为传统的

习惯所致）记为ε(𝑛𝑛)�������⃗，故有 

𝜀𝜀(𝑛𝑛) = 𝐷𝐷��⃗��⃗ · 𝑛𝑛�⃗  或 𝜀𝜀𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗  

····（3-2-28） 

可见与柯西公式𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗形式完全一致。（3-2-28）式表明：只要知道了一点沿三个相互垂直方向上

的 6 个应变分量，则该点沿任意方向在形变后产生的位移分量均可求得。 
下面我们来讨论主应变。设𝑛𝑛𝑗𝑗为主应变方向单位矢量，𝜀𝜀为主应变，则类似于应力分析中求主应力及主

应力方向的方法，问题归结为方程组： 
 

�
(𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝜀𝜀𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 )𝑛𝑛𝑗𝑗 = 0

𝑛𝑛𝑗𝑗2 = 1
� 

····（3-2-29） 
的求解。与应力分析中完全类似的讨论，我们得到以下结果： 
① 主应变特征方程为： 

柯西应力曲面——过空间某点的任意截面上的应力矢量的几何描述。
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𝜀𝜀3 − 𝐼𝐼1′ 𝜀𝜀2 + 𝐼𝐼2′ 𝜀𝜀 − 𝐼𝐼3′ = 0 
····（3-2-30） 

其中： 

⎩
⎨

⎧
𝐼𝐼1′ = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖                                         

𝐼𝐼2′ =
1
2
�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 �             

𝐼𝐼3′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜀𝜀𝑟𝑟1𝜀𝜀𝑠𝑠2𝜀𝜀𝑡𝑡3

� 

····（3-2-31） 
为应变张量的第一、第二、第三不变量。特别𝐼𝐼1′就是所研究的体胀系数θ(𝑟𝑟)。 
② 由解出的第三个根，记为𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2, 𝜀𝜀3，即为三个主应变。若𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2, 𝜀𝜀3互不相等，将𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2, 𝜀𝜀3依次带入（3-2-29）

可求得唯一确定的三个相应的主应力方向。可以证明（类似于在应力分析中的证明）这三个主应力方向是

互相正交的。若以这三个主应力方向为坐标轴方向，则称为主轴坐标系。 

③ 在主轴系中，应变张量化简为𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜀𝜀1 0 0
0 𝜀𝜀2 0
0 0 𝜀𝜀3

� ，相应的应变张量不变量为： 

⎩
⎨

⎧
𝐼𝐼1′ = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀3                                       

𝐼𝐼2′ =
1
2
�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 � = 𝜀𝜀1𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀2𝜀𝜀3 + 𝜀𝜀3𝜀𝜀1

𝐼𝐼3′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 𝜀𝜀1𝜀𝜀2𝜀𝜀3                                      

� 

····（3-2-32） 

 
(4) 主应变、主应变方向的性质 

a) 主应变方向的变形，只有沿该方向的伸缩变形，没有剪切变形、即𝜀𝜀𝑖𝑖𝑗𝑗 = 0（当 i≠j）。 
b) 一点上的主应变及其方向是这一应变状态的特征，它们不随坐标系的变换而改变。 
c) 一点上总有不少于三个相互垂直的主应变方向。 
d) 一点上的主应变值全为实根，不可能出现复根。 
e) 一点上的主应变状态有三种可能： 

① 𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2, 𝜀𝜀3互不相等，得到唯一确定的，三个相互垂直的主应变方向。 
② 𝜀𝜀1 = 𝜀𝜀2 ≠ 𝜀𝜀3，则得到相应𝜀𝜀3的主方向是确定的，而与𝜀𝜀3的主方向垂直的任一方向都可以是主应

变方向（𝜀𝜀1或𝜀𝜀2）。 
③𝜀𝜀1 = 𝜀𝜀2 = 𝜀𝜀3，则任何方向都是主应变方向，此时物体处于均匀膨胀或均匀收缩的变形状态。 

f) 任意两个主应变方向之间的夹角，在形变前后保持不变。特别地，一点上的应变主轴方向在变形

过程中保持不变。此条由 a)可立即推出。 

<IV> 旋转张量的性质 

我们下面将看到，旋转张量比较直观简单。 
(1) 旋转张量具有反对称性，是个反对称张量，即： 

 
𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝜔𝜔𝑗𝑗𝑗𝑗  

····（3-2-33） 

从这定义可显而易见： 

∵ 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

−
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

) 

∴ 𝜔𝜔𝑗𝑗𝑗𝑗 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

−
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

� = −
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

−
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� = −𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖  
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又：𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0（当 i=j），所以旋转张量𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖只有三个独立分量。 
 
(2) 旋转张量的坐标变换关系式 
因为旋转张量是二阶反对称张量，所以也应该满足二阶张量的坐标变换关系： 
 

𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
′ = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑙𝑙𝑙𝑙 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（3-2-34） 

 

(3) 旋转张量的几何意义 
由旋转张量的定义（3-2-3）式有： 

𝑅𝑅�⃗�⃗ = �
𝜔𝜔11
𝜔𝜔21
𝜔𝜔31

  𝜔𝜔12  
  𝜔𝜔22  
  𝜔𝜔32  

𝜔𝜔13
𝜔𝜔23
𝜔𝜔33

� =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0 −
1
2
（
∂𝑢𝑢2

∂𝑥𝑥1
−
∂𝑢𝑢1

∂𝑥𝑥2
）

1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
−
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
)

1
2
（
∂𝑢𝑢2

∂𝑥𝑥1
−
∂𝑢𝑢1

∂𝑥𝑥2
） 0 −

1
2
（
∂𝑢𝑢3

∂𝑥𝑥2
−
∂𝑢𝑢2

∂𝑥𝑥3
）

−
1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
−
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
)

1
2
（
∂𝑢𝑢3

∂𝑥𝑥2
−
∂𝑢𝑢2

∂𝑥𝑥3
） 0

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

 
而：𝑑𝑑𝑟𝑟 = �𝑑𝑑𝑑𝑑1，𝑑𝑑𝑑𝑑2，𝑑𝑑𝑑𝑑3� 

另外，由式（3-2-4）式𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) = 𝐷𝐷��⃗��⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ + 𝑅𝑅�⃗�⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ = 𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ 𝐷𝐷 + 𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ 𝑅𝑅知： 

𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ 𝑅𝑅 = 𝑅𝑅�⃗�⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗  

我们下面将说明𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ 𝑅𝑅表示线元𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ 作刚性转动而引起的位移。 
若令： 

𝜔𝜔1 = 𝜔𝜔32 = −𝜔𝜔23 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
∂𝑢𝑢2

∂𝑥𝑥3
� 

𝜔𝜔2 = 𝜔𝜔13 = −𝜔𝜔31 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
−
∂𝑢𝑢3

∂𝑥𝑥1
� 

𝜔𝜔3 = 𝜔𝜔21 = −𝜔𝜔12 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
∂𝑢𝑢1

∂𝑥𝑥2
� 

则： 𝜔𝜔��⃗ = 𝜔𝜔1𝑒𝑒1���⃗ +𝜔𝜔2𝑒𝑒2���⃗ + 𝜔𝜔3𝑒𝑒3���⃗   称三维空间中的反对称张量𝑅𝑅�⃗�⃗的对偶矢量。 

那么： 

𝑅𝑅�⃗�⃗ = �
0 −𝜔𝜔3 𝜔𝜔2
𝜔𝜔3 0 −𝜔𝜔1
−𝜔𝜔2 𝜔𝜔1 0

� 

而： 

𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ 𝑅𝑅 = 𝑅𝑅�⃗�⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ = �
0 −𝜔𝜔3 𝜔𝜔2
𝜔𝜔3 0 −𝜔𝜔1
−𝜔𝜔2 𝜔𝜔1 0

��
𝑑𝑑𝑥𝑥1
𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑3

�  

= [(−𝜔𝜔3𝑑𝑑𝑑𝑑2 + 𝜔𝜔2𝑑𝑑𝑑𝑑3) 𝑒𝑒1���⃗ + (𝜔𝜔3𝑑𝑑𝑑𝑑1 −𝜔𝜔1𝑑𝑑𝑑𝑑3) 𝑒𝑒2���⃗ +(−𝜔𝜔2𝑑𝑑𝑑𝑑1 + 𝜔𝜔1𝑑𝑑𝑑𝑑2) 𝑒𝑒3���⃗ ] =𝜔𝜔��⃗ ×𝑑𝑑𝑟𝑟 
····（3-2-35a） 

写成分量形式为： 
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(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅)𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑗𝑗𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘  
····（3-2-35b） 

上式的意义显然代表矢量𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ =𝐴𝐴𝐴𝐴���� 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗绕空间矢量𝜔𝜔��⃗ = (𝜔𝜔1,𝜔𝜔2,𝜔𝜔3)的旋转。 

 

又：𝜔𝜔��⃗ ×𝑑𝑑𝑟𝑟的量纲是长度（因为𝜔𝜔��⃗是无量纲量），所以旋转张量对相对位移𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗的贡献就是𝑑𝑑𝑟𝑟绕空间矢量𝜔𝜔��⃗旋
转一个大小为|𝜔𝜔��⃗ ×𝑑𝑑𝑟𝑟|的位移，这就是旋转张量的几何解释。 

 
另外： 

∇ ×𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟�⃗ ) = �
𝜕𝜕𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕2
−
𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕1
� 𝑒𝑒1���⃗ + �

𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝜕𝜕3
−
𝜕𝜕𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕1
� 𝑒𝑒2���⃗ + �

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕1
−
𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝜕𝜕2
� 𝑒𝑒3���⃗  

= 2𝜔𝜔1 𝑒𝑒1���⃗ + 2𝜔𝜔2 𝑒𝑒2���⃗ +2𝜔𝜔3 𝑒𝑒3���⃗ = 2 𝜔𝜔��⃗  
 

可见：旋转张量𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖的对偶矢量𝜔𝜔��⃗是弹性体位移场旋度的二分之一。 

注意：根据张量理论，因为一个三维空间中的反对称张量总对应一个对偶矢量，而旋转张量𝑅𝑅�⃗�⃗是点点不

同的，即𝑅𝑅�⃗�⃗ = 𝑅𝑅�⃗�⃗ (𝑟𝑟�⃗ )，所以必有：𝜔𝜔��⃗ =𝜔𝜔��⃗ (𝑟𝑟�⃗ )。 

 

 
总结论：B 点的位移 
          𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗 � = 𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 �+ 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗 + 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗是由以下三部分构成 
（1） 𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 �——A 点的位移贡献 

（2） 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗——𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ = 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ 微线元的纯变形贡献 

（3） 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗—— 𝑑𝑑𝑑𝑑����⃗ 绕𝜔𝜔��⃗刚性转动所产生的位移贡献 

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 𝑂𝑂 

𝑟𝑟 
𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴′  

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 
𝑑𝑑𝑟𝑟 

𝐵𝐵 

𝑑𝑑𝑟𝑟′  𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟) 

𝐵𝐵′  

𝐴𝐴 
B 

𝑑𝑑𝑟𝑟 
θ 

𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝜔𝜔��⃗  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝜔𝜔��⃗ × 𝑑𝑑𝑟𝑟 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔=圆弧长 
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其中（2）（3）两部分的和，就是𝐵𝐵′点对𝐴𝐴′点的相对位移𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗  

<V> 平面应变的应变花理论 

平面应变定义为：ε𝑖𝑖3 = ε3𝑖𝑖 = 0，则应变张量为ε𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
ε11 ε12 0
ε21 ε22 0
0 0 0

� = �
ε11 ε12
ε21 ε22

�。因为ε𝑖𝑖𝑖𝑖 = ε𝑗𝑗𝑗𝑗，所以

平面应变状态中，应变张量只有 3个独立的分量。 

平面应变理论之一就是下面将要介绍的著名的应变花理论。依照应变花理论可以根据 3个实验测量结

果来确定样品中某一点的平面应变状态。实际应变花理论也适用于平面应力，因平面应力和平面应变的方

程形式是相同的，只需将𝜀𝜀换为𝜎𝜎即可。 

在连续体边界表面上，不承受载荷作用的点，应变状态可局部的视为平面应变。取平面坐标系𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2的

两轴向为主应变方向（即主轴坐标系），则有： 

 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝜀𝜀1 0
0 𝜀𝜀2

� 

 

当坐标系旋转𝜃𝜃角成𝑜𝑜𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′系时，按应变张量的坐标变换公式(𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 ε𝑘𝑘𝑘𝑘)有： 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜀𝜀11

′ = 𝜀𝜀1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 + 𝜀𝜀2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 =
1
2

(𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀2) +
1
2

(𝜀𝜀1 − 𝜀𝜀2)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃

𝜀𝜀12
′ = −

(𝜀𝜀1 − 𝜀𝜀2)
2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃                                                                     

𝜀𝜀22
′ =

1
2

(𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀2) +
1
2

(𝜀𝜀2 − 𝜀𝜀1)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃                                         

� 

····（3-2-37） 

 

应变花理论在实际中的应用之一是利用电阻应变片（大家将在岩石力学课的实验中用到电阻应变片），

测量样品上一点在某一方向上的线应变𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′ (𝑖𝑖 = 𝑗𝑗)，为了测得一点的整个平面应变状态𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′ (即𝜀𝜀11
′ ，𝜀𝜀12

′ ，𝜀𝜀22
′ )，

需要测量该点在三个不同方向上的线应变。将三片应变片沿上图所示的𝑜𝑜𝑥𝑥1
′、𝑂𝑂𝑂𝑂、𝑂𝑂𝑂𝑂三个方向粘贴在样品

的（自由）表面上，称之为应变花。则按（3-2-37）式的第一式有： 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1

′
′ =

1
2

(𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀2) +
1
2

(𝜀𝜀1 − 𝜀𝜀2)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃                    

𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ =
1
2

(𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀2) +
1
2

(𝜀𝜀1 − 𝜀𝜀2)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜃𝜃 + 𝛼𝛼)        

𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ =
1
2

(𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀2) +
1
2

(𝜀𝜀2 − 𝜀𝜀1)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜃𝜃 + 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)

� 

𝑂𝑂 𝑥𝑥1(𝜀𝜀1) 
𝜃𝜃 

𝑃𝑃 
𝑄𝑄 

𝑥𝑥1
′  

𝑥𝑥2
′  

𝑥𝑥2(𝜀𝜀2) 

𝛽𝛽 
𝛼𝛼 
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····（3-2-38） 

𝛼𝛼、𝛽𝛽是已知的，𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1
′

′ ，𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ ，𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ 为测量值，则由（3-2-38）可联立解出𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2,𝜃𝜃三个未知数。从而一点

的平面应变状态也就完全测定了。 

常用的𝛼𝛼、𝛽𝛽角有两种： 

① 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 = 𝜋𝜋
4
，则由（3-2-38）解得： 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ε1 + ε2 = 𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1

′
′ + 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′                                                         

ε1 − ε2 = ��𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1
′

′ − 2𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ + 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ �
2

+ �𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1
′

′ − 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ �
2

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃 =
�𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1

′
′ − 2𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ + 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ �

�𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1
′

′ − 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ �
�             

� 

····（3-2-39） 

② 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 = 𝜋𝜋
3
，则有： 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀2 =

2
3 �
𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1

′
′ + 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ + 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ �                                         

𝜀𝜀1 − 𝜀𝜀2 = �4
3
�𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ − 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ �2 +

4
9 �

2𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1
′

′ − 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ − 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ �
2

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝜃𝜃 = √3�𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ − 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ �
�𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ + 𝜀𝜀𝑂𝑂𝑂𝑂′ −2𝜀𝜀𝑜𝑜𝑥𝑥1

′
′ �

�              

� 

····（3-2-40） 

<VI> 应变圆与最大剪应力 

与讨论应力圆类同，在由横坐标为线应变𝜀𝜀，纵坐标为剪应变𝐸𝐸（或角应变𝛾𝛾的一半
𝛾𝛾  
2
）的平面坐标系中

可作出应变圆（见下图）。由图可见，三个剪应变的极大值分别为（假定𝜀𝜀1 > 𝜀𝜀2 > 𝜀𝜀3）： 
 

𝐸𝐸12 = ±
1
2

(𝜀𝜀1 − 𝜀𝜀2) , 𝐸𝐸23 = ±
1
2

(𝜀𝜀2 − 𝜀𝜀3) , 𝐸𝐸31 = ±
1
2

(𝜀𝜀1 − 𝜀𝜀3) 

····（3-2-41） 
其中最大剪应变值为： 

𝐸𝐸31 = ±
1
2

(𝜀𝜀1 − 𝜀𝜀3) 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  67 

 

<VII> 应变球张量和偏张量 

完全类同应力分析中将应力张量分解为应力球张量和偏张量那样，应变张量也可以分解为应变球张量

和偏张量，即： 
 

�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � = �𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 �+ (𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 ) 
····（3-2-42） 

其中： 

𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜀𝜀0 0 0
0 𝜀𝜀0 0
0 0 𝜀𝜀0

� 

称为应变球张量。 
应变球张量的应变特征方程：𝜀𝜀3 − 𝐼𝐼1′ 𝜀𝜀2 + 𝐼𝐼2′ 𝜀𝜀 − 𝐼𝐼3′ = 0。 

给定点的平均线应变：𝜀𝜀0 = 1
3
𝐼𝐼1′ = 1

3
𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

3
𝜃𝜃 

而： 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜀𝜀11 − 𝜀𝜀0 𝜀𝜀12 𝜀𝜀13
𝜀𝜀21 𝜀𝜀22 − 𝜀𝜀0 𝜀𝜀23
𝜀𝜀31 𝜀𝜀32 𝜀𝜀33 − 𝜀𝜀0

� 

称为应变偏张量。 
 
如此分解的原因是：应变球张量反映变形体的体积变化。应变偏张量反映变形体的形状变化。 
应变偏张量的三个不变量分布用𝐽𝐽1′  , 𝐽𝐽2′  , 𝐽𝐽3′表示。其中第一不变量𝐽𝐽1′ = 0，所以应变偏张量不反映体积变

化。应变球张量的第一不变量𝐼𝐼1′ = 𝜃𝜃(𝑟𝑟)就反映了体积的变化。换句话说：应变偏张量与应变球张量是互相

独立的，它们分别只反映体积和形状改变，而不互相影响。 
注：𝐽𝐽1′ = (𝜀𝜀11 − 𝜀𝜀0) + (𝜀𝜀22 − 𝜀𝜀0) + (𝜀𝜀33 − 𝜀𝜀0) = 𝜀𝜀11 + 𝜀𝜀22 + 𝜀𝜀33 − 3𝜀𝜀0 = 0 
 

（三维应变圆图） 

ε1 ε2 ε3 
𝛆𝛆 

𝑬𝑬 𝒐𝒐𝒐𝒐 
𝜸𝜸
𝟐𝟐 

删除
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§3.3 应变协调方程 

<I> 问题的提出（从数学角度出发） 

我们知道：空间一个矢量只需要三个标量就可以完全唯一确定，空间一个矢量场只需要三个标量函数

就可以表示。三个标量函数𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟)所表示的弹性位移场完全描述了弹性体的运动和形变。 
另外，我们还知道应变张量是由位移场对坐标变量的偏导数定义的，即： 
 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1
2

(
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

) 

 
考虑到𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗，仍有 6 个独立的应变分量来提供 6 个方程求解三个位移分量函数𝑢𝑢1(𝑟𝑟)、𝑢𝑢2(𝑟𝑟)和𝑢𝑢3(𝑟𝑟)。

显然，方程数目多余未知的函数的数目，这是一个超定问题，从而使得位移矢量场不确定，亦即解得的三

个位移分量函数是不唯一的。所以，要使位移解唯一，必须对 6 个应变分量加以约束，使它们相互协调。

体现这 6 个应变分量之间相互协调关系的方程就称为应变协调方程（组）。 
可以举例说明，六个应变分量不能任意给定。例如，若假定 
 

𝜀𝜀11 = 3𝑥𝑥1 ，𝜀𝜀12 = 𝑥𝑥1𝑥𝑥2  ，𝜀𝜀22 = 2𝑥𝑥2  

 

就不能解出合理的位移场，或者说不存在一个位移场能形成这样的应变场。 

因为： 

𝜀𝜀11 =
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
= 3𝑥𝑥1 ⟹  𝑢𝑢1 =

3
2
𝑥𝑥1

2 + 𝑓𝑓(𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) 

𝜀𝜀22 =
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 2𝑥𝑥2 ⟹   𝑢𝑢2 = 𝑥𝑥2

2 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) 

 

其中：𝑓𝑓(𝑥𝑥2,𝑥𝑥3)是关于𝑥𝑥2,𝑥𝑥3的任意函数，𝑔𝑔(𝑥𝑥1,𝑥𝑥3)是关于𝑥𝑥1,𝑥𝑥3的任意函数。它们满足给定的应变分量𝜀𝜀11

和𝜀𝜀22。但是： 

 

𝜀𝜀12 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
� =

1
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥2,𝑥𝑥3)

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥1,𝑥𝑥3)

𝜕𝜕𝑥𝑥1
� =

1
2

[𝐹𝐹(𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) + 𝐺𝐺(𝑥𝑥1,𝑥𝑥3)] ≠ 𝑥𝑥1𝑥𝑥2   

 
可见给定的应变分量自相矛盾，所以上述应变分量不协调。 

<II> 应变协调方程的导出 

推导步骤：从应变分量的定义式𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
�中消去位移分量𝑢𝑢𝑖𝑖，即可得应变协调方程（组）。 

具体过程为： 

首先对𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖求
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘𝜕𝜕𝑥𝑥𝑙𝑙
得: 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 =
1
2

(𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑢𝑢𝑗𝑗 ,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ) 

同理有: 

𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1
2

(𝑢𝑢𝑘𝑘 ,𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝑢𝑢𝑙𝑙 ,𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ) 
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𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗 =
1
2

(𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑢𝑢𝑘𝑘 ,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ) 

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1
2

(𝑢𝑢𝑗𝑗 ,𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝑢𝑢𝑙𝑙 ,𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 ) 

 
由以上四个式子可得（根据连续函数的性质，位移分量的偏导数与求导次序无关）: 

 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑖𝑖𝑖𝑖  
····（3-3-1） 

 

上式是 81个方程的统一形式，称为应变协调方程（或变形协调方程）。由于应变张量是对称的，即有

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗，所以（3-3-1）的 81个方程中实际只有 6个是独立的（即其中大部分是重复的或是0 ≡ 0的恒等式）： 

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ 𝜕𝜕

2𝜀𝜀11

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝜀𝜀22

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 = 2

𝜕𝜕2𝜀𝜀12

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
                    

𝜕𝜕2𝜀𝜀22

𝜕𝜕𝑥𝑥3
2 +

𝜕𝜕2𝜀𝜀33

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 = 2

𝜕𝜕2𝜀𝜀23

𝜕𝜕𝑥𝑥2𝜕𝜕𝑥𝑥3
                    

𝜕𝜕2𝜀𝜀33

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 +

𝜕𝜕2𝜀𝜀11

𝜕𝜕𝑥𝑥3
2 = 2

𝜕𝜕2𝜀𝜀31

𝜕𝜕𝑥𝑥3𝜕𝜕𝑥𝑥1
                    

𝜕𝜕2𝜀𝜀11

𝜕𝜕𝑥𝑥2𝜕𝜕𝑥𝑥3
=

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

(−
𝜕𝜕𝜀𝜀23

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜀𝜀31

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝜀𝜀12

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)

𝜕𝜕2𝜀𝜀22

𝜕𝜕𝑥𝑥3𝜕𝜕𝑥𝑥1
=

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

(
𝜕𝜕𝜀𝜀23

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝜀𝜀31

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝜀𝜀12

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)

𝜕𝜕2𝜀𝜀33

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
=

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

(
𝜕𝜕𝜀𝜀23

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜀𝜀31

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
𝜕𝜕𝜀𝜀12

𝜕𝜕𝑥𝑥3
)

� 

····（3-3-2） 

可以证明（略：参见尹祥础《固体力学》P46~P50）：对单连通域，位移场𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑗𝑗 )有唯一单值解的充分必

要条件是给定的应变分量满足应变协调方程（3-3-2）式。对于多连通域，如 n连通域，则可通过加（n-1）

个割面，使其成为单连通域，这样在割面的两边还需加上位移连续的条件，即： 

𝑢𝑢𝑖𝑖+ = 𝑢𝑢𝑖𝑖−（在割面上） 

····（3-3-3） 

这里用“+”和“-”的上标表示割面的两侧。 

 

§3.4 有限变形——非线性问题 

区别于小形变（𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ≪ 1）的变形称为有限变形。对有限变形，则
∂𝑢𝑢𝑖𝑖
∂𝑥𝑥𝑗𝑗

≪ 1不成立了。亦即物体内相邻两

点的位移差与两点之间的距离相比不是很小很小了。在近代的许多弹性力学问题中，例如地质问题中的地

质过程常常属于有限变形。如图，初始的水平地层在地质年代中，由于构造力的作用使得它变形很大。 
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有限变形是一个非线性问题，其理论比较复杂，至今只解决了一些比较简单的问题。更加深入地研究

有限变形理论是地球物理学的发展方向之一。 

描述物体变形有两种方法。第一种称为拉格朗日（或物质）描述法。它是用物体变形前各点的坐标𝑥𝑥𝑖𝑖为
自变量的。第二种描述法称为欧拉（或空间）描述法，它是用物体变形后各点的坐标𝑥𝑥𝑗𝑗′为自变量的。 

在前面的几节中，我们用了拉格朗日描述法来描述物体上任一点𝐴𝐴(𝑟𝑟)附近的变形。事实上，在讨论物

体受外力作用变形后，当我们关注物体变形过程中某一瞬时的位形时的平衡条件，采用欧拉描述法更合乎

逻辑。不过，在弹性力学中，对于小变形情形，这两种描述法所得结果是一致的。但是，对于有限变形，

两种描述方法将导致不同的结果。 

设物体内两邻近点𝐴𝐴(𝑟𝑟)和𝐵𝐵(𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟)在变形后分别移至𝐴𝐴′(𝑟𝑟′���⃗ )和𝐵𝐵′(𝑟𝑟′���⃗ + 𝑑𝑑𝑟𝑟′���⃗ )。 

 
则有拉式描述： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥𝑥𝑖𝑖

′ = 𝑥𝑥𝑖𝑖′ �𝑥𝑥𝑗𝑗 �               
𝑥𝑥𝑖𝑖′ = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗 �      

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗

� 

····（3-4-1） 
 欧式描述： 

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 𝑂𝑂 

𝑟𝑟 

𝑟𝑟′  

𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟 
𝐴𝐴(𝑟𝑟) 

𝐴𝐴′(𝑟𝑟′) 

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 
𝑑𝑑𝑟𝑟 

𝐵𝐵(𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟) 

𝑑𝑑𝑟𝑟′  𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) 

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟) 

𝐵𝐵′(𝑟𝑟′ + 𝑑𝑑𝑟𝑟′) 

褶皱地质现象 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗′ �               
𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖′ − 𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑗𝑗′ �     

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖′ −
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗′

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗′
� 

····（3-4-2） 
实际上，拉氏描述是依据初始位形确定现时位形；而欧拉描述则是依据现时位形追溯出初始位形。在

连续性假定下，变形前后物体上的点是一一对应的，因此，它们的各阶偏导数都是连续的。 

在§3.2 节中我们从研究微线元�𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ � = |𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖|的长度入手，给出了𝑑𝑑𝑟𝑟在变形后的长度平方为： 

 

|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖′ |2 = |𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖|2 + 2𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗 
 

其中：𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
�称为拉格朗日有限应变张量。 

我们也可以用欧拉描述法讨论微线元𝑑𝑑𝑟𝑟在变形后的长度平方，其推导过程与推导拉格朗日描述下的过

程一样，差别只在于所有的量都用（3-4-2）式的形式。 

略去推导过程可得： 

|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖′ |2 = |𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖|2 + 2𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗′ 
其中： 

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖� = �𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

′ + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

′ −
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

′
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

′ � 称为欧拉有限应变张量 

注意到：𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘′ − 𝑢𝑢𝑘𝑘�𝑥𝑥𝑗𝑗′ � 
而 ： 

 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗′

=
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗′

=
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

�
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘′

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗′
−
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗′

� =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

�𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘 −
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗′

� =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

−
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗′

=̇
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

 

注：在小形变
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

≪ 1下忽略二次项 

 

同理： 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖′

=̇
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

 

 

可见：在小形变条件下，拉氏和欧氏描述的结果完全一致。 
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第四章 应力应变关系 

§4.1 本构方程（Constitutive Equation）的研究 

<I> 问题的提出 

为什么要研究本构方程？首先，在实践中，人们早就认识到，不同的材料性质的连续介质即使做成完

全相同的形状，加上完全相同的外力分布，但是他们所产生的形变情况一般是不相同的。这就说明，物体

的形变不仅与所施外力有关，还和其本身的物质构造（即材料性质）有关。另外，在前两章中，我们讨论

了应力和应变，并得到了一些基本方程。这些方程包括动量方程（3 个），应变与位移关系方程（即应变分

量表达式）（6 个）。 
【注：动量矩方程（3 个）和应变协调方程（6 个）是约束方程。】 

 

在推导这些方程时，我们只用了连续介质模型（即连续性假设），而对介质的特性未作任何假定（即未

涉及介质的性质），因此前两章描述的方法对任何连续介质（如固体、液体、气体）都是适用的。然而只有

这些方程还不能解决实际中所遇到的弹性力学问题。这是因为这些方程中所包含的独立变数共有 15 个（即：

𝑢𝑢i—3 个，𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖—6 个，𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖—6 个），而方程数只有 9 个（即：动量方程—3 个，应变与位移关系方程—6 个）。 
 
显然，方程的个数少于独立变数的个数，因此，在给定外力条件下，把物体受力后的位移场𝑢𝑢i(𝑟𝑟)、应

力场𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟)、和应变场𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟)求出来，还必须建立另外的一组方程。这组方程就是我们本章要讨论的本构方

程。后面我们将看到，本构方程正是我们还缺少的 6 个方程。本构方程是建立应力张量和应变张量之间关

系的一组方程，所以又称其为应力应变关系。 
 
需要指出的是：寻求一个对任意连续介质都适用，或对某种介质在任何工作条件下都适用的本构关系

是不可能的。这是因为本构关系不仅反映介质的特性（例如：刚性、弹性、压缩性、粘滞性、导热性、扩

散性等），而且反映工作条件的约束，即在不同工作条件下得到的本构关系不同。实际上，连续介质力学的

分支学科，就是以各学科所采用的本构关系不同来区分的。例如，弹性力学、流体力学、塑性力学、土力

学、粘弹性力学等都分别采用不同的本构关系。所以本构关系的研究是连续介质力学最重要的部分之一。 

<II> 寻求本构关系的方法 

本构关系是一个物理学问题，是一种物理规律。本质上是要从实验和观测中发现，再做归纳、总结和

抽象得出。 
另一种途径是从物理学基本规律出发，把本构关系作为遵循物理学基本规律的结果推导得出。物理学

最基本的规律就是热力学第一和第二定律，亦即：约束应力应变关系的条件是能量守恒定律（因为物体的

应变伴随着做功）。 
我们下面将采用理论推导和实验测定相结合的方法。先根据热力学基本定律确定本构方程的基本框架，

再配合适当的材料实验测定必要的材料特性常数（如杨氏模量、泊松比等），从而得到某类材料在特定工作

条件下便于实际应用的本构关系。 
 

§4.2 虎克定律及其推广 
我们考虑如图所示的一个杆状弹性固体，左端固定，右端受力 F 作用。这就是所谓弹性杆的单轴拉伸

实验。我们取σ = 𝐹𝐹
S
为垂直杆轴平面上的正应力，取沿受力方向的相对伸长（即沿受力方向的线应变）为
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ε = ∆L
L0

= L−L0
L0

，对不同的正应力测出杆的瞬态响应应变，得如图所示的曲线，称为应力~应变曲线。 

 
由应力~应变曲线图可见：当外力较小时，形变不大，应力和应变有单值线性关系（相当于曲线的直线

部分𝑂𝑂𝑂𝑂����段）： 
 

𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 
 

即：𝐸𝐸 = 𝜎𝜎
𝜀𝜀

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 称为杨氏模量 

这一规律称为虎克定律（Huker law）。 
在虎克定律范围内，物体产生的形变称为弹性形变。在此范围内，当去掉引起形变的外力，物体可恢

复原状。物体的这种性质称为“弹性”。当拉力超过弹性极限后，除去外力后，物体不能恢复原形。虎克定

律就是特殊几何形状的的物体在简单受力情况下的本构关系（应力~应变关系）。 
但是，在一般情况下，物体不是成简单的几何形状，而且加在其上的力也更复杂，通常是空间的分布

函数。在这种一般情况下，物体上点点的应力状态和应变状态成何种关系呢？作为虎克定律的自然引伸，

认为一般情况下物体上某点 A 的应力状态只由 A 点的应变状态所确定，即同一点的应力与应变是一一对应

的单值函数关系： 
 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 ) 
注：这是 9 个关系式 

····（4-2-1） 
在小形变情况下，我们可以将上式在自然状态（𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0）点展开为马克劳林级数，以（4-2-1）式中的

第一式为例有： 
 

𝜎𝜎11 = (𝜎𝜎11)0 + �
𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀11
�

0
𝜀𝜀11 + �

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀12
�

0
𝜀𝜀12 + �

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀13
�

0
𝜀𝜀13 + �

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀21
�

0
𝜀𝜀21 + �

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀22
�

0
𝜀𝜀22 + �

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀23
�

0
𝜀𝜀23

+ �
𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀31
�

0
𝜀𝜀31 + �

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀32
�

0
𝜀𝜀32 + �

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀33
�

0
𝜀𝜀33 + 𝑂𝑂�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �

2 + ⋯ 

····（4-2-2） 

上式中“�𝜕𝜕𝜎𝜎11
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘

�
0
”表示自然状态（𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0）时的值，一般是空间点的函数。 

我们假设物体中没有初应力，即𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0时，𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0（无予应力假设），所以有： 
 

(𝜎𝜎11)0 = 0 
 

𝑆𝑆 𝐹𝐹 

𝐿𝐿 

𝐿𝐿0 

𝐵𝐵 
𝐴𝐴 

𝜎𝜎 

𝜀𝜀 

弹性极限 
比例极限 

𝑂𝑂 
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在小形变情况下，略去𝑂𝑂�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �
2
及其以上的各值，则（4-2-2）式简化为： 

𝜎𝜎11 = �
𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘
�

0
𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘  

····（4-2-3） 
若记： 

�
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘

�
0

= 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑙𝑙  

····（4-2-4） 
则（4-2-1）式的马克劳林级数展开后的通式为： 
 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑙𝑙𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘  
····（4-2-5） 

上式表明：𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖是𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘的线性函数。我们把具有（4-2-5）形式的应力~应变关系的物体称为线性弹性体或

虎克体。其中𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑙𝑙是一个四阶张量，具有 81 个元素，称为弹性系数张量。（4-2-5）式是我们在小形变、无

予应力假设下，由虎克定律推广得到的物体的应力~应变关系的具体函数形式，称为广义虎克定律。 
物体在小形变下，是否满足广义虎克定律，是需要通过实践加以检验的。实际上，小形变下的线弹性

理论已被实践证明是非常成功的。 
为了更精细地研究有限变形，可在马克劳林展开式中取𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘的多次项，这是非线性弹性力学的研究内容。 
关于 81 个弹性系数𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑙𝑙，若它们各不相等，则表明物体是极端各向异性的，亦即表明物体在每一点沿

各个方向上弹性性质是各不相同的。但由于应力张量和应变张量均为对称张量，即有： 

由𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 ⟹ 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑙𝑙 = 𝐶𝐶𝑗𝑗𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（4-2-6） 

由𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜀𝜀𝑙𝑙𝑙𝑙 ⟹ 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑙𝑙 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（4-2-7） 
所以，对极端各向异性物体，81 个弹性系数中只有 36 个是独立的。 
下面我们将继续证明，𝐶𝐶𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑙𝑙是四阶对称张量，即有： 
 

𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑙𝑙 = 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  
····（4-2-8） 

所以，即使是极端各向异性物体，其弹性系数最多也只有
36−6

2
+ 6 = 21个是独立的。 

特别对各向同性的物体，其弹性系数将被证明只有 2 个是独立的。 
若将广义虎克定律看成一种变换，则其逆变换为： 
 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘  
····（4-2-9） 

𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖称为柔性系数，可以证明（略），在极端各向异性情况下，只有 21 个独立的柔性系数。 
 

§4.3 形变热力学 
自然界一切物理过程都必须服从基本的物理规律，即热力学第一（能量守恒）定律和第二（熵不等式）
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定律。作为自然界的物理过程：弹性体受力发生形变的过程，同样应该遵循这两个定律（形变总是伴随着

做功）。 

 

考察闭合曲面 S 包围的、体积为 V的弹性体。设在 dt 时间内，物体发生弹性形变。由于变形，物体的

位移场𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)产生了𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)的变化，即： 

 

𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑 

····（4-3-1） 

由热力学第一定律知：在这 dt 时间内，物体位移场变化所造成的物体总能量（动能与内能之和）的增

加等于外力（体力和面力）对它所做的功与它吸收（或放出）热量的总和。即有： 

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝑑𝑑 
····（4-3-2） 

这里，𝑑𝑑𝑑𝑑：变形过程中物体动能的增加； 

      𝑑𝑑𝑑𝑑：变形过程中物体内能（其中包括分子间的相互作用能和与物体的温度相联系着的分子的动

能）的增加； 

      𝑑𝑑𝑑𝑑：变形过程中外力（包括体力和面力）对物体所做的功； 

      𝑑𝑑𝑑𝑑：变形过程中物体吸收（或放出）的能量。 

 

现在我们来计算在时间 t 到 t+dt 内以上各项。先计算外力功： 

设弹性体上点点受到： 

�
体力：𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑟𝑟)      𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉  对应的功记为𝐴𝐴1

面力：𝜎𝜎𝑖𝑖(𝑟𝑟)     𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉  对应的功记为𝐴𝐴2

� 

注意：这里𝑓𝑓𝑖𝑖和𝜎𝜎𝑖𝑖均是力密度 

则外力功： 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑𝑑𝑑2 = �𝑓𝑓𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+ �𝜎𝜎𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

应用柯西公式与高斯定理
������������������

= �𝑓𝑓𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+��𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 �𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= ���𝑓𝑓𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑗𝑗 � 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑 �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

�� 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

运动方程以及𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 =𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
�����������������𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 � 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

 

····（4-3-3） 

注： 

(1) 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

(𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖) = 𝑑𝑑 �𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
� ，因为：时间和坐标是相互独立的，所以对𝑡𝑡和对𝑥𝑥𝑗𝑗的微分次序可以交换。 

V S 
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(2) 小形变、低速、小的速度变化率前提下的运动方程为：𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑗𝑗。 

(3) 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑 �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
� = 1

2
�𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑 �

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
� + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑 �

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
��

交换哑标不影响结果
���������������= 1

2
�𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑 �

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
� + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑 �

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
��

𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 =𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
�����= 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑 �

1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
�� =

𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗  

 

再看动能，在位移不大的情况下，单位体积内的动能（动能密度）为：𝑘𝑘 = 1
2
𝜌𝜌𝑣𝑣2 = 1

2
𝜌𝜌 �𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕
�

2
，则𝑉𝑉内

包含的动能应该为： 

𝐾𝐾 =
1
2
�𝜌𝜌�

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
�

2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

在𝑑𝑑𝑑𝑑时间内，动能的增加为： 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
1
2
�𝜌𝜌�

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
�

2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=0，质量守恒

������������
1
2
�𝜌𝜌 ⋅ 2 �

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

注意𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖=
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑�����������

= ��𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑖𝑖� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

 

····（4-3-4） 
由（4-3-3）和（4-3-4）两式可得： 

𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

····（4-3-5） 

由（4-3-2）式，我们有： 

𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑
𝑉𝑉

𝑉𝑉 

····（4-3-6） 
形变热力学有两种典型的过程： 

①  绝热过程：物体受力在很短时间内由一种状态变为另一种状态，在此期间物体中任一部分不得到

也不放出热量，即物体与外界无热交换。因此有： 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 
····（4-3-7） 

由（4-3-6）式，我们有绝热过程的能量守恒关系： 
  

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

····（4-3-8） 

设单位体积内的内能（内能密度）为𝑈𝑈1，即： 
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𝑈𝑈1 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑉𝑉→0

𝑈𝑈
𝑉𝑉

  , 𝑈𝑈 = �𝑈𝑈1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

   ⟹    𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑑𝑑𝑈𝑈1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

则： 
𝑑𝑑𝑈𝑈1 = 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗  𝑑𝑑𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗  

····（4-3-9） 

众所周知，内能𝑈𝑈1是状态函数，即对应一个确定的应变状态𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖，有唯一的内能𝑈𝑈1�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �， 
即𝑈𝑈1是𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖的单值函数，所以𝑑𝑑𝑑𝑑1必须是全微分。因此有 
 

𝑑𝑑𝑈𝑈1 =
𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
 𝑑𝑑𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗  

····（4-3-10） 
比较（4-3-9）和（4-3-10）得 
 

𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 =
𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
 

····（4-3-11） 

我们记𝑈𝑈1�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 𝑊𝑊1(𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 )，则（4-3-11）式变为 
 

𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 =
𝜕𝜕𝑊𝑊1

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
 

····（4-3-12） 

上式称为格林关系式，所表示的应力称为广义应力。函数𝑊𝑊1(𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 )表示由于变形而储存在单位体积内的

弹性势能，称其为弹性势能函数或应变能密度函数。对于绝热过程，弹性势能𝑊𝑊1(𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 )就是物体的内能𝑈𝑈1�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �。 
 

②  等温过程：热力学第二定律告诉我们，在准静态过程中（准静态过程是一个理想的过程，在此过

程中，假定系统及其外界都保持热动平衡。只要过程进行地充分缓慢，就可视为是准静态过程。），系统吸

收（或放出）热量与系统的绝对温度𝑇𝑇，以及系统的熵增量𝑑𝑑𝑆𝑆有如下关系： 
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇 

····（4-3-13） 

对于等温过程有：𝑇𝑇 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐，因此： 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑(𝑇𝑇𝑇𝑇) 
····（4-3-14） 

所以等温过程的能量关系为： 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑(𝑈𝑈 −𝑄𝑄) = 𝑑𝑑(𝑈𝑈 − 𝑇𝑇𝑇𝑇)
记为
���= 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑉𝑉

𝑑𝑑𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑 

····（4-3-15） 
这里𝐹𝐹 = 𝑈𝑈 − 𝑇𝑇𝑇𝑇为系统的自由能，它也是一个状态函数，因此也必定存在势能密度函数𝑊𝑊1(𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 )，使得： 

𝑑𝑑𝑊𝑊1 = 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗  𝑑𝑑𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑑𝑑𝐹𝐹1 
····（4-3-16） 

这里：𝐹𝐹1为自由能密度函数�𝐹𝐹1  = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑉𝑉→0
𝐹𝐹
𝑉𝑉
�，𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∭ 𝑑𝑑𝐹𝐹1𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑉𝑉。 
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所以也有格林关系： 
 

𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 =
𝜕𝜕𝑊𝑊1

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
 

 
对于等温过程，弹性势能就是物体的自由能。 
实际的弹性形变过程通常是介于上述两种典型过程之间的可逆过程。由热力学可知，任何可逆过程都

可以分解为多个绝热过程与等温过程之和。因此，它仍然必定存在状态函数——弹性势能（或应变能密度）

函数𝑊𝑊1(𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 )，即𝑊𝑊1是应变分量𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖的单值函数，且存在格林公式𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝑊𝑊1
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

。因而应力分量𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖必为应变分量𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖的

单值函数，反之亦然。换句话说，就是𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖与𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖之间有一一对应关系，而与加载过程及变形过程无关，或者

说与历史无关（无记忆性）。这正是弹性变形的最本质的特征。这也证明了我们在§4.2 中的引申是正确的。 
对于静力学问题，因为𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0，所以： 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑑𝑑𝑊𝑊1𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

····(4-3-17) 

即克拉贝龙定理：物体的应变能在数值上等于外力对物体所做的功。 
另外，根据格林公式，我们有： 
 

𝜕𝜕𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘

=
𝜕𝜕2𝑊𝑊1

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜕𝜕𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
    
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗

=
𝜕𝜕2𝑊𝑊1

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜕𝜕𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘
 

 
亦即有： 
 

𝜕𝜕𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘

=
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗

 

····（4-3-18） 

由广义虎克定律和（4-3-18）式，立可推得： 
 

𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  
····（4-3-19） 

上式表明：弹性系数张量𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖是对称的。特别有： 
 

𝜕𝜕2𝑊𝑊1

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜕𝜕𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘
= 𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  

····（4-3-20） 
这样我们证明了在极端各向异性情况下，弹性系数只有 21 个是独立的。 
    

§4.4 线性弹性体的应变能 
我们把具有可用广义虎克定律描述其应力~应变关系的物体称为线性弹性体或虎克体。 
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对于线性弹性体，当其受力变形，则物体内储存弹性势能（或应变能），其单位体积内应变能的增加（在

𝑑𝑑𝑑𝑑时间内）符合微分形式的形变热力学守恒定律。 
 

𝑑𝑑𝑊𝑊1 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  
····（4-4-1） 

将广义虎克定律代入上式，得： 
 

𝑑𝑑𝑊𝑊1 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖  
····（4-4-2） 

那么由自然状态变形到某一确定的应变状态𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖，物体单位体积内储存的应变能为： 
 

𝑊𝑊1 = � 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

0
 

····（4-4-3） 

这是一个六元函数（六个独立的应变分量𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖）的线积分。因为应变能函数𝑊𝑊1(𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 )是应变𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖的状态函数，

所以上式积分只与初末状态有关，而与积分路径无关。可以选择最简单的积分路径进行积分，得： 

𝑊𝑊1 =
1
2
𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（4-4-4） 

上式表明：线性弹性体的应变能密度𝑊𝑊1是应变分量𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖的二次齐次函数。 
①由齐次函数的欧拉定理，若𝐹𝐹(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚 )是𝑥𝑥𝑖𝑖的 n 次齐次函数，则有： 

𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚 ) = �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

∙ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

 

所以有： 

2𝑊𝑊1 =
𝜕𝜕𝑊𝑊1

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖
∙ 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

由格林关系
��������= 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ⟹ 𝑊𝑊1 =

1
2
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  

②或利用广义虎克定律，也有： 

𝑊𝑊1 =
1
2
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（4-4-5） 

上式称为克拉贝龙公式，该式的物理意义是很明显的。克拉贝龙公式是计算应变能的重要公式。 
另外，我们若将𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘代入(4-4-5)式，可得 
 

𝑊𝑊1 =
1
2
𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（4-4-6） 
所以线性弹性体的应变能也是应力分量的二次齐次函数。 

对（4-4-5）式求
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘
有 
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𝜕𝜕𝑊𝑊1

𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘
=

1
2
�
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 +
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 �
由广义虎克定律
�����������=

1
2 �
𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 +
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚 �

=
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚
注意到𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘，

𝜕𝜕𝜀𝜀𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘

=𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
��������������������������= 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘  

····（4-4-7） 
即有： 

𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝜕𝜕𝑤𝑤1

𝜕𝜕𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘
 

····（4-4-8） 

上式称为卡斯提杨诺公式，由此式表示的应变称为广义应变。它与格林公式形式上很相似。但必须指

出的是，二者的适用范围是不同的。格林关系式适用于所有弹性体，而卡斯提杨诺公式只适用于线性弹性

体，因为它的推导是以广义虎克定律为前提的。 

 

§4.5 各向同性体的广义虎克定律 
自然界中有很多材料，宏观上是各向同性或近似各向同性的。即在物体中任一点，沿各个不同方向上，

其弹性性质都是一样的。也就是从各个不同方向看，应力和应变的关系是一样的。下面我们将证明各向同

性反映在广义虎克定律中，便是只有两个独立的弹性系数。 

我们已经证明了在极端各向异性情况下，弹性系数张量𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖中只有 21个独立的元素，根据应力和应变

张量的对称性，我们可将广义虎克定律写成如下矩阵形式： 

从广义虎克定律：𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘出发，逐个写出𝜎𝜎11，𝜎𝜎22，𝜎𝜎33……，有： 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜎𝜎11
𝜎𝜎22
𝜎𝜎33
𝜎𝜎23
𝜎𝜎31
𝜎𝜎12⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
𝐶𝐶1111 𝐶𝐶1122 𝐶𝐶1133 𝐶𝐶1123 𝐶𝐶1131 𝐶𝐶1112
𝐶𝐶2211 𝐶𝐶2222 𝐶𝐶2332 𝐶𝐶2223 𝐶𝐶2231 𝐶𝐶2212
𝐶𝐶3311
𝐶𝐶2311
𝐶𝐶3111
𝐶𝐶1211

𝐶𝐶3322
𝐶𝐶2322
𝐶𝐶3122
𝐶𝐶1222

𝐶𝐶3333 𝐶𝐶3323 𝐶𝐶3331 𝐶𝐶3312
𝐶𝐶2333 𝐶𝐶2323 𝐶𝐶2331 𝐶𝐶2312
𝐶𝐶3133 𝐶𝐶3123 𝐶𝐶3131 𝐶𝐶3112
𝐶𝐶1233 𝐶𝐶1223 𝐶𝐶1231 𝐶𝐶1212⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜀𝜀11
𝜀𝜀22
𝜀𝜀33

2𝜀𝜀23
2𝜀𝜀31
2𝜀𝜀12⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 

····（4-5-1） 

上面的矩阵称为刚度矩阵。 

因为：𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗     , 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗      ,𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖     ,𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗     ,𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  
所以上式弹性系数矩阵主对角线两侧对称元素是相等的。 

另外，为方便书写，我们将(4-5-1)中的弹性系数矩阵记为： 

 

𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖   (𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2,3,4,5,6)   且有𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗  

····（4-5-2） 

这样，广义虎克定律可表为如下 6个方程： 

 

𝜎𝜎11 = 𝐶𝐶11𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶12𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶13𝜀𝜀33 + 𝐶𝐶14𝜀𝜀23 + 𝐶𝐶15𝜀𝜀31 + 𝐶𝐶16𝜀𝜀12
𝜎𝜎22 = 𝐶𝐶21𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶22𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶23𝜀𝜀33 + 𝐶𝐶24𝜀𝜀23 + 𝐶𝐶25𝜀𝜀31 + 𝐶𝐶26𝜀𝜀12
𝜎𝜎33 = 𝐶𝐶31𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶32𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶33𝜀𝜀33 + 𝐶𝐶34𝜀𝜀23 + 𝐶𝐶35𝜀𝜀31 + 𝐶𝐶36𝜀𝜀12
𝜎𝜎23 = 𝐶𝐶41𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶42𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶43𝜀𝜀33 + 𝐶𝐶44𝜀𝜀23 + 𝐶𝐶45𝜀𝜀31 + 𝐶𝐶46𝜀𝜀12
𝜎𝜎31 = 𝐶𝐶51𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶52𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶53𝜀𝜀33 + 𝐶𝐶54𝜀𝜀23 + 𝐶𝐶55𝜀𝜀31 + 𝐶𝐶56𝜀𝜀12
𝜎𝜎12 = 𝐶𝐶61𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶62𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶63𝜀𝜀33 + 𝐶𝐶64𝜀𝜀23 + 𝐶𝐶65𝜀𝜀31 + 𝐶𝐶66𝜀𝜀12
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····（4-5-3） 

注意：已经把2𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗)前的系数 2并入到弹性系数𝐶𝐶中 

下面我们分三步来证明对于各向同性体，弹性系数只有两个是独立的。 

<I> 正交各向异性体的弹性系数只有九个独立 

①设材料的弹性性质是关于𝑂𝑂𝑥𝑥1𝑥𝑥2平面对称的，即沿着𝑥𝑥3方向和-𝑥𝑥3方向看，材料的弹性性质不变，即

有： 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′ （坐标变换不影响弹性性质） 

····（4-5-4） 

注意到张量变换关系： 

𝑥𝑥𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑗𝑗     ,   𝑢𝑢𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑗𝑗     ,    𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘     ,    𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 
当坐标系𝑂𝑂𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3变换到𝑂𝑂𝑥𝑥1

′ 𝑥𝑥2
′ 𝑥𝑥3

′（如图）时，有： 

 

 

显然，要满足坐标变换后弹性系数不变，对（4-5-3）式中各式逐个检查，发现必须满足： 
𝐶𝐶14 = 𝐶𝐶15 = 𝐶𝐶24 = 𝐶𝐶25 = 𝐶𝐶34 = 𝐶𝐶35 = 𝐶𝐶46 = 𝐶𝐶56 = 0 

····（4-5-6） 

② 当材料的弹性性质沿𝑥𝑥2和−𝑥𝑥2方向看不变时，即弹性性质关于𝑂𝑂𝑥𝑥1𝑥𝑥3平面对称，我们有： 
𝜎𝜎11
′ = 𝜎𝜎11   𝜎𝜎22

′ = 𝜎𝜎22  𝜎𝜎33
′ = 𝜎𝜎33   𝜎𝜎31

′ = 𝜎𝜎31   𝜎𝜎23
′ = −𝜎𝜎23   𝜎𝜎12

′ = −𝜎𝜎12 
𝜀𝜀11
′ = 𝜀𝜀11    𝜀𝜀22

′ = 𝜀𝜀22   𝜀𝜀33
′ = 𝜀𝜀33   𝜀𝜀31

′ = 𝜀𝜀31   𝜀𝜀23
′ = −𝜀𝜀23    𝜀𝜀12

′ = −𝜀𝜀12  
····（4-5-7） 

这时要求： 
C16 = 𝐶𝐶26 = 𝐶𝐶36 = 𝐶𝐶45 = 0 

····（4-5-8） 
③ 当材料的弹性性质关于𝑂𝑂𝑥𝑥2𝑥𝑥3平面对称，不再增加对弹性系数的约束。 
 
因此，当材料的弹性性质具有三个互相正交的对称面时，弹性系数只有九个独立的。这种材料称为正

交各向异性体。例如，斜方晶系晶体就是正交各向异性体。 
对于正交各向异性体，弹性系数矩阵（即刚度矩阵）化为： 
 

坐标变换系数矩阵 
𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 
𝑥𝑥1
′  1(𝛼𝛼11) 0(𝛼𝛼12) 0(𝛼𝛼13) 
𝑥𝑥2
′  0(𝛼𝛼21) 1(𝛼𝛼22) 0(𝛼𝛼23) 
𝑥𝑥3
′  0(𝛼𝛼31) 0(𝛼𝛼32) -1(𝛼𝛼33) 

 

�
𝜎𝜎11
′ = 𝜎𝜎11 𝜎𝜎22

′ = 𝜎𝜎22 𝜎𝜎33
′ = 𝜎𝜎33

𝜎𝜎23
′ = −𝜎𝜎23 𝜎𝜎31

′ = −𝜎𝜎31 𝜎𝜎12
′ = 𝜎𝜎12

� 

�
𝜀𝜀11
′ = 𝜀𝜀11 𝜀𝜀22

′ = 𝜀𝜀22 𝜀𝜀33
′ = 𝜀𝜀33

𝜀𝜀23
′ = −𝜀𝜀23 𝜀𝜀31

′ = −𝜀𝜀31 𝜀𝜀12
′ = 𝜀𝜀12

� 

····（4-5-5） 

𝑂𝑂 𝑥𝑥2 
 
 

𝑥𝑥3 

 
 

𝑥𝑥1 

 
 

𝑂𝑂 

𝑥𝑥1
′  

 
 

𝑥𝑥2
′  

 
 

𝑥𝑥3
′  
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐶𝐶11 𝐶𝐶12

𝐶𝐶22

𝐶𝐶13
𝐶𝐶23
𝐶𝐶33

0
0
0
𝐶𝐶44

0
0
0
0
𝐶𝐶55

0
0
0
0
0
𝐶𝐶66⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

····（4-5-9） 
相应的本构关系为： 
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜎𝜎11 = 𝐶𝐶11𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶12𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶13𝜀𝜀33
𝜎𝜎22 = 𝐶𝐶21𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶22𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶23𝜀𝜀33
𝜎𝜎33 = 𝐶𝐶31𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶32𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶33𝜀𝜀33
𝜎𝜎23 = 𝐶𝐶44𝜀𝜀23                                   
𝜎𝜎31 = 𝐶𝐶55𝜀𝜀31
𝜎𝜎12 = 𝐶𝐶66𝜀𝜀12

                                   

� 

····（4-5-10） 
作为一个推论：若所考察点上的应变状态正好使得应变主方向是三个正交弹性对称面的法方向，则此

时有： 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0  (𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗)  即 𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0（𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗） 

由（4-5-10）式可见： 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0  (𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗) 

 
由此可知，这时该点的主应力方向与主应变方向重合。这种条件下，正交各向异性体的应力主轴和应

变主轴重合。其他点上则不一定重合。换一种应变状态，即便还是这一点也不再重合。 
但是，利用这一推论却很容易推断：均匀各向同性介质中各点的主应变方向与主应力方向重合。 

<II> 从一点上沿两个相互垂直的方向，弹性性质不变 

即有： 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′    &   𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘  

 
① 当𝑂𝑂𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3绕𝑥𝑥3轴转90°成𝑂𝑂𝑥𝑥1

′ 𝑥𝑥2
′ 𝑥𝑥3

′时，有： 

 

𝑂𝑂 𝑥𝑥2 
 
 

𝑥𝑥3 

 
 

𝑥𝑥1 

 
 

𝑂𝑂 𝑥𝑥1
′  

 
 

 
 

𝑥𝑥2
′  

𝑥𝑥3
′  
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又（4-5-10）第二式可见:坐标变换后仍有： 

 

           𝜎𝜎11
′ = 𝐶𝐶11𝜀𝜀11

′ + 𝐶𝐶12𝜀𝜀22
′ + 𝐶𝐶13𝜀𝜀33

′  

由(4−5−11)
���������= 𝐶𝐶11𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶12𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶13𝜀𝜀33  = 𝜎𝜎22  

      
再由(4−5−10)第二式
���������������= 𝐶𝐶21𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶22𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶23𝜀𝜀33  

 

要上式成立，必须要求 ：𝐶𝐶11 = 𝐶𝐶22 ，𝐶𝐶13 = 𝐶𝐶23
由𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖的对称性
����������= 𝐶𝐶31 = 𝐶𝐶32 

再考察（4-5-10）的第二至第六式，可得： 

 

𝐶𝐶44 = 𝐶𝐶55 

 

②当𝑂𝑂𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3绕𝑥𝑥1轴转 90°，成𝑂𝑂𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2

′ 𝑥𝑥3
′时，有: 

 

 
由（4-5-10）第二式有： 

 

    𝜎𝜎22
′ = 𝐶𝐶21𝜀𝜀11

′ + 𝐶𝐶22𝜀𝜀22
′ + 𝐶𝐶23𝜀𝜀33

′  

坐标变换系数矩阵 
𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 
𝑥𝑥1
′  1(𝛼𝛼11) 0(𝛼𝛼12) 0(𝛼𝛼13) 
𝑥𝑥2
′  0(𝛼𝛼21) 0(𝛼𝛼22) 1(𝛼𝛼23) 
𝑥𝑥3
′  0(𝛼𝛼31) -1(𝛼𝛼32) 0(𝛼𝛼33) 

 

�
𝜎𝜎11
′ = 𝜎𝜎11 ,  𝜎𝜎22

′ = 𝜎𝜎33 ,𝜎𝜎33
′ = 𝜎𝜎22  

𝜎𝜎23
′ = −𝜎𝜎32 ,  𝜎𝜎31

′ = −𝜎𝜎21 ,𝜎𝜎12
′ = 𝜎𝜎13

� 

�
𝜀𝜀11
′ = 𝜀𝜀11 ,  𝜀𝜀22

′ = 𝜀𝜀33 , 𝜀𝜀33
′ = 𝜀𝜀22  

𝜀𝜀23
′ = −𝜀𝜀32 ,  𝜀𝜀31

′ = −𝜀𝜀21 , 𝜀𝜀12
′ = 𝜀𝜀13

� 

····（4-5-12） 

𝑂𝑂 𝑥𝑥2 
 
 

𝑥𝑥3 

 
 

𝑥𝑥1 

 
 

𝑂𝑂 

𝑥𝑥2
′  

 
 

𝑥𝑥3
′  

 
 

𝑥𝑥1
′  

 
 

坐标变换系数矩阵 
𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 
𝑥𝑥1
′  0(𝛼𝛼11) 1(𝛼𝛼12) 0(𝛼𝛼13) 
𝑥𝑥2
′  -1(𝛼𝛼21) 0(𝛼𝛼22) 0(𝛼𝛼23) 
𝑥𝑥3
′  0(𝛼𝛼31) 0(𝛼𝛼32) 1(𝛼𝛼33) 

 

�
𝜎𝜎11
′ = 𝜎𝜎22 𝜎𝜎22

′ = 𝜎𝜎11 𝜎𝜎33
′ = 𝜎𝜎33

𝜎𝜎23
′ = −𝜎𝜎13 𝜎𝜎31

′ = 𝜎𝜎32 𝜎𝜎12
′ = −𝜎𝜎21

� 

�
𝜀𝜀11
′ = 𝜀𝜀22 𝜀𝜀22

′ = 𝜀𝜀11 𝜀𝜀33
′ = 𝜀𝜀33

𝜀𝜀23
′ = −𝜀𝜀13 𝜀𝜀31

′ = 𝜀𝜀32 𝜀𝜀12
′ = −𝜀𝜀21

� 

····（4-5-11） 
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            = 𝐶𝐶21𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶22𝜀𝜀33 + 𝐶𝐶23𝜀𝜀22 
= 𝜎𝜎33 = 𝐶𝐶31𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶32𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶33𝜀𝜀33 

 
自然要求：𝐶𝐶22 = 𝐶𝐶33 

又（4-5-10）第五式有： 

 

 𝜎𝜎31
′ = 𝐶𝐶55 𝜀𝜀31

′ = 𝐶𝐶55(−𝜀𝜀21) = −𝜎𝜎21 = −𝐶𝐶66𝜀𝜀21 

 

显然要求：𝐶𝐶55 = 𝐶𝐶66 

由（4-5-10）第一式有： 

 

     𝜎𝜎11
′ = 𝐶𝐶11𝜀𝜀11

′ + 𝐶𝐶12𝜀𝜀22
′ + 𝐶𝐶13𝜀𝜀33

′  
            = 𝐶𝐶11𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶12𝜀𝜀33 + 𝐶𝐶13𝜀𝜀22 
= 𝜎𝜎11 = 𝐶𝐶11𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶12𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶13𝜀𝜀33 

 
显然要求：𝐶𝐶12 = 𝐶𝐶13 

再考察第三，四，六式不增加新的约束。 

 

③当𝑂𝑂𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3绕𝑥𝑥2轴转 90°时，不增加更多约束。 

归纳得出：当沿两个相互垂直的方向，弹性性质不变，有（只剩下三个独立的弹性系数）： 

 

𝐶𝐶11 = 𝐶𝐶22 = 𝐶𝐶33
记为
��� 𝐶𝐶1 

𝐶𝐶12 = 𝐶𝐶13 = 𝐶𝐶23
记为
��� 𝐶𝐶2 

𝐶𝐶44 = 𝐶𝐶55 = 𝐶𝐶66
记为
��� 𝐶𝐶3 

····（4-5-13） 

从而，我们可将广义虎克定律在（4-5-10）基础上进一步表为： 

 

⎝

⎜⎜
⎜
⎛

𝐶𝐶1 𝐶𝐶2 𝐶𝐶2
𝐶𝐶1 𝐶𝐶2

𝐶𝐶1

0 0 0
0 0 0
0 0 0
𝐶𝐶3 0 0

𝐶𝐶3 0
𝐶𝐶3⎠

⎟⎟
⎟
⎞

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜎𝜎11 = (𝐶𝐶1 − 𝐶𝐶2)𝜀𝜀11 + 𝐶𝐶2𝜃𝜃
𝜎𝜎22 = (𝐶𝐶1 − 𝐶𝐶2)𝜀𝜀22 + 𝐶𝐶2𝜃𝜃
𝜎𝜎33 = (𝐶𝐶1 − 𝐶𝐶2)𝜀𝜀33 + 𝐶𝐶2𝜃𝜃
𝜎𝜎23 = 𝐶𝐶3𝜀𝜀23
𝜎𝜎31 = 𝐶𝐶3𝜀𝜀11
𝜎𝜎12 = 𝐶𝐶3𝜀𝜀12

                             

� 

····（4-5-14） 

其中：θ = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀11 + 𝜀𝜀22 + 𝜀𝜀33 ，即是体膨胀系数（亦即应变张量第一不变量）。 

<III> 各向同性体只有两个独立的弹性系数 

根据各向同性的要求，在介质中一点沿任意方向，弹性性质不变。因而坐标轴在任意旋转后，新老坐

标系中表述的应力应变关系不变。我们来看沿着两个相交成任意角度ϕ的方向，弹性性质不变（即真正各

向同性）的结果。 

对称元 
刚度矩阵 
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 由𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘     和   𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘得: 

𝜎𝜎12
′ =

1
2

(𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22) sin 2𝜑𝜑 + 𝜎𝜎12 cos 2𝜑𝜑 

····（1） 

𝜀𝜀12
′ =

1
2

(𝜀𝜀11 − 𝜀𝜀22) sin 2𝜑𝜑 + 𝜀𝜀12 cos 2𝜑𝜑 

····（2） 

由（2）有：𝛾𝛾12
′ = 2𝜀𝜀12

′ = (𝜀𝜀11 − 𝜀𝜀22) sin 2𝜑𝜑 + 𝛾𝛾12 cos 2𝜑𝜑 
在老系中：𝜎𝜎12 = 𝐶𝐶3𝜀𝜀12，在新系中应该有：𝜎𝜎12

′ = 𝐶𝐶3𝜀𝜀12
′  

亦即：  

1
2

(𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22) sin 2𝜑𝜑 + 𝜎𝜎12 cos 2𝜑𝜑 =
𝐶𝐶2

2
[(𝜀𝜀11 − 𝜀𝜀22) sin 2𝜑𝜑 + 2𝜀𝜀12 cos 2𝜑𝜑] 

····（3） 

又由（4-5-14）的第一、二两式得：𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎22 = (𝐶𝐶1 − 𝐶𝐶2)(𝜀𝜀11 − 𝜀𝜀22)，且有𝜎𝜎12 = 𝐶𝐶3𝜀𝜀12均代入（3）式

得：𝐶𝐶1 − 𝐶𝐶2 = 𝐶𝐶3。这就证明了各向同性物体只有两个独立的弹性系数。 

令： 

𝐶𝐶2 = λ  , 𝐶𝐶3 = 2𝜇𝜇  ,则  C1 = 𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇 
····（4-5-15） 

称λ和𝜇𝜇为 Lame 系数。 

所以在各向同性情况下，刚度矩阵和广义虎克定律表为： 

 

⎝

⎜⎜
⎜
⎛

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇 λ λ
𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇 λ

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇

0 0 0
0 0 0
0 0 0

2𝜇𝜇 0 0
2𝜇𝜇 0

2𝜇𝜇⎠

⎟⎟
⎟
⎞

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜎𝜎11 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀11 + 𝜆𝜆𝜆𝜆
𝜎𝜎22 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀22 + 𝜆𝜆𝜆𝜆
𝜎𝜎33 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀33 + 𝜆𝜆𝜆𝜆

     

𝜎𝜎23 = 𝜇𝜇𝛾𝛾23 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀23
𝜎𝜎31 = 𝜇𝜇𝛾𝛾31 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀31
𝜎𝜎12 = 𝜇𝜇𝛾𝛾12 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀12

 

� 

····（4-5-16） 

通式： 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  
 

当介质非均匀时，λ和𝜇𝜇均是空间点的函数，即有𝜆𝜆 = 𝜆𝜆(𝑟𝑟) , 𝜇𝜇 = 𝜇𝜇(𝑟𝑟)，从而: 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟) = 2𝜇𝜇(𝑟𝑟)𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟) + 𝜆𝜆(𝑟𝑟)𝜃𝜃(𝑟𝑟)𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  

坐标变换系数矩阵 

𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 

𝑥𝑥1
′  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝛼𝛼11) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝛼𝛼12) 0(𝛼𝛼13) 

𝑥𝑥2
′  −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝛼𝛼21) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝛼𝛼22) 0(𝛼𝛼23) 

𝑥𝑥3
′  0(𝛼𝛼31) 0(𝛼𝛼32) 1(𝛼𝛼33) 

 

𝑥𝑥1
′  

 
 

𝑥𝑥2
′  

 
 

𝑥𝑥1 

 
 

𝑥𝑥2 
 
 

𝜑𝜑 
 

对称元 
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····（4-5-17） 

当介质是均匀的，则λ和𝜇𝜇是常数，即有: 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟) = 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟) + 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑟𝑟)𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  
····（4-5-18） 

通常以应力表示应变的本构方程也是必须的，其为: 

 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟) =
1

2𝜇𝜇 �
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟)−

𝜆𝜆
(3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)

𝐼𝐼1(𝑟𝑟)𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 � 

···（4-5-19） 

 

§4.6 弹性常数的测定及相互关系 
前几节中，我们从热力学基本定律出发，推导出了线性弹性体本构关系的基本形式，但对于某一特定

的材料（即使是各向同性、均匀的材料），仍有两个弹性常数需要确定。下面我们介绍弹性常数的实验测定。 

<I> 单轴拉伸（压缩）实验 

 
不失一般性，我们取𝑥𝑥1轴正方向受拉力 F（如图），则有应力状态为： 

 

𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎 =
𝐹𝐹
𝑆𝑆

  , 𝜎𝜎22 = 𝜎𝜎33 = 𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎31 = 0 

····（4-6-1） 

将上式代入（4-5-16）式得： 

�
𝜎𝜎11 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀11 + 𝜆𝜆𝜆𝜆         
𝜎𝜎22 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀22 + 𝜆𝜆𝜆𝜆 = 0
𝜎𝜎33 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀33 + 𝜆𝜆𝜆𝜆 = 0

� 

····（4-6-2） 

将上三式相加得： 

𝜃𝜃 =
1

3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
𝜎𝜎11 

····（4-6-3） 

将上式再代入（4-6-2）式中的第一式得： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜇𝜇(3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)

𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜀𝜀11 

····（4-6-4） 

实验发现：在小形变时，轴向应力𝜎𝜎11与轴向应变𝜀𝜀11之比是一个常数，记为： 

𝐹𝐹 

𝑂𝑂 𝑥𝑥1 

 
 

 
 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 
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𝐸𝐸 =
𝜎𝜎11

𝜀𝜀11
=
𝜇𝜇(3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)

𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
 

····（4-6-5） 

𝐸𝐸称为杨氏模量（或弹性模量）。 

再由（4-6-2）的第二、三两式得： 

 

𝜀𝜀22 = 𝜀𝜀33 = −
𝜆𝜆

2𝜇𝜇
𝜃𝜃 

····（4-6-6） 

由（4-6-3）和（4-6-4）得： 

 

𝜃𝜃 =
�𝜇𝜇�

𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜀𝜀11 

····（4-6-7） 

将上式代入（4-6-6）得： 

 

𝜀𝜀22 = 𝜀𝜀33 = −
�𝜆𝜆�

2(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇) 𝜀𝜀11 

····（4-6-8） 

实验还发现：小形变时，横向应变𝜀𝜀22和𝜀𝜀33与轴向应变𝜀𝜀11之比也是一个常数，记为： 

 

𝜈𝜈 = −
𝜀𝜀22

𝜀𝜀11
= −

𝜀𝜀33

𝜀𝜀11
=

�𝜆𝜆�

2(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇) 

····（4-6-9） 

𝜈𝜈称为泊松比。 

由（4-6-5）和（4-6-9）可解得： 

𝜆𝜆 =
𝐸𝐸𝐸𝐸

(1 + 𝜈𝜈)(1− 2𝜈𝜈)
 

𝜇𝜇 =
𝐸𝐸

2(1 + 𝜈𝜈)
 

····（4-6-10） 

可见：𝜆𝜆和𝜇𝜇可通过测量𝐸𝐸和𝜈𝜈而计算出来。 

*用𝐸𝐸和𝜈𝜈表示的广义虎克定律也是常用的，即： 

 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟) =
1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟)−
𝜈𝜈
𝐸𝐸
𝐼𝐼1(𝑟𝑟)𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（4-6-11） 

 分量形式为： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜀𝜀11 =

1
𝐸𝐸

[𝜎𝜎11 − 𝜈𝜈(𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33)]           𝜀𝜀23 =
1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎23

𝜀𝜀22 =
1
𝐸𝐸

[𝜎𝜎22 − 𝜈𝜈(𝜎𝜎33 + 𝜎𝜎11)]           𝜀𝜀31 =
1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎31

𝜀𝜀33 =
1
𝐸𝐸

[𝜎𝜎33 − 𝜈𝜈(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22)]           𝜀𝜀12 =
1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎12

� 
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····（4-6-11‘） 

<II> 纯剪实验 

 

不失一般性，取如图所示的立方体，再上下两端面作用剪切力𝐹⃗𝐹则应力状态为： 

 

�𝜎𝜎32 = 𝜎𝜎𝜏𝜏 =
𝐹𝐹
𝑆𝑆
（以𝑥𝑥3方向为法方向的面上，沿𝑥𝑥2方向的剪切力）

𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎22 = 𝜎𝜎33 = 𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎13 = 0                                                              
� 

····（4-6-12） 

由（4-5-16）式（即各向同性体的本构关系）知： 

 

�
𝜀𝜀11 = 𝜀𝜀22 = 𝜀𝜀33 = 𝜀𝜀12 = 𝜀𝜀13 = 0

𝜀𝜀32 =
1

2𝜇𝜇
𝜎𝜎32                                      

� 

····（4-6-13） 

实验发现：当𝛾𝛾很小时（𝛾𝛾 = 2𝜀𝜀32），剪切应力𝜎𝜎32与角应变𝛾𝛾之比是一个常数，记为： 

 

𝜇𝜇 =
𝜎𝜎32

2𝜀𝜀32
=
𝜎𝜎32

𝛾𝛾
= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

····（4-6-14） 

称𝜇𝜇为剪切弹性模量或刚性模量。实际常用圆柱体纯扭转实验来测𝜇𝜇。 

<III> 各向均匀压缩实验 

实验时取： 

�𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎22 = 𝜎𝜎33 = −𝑃𝑃
𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎31 = 𝜎𝜎12 = 0

� 

····（4-6-15）  

则由（4-5-16）式中前三式（即：𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖)）之和得： 

 

−3𝑃𝑃 = (2𝜇𝜇 + 3𝜆𝜆)𝜃𝜃 
····(4-6-16) 

定义：体积压缩模量𝐾𝐾为： 

𝑘𝑘 = −
𝑃𝑃
𝜃𝜃

   𝑜𝑜𝑜𝑜   𝑘𝑘 = −
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

···· (4-6-17) 

−𝐹⃗𝐹 

𝐹⃗𝐹 

𝑆𝑆 
𝛾𝛾 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥2 
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由（4-6-16）可得： 

𝑘𝑘 =
2𝜇𝜇 + 3𝜆𝜆

3
= 𝜆𝜆 +

2
3
𝜇𝜇 

 ····(4-6-18) 

小结：由上述三个实验，我们又得到三个观测弹性系数𝐸𝐸, 𝜈𝜈,𝑘𝑘（通常称为工程弹性系数），与原有理论

推导得出的拉梅（𝜆𝜆、𝜇𝜇）系数一起共有五个（对确定的均匀材料，它们是常数）。但它们中仍只有两个是独

立的，其相互关系为： 

 

𝜆𝜆 =
2𝜇𝜇𝜇𝜇

1 − 2𝜈𝜈
=
𝜇𝜇(𝐸𝐸 − 2𝜇𝜇)

3𝜇𝜇 − 𝐸𝐸
= 𝑘𝑘 −

2
3
𝜇𝜇 =

𝐸𝐸𝐸𝐸
(1 + 𝜈𝜈)(1− 2𝜈𝜈) =

3𝑘𝑘(3𝑘𝑘 − 𝐸𝐸)
9𝑘𝑘 − 𝐸𝐸

=
3𝑘𝑘𝑘𝑘

1 + 𝜈𝜈
 

 

𝜇𝜇 =
𝜆𝜆(1− 2𝜈𝜈)

2𝜈𝜈
=

3
2

(𝑘𝑘 − 𝜆𝜆) =
𝐸𝐸

2(1 + 𝜈𝜈) =
3𝑘𝑘(1− 2𝜈𝜈)

2(1 + 𝜈𝜈) =
3𝑘𝑘𝑘𝑘

9𝑘𝑘 − 𝐸𝐸
 

 

𝜈𝜈 =
𝜆𝜆

2(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇) =
𝜆𝜆

3𝑘𝑘 − 𝜆𝜆
=

𝐸𝐸
2𝜇𝜇

− 1 =
3𝑘𝑘 − 2𝜇𝜇

2(3𝑘𝑘 + 𝜇𝜇) =
3𝑘𝑘 − 𝐸𝐸

6𝑘𝑘
 

 

𝐸𝐸 =
𝜇𝜇(3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)

𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
=
𝜆𝜆(1 + 𝜈𝜈)(1− 2𝜈𝜈)

𝜈𝜈
=

9𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 𝜆𝜆)
3𝑘𝑘 − 𝜆𝜆

= 2𝜇𝜇(1 + 𝜈𝜈) =
9𝑘𝑘𝑘𝑘

3𝑘𝑘 + 𝜇𝜇
= 3𝑘𝑘(1 − 2𝜈𝜈) 

 

𝑘𝑘 = 𝜆𝜆 +
2
3
𝜇𝜇 =

𝜆𝜆(1 + 𝜈𝜈)
3𝜈𝜈

=
2𝜇𝜇(1 + 𝜈𝜈)
3(1− 2𝜈𝜈) =

𝜇𝜇𝜇𝜇
3(3𝜇𝜇 − 𝐸𝐸) =

𝐸𝐸
3(1− 2𝜈𝜈) 

 

····（4-6-19） 

另外还有： 

𝜇𝜇
𝜆𝜆 + 𝜇𝜇

= 1 − 2𝜈𝜈             
𝜆𝜆

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
=

𝜈𝜈
1 − 𝜈𝜈

 

 

对上述五个弹性系数，我们可通过测量𝐸𝐸, 𝜈𝜈, 𝑘𝑘, 𝜆𝜆,𝜇𝜇中的任意两个，利用（4-6-19）关系计算出其它三个。 

<IV> 广义虎克定律的实验验证 

下面我们给出一些材料的实验测量数据和理论结果对比，以此来看广义虎克定律的精确程度。 

 
𝐸𝐸 × 106 

(𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑐𝑐𝑐𝑐2� ) 

𝜇𝜇 × 106 

(𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑐𝑐𝑐𝑐2� ) 
𝜐𝜐 

理论公式 

𝜐𝜐 =
𝐸𝐸

2𝜇𝜇
− 1 

碳钢 2.0~2.1 8.1 0.24~0.28 0.23~0.30 
铸铁 1.15 4.5 0.27 0.28 
黄铜 0.91~0.99 3.5 0.32~0.42 0.30~0.41 
玻璃 0.56 2.2 0.25 0.27 
青铜 1.15 4.2 0.32~0.35 0.36 

 

实 
测 

值 材 
料 
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§4.7 体积和形状改变定律 
在前两章中，我们曾讨论了应力张量及应变张量的分解，即： 

 

应力张量：𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖  

其中：𝜎𝜎0 = 1
3
𝐼𝐼1 = 1

3
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

3
(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33)  为平均正应力 

      𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖       为应力偏张量 

 

应变张量：𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖  

其中：𝜀𝜀0 = 1
3
𝜃𝜃 = 1

3
𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

3
(𝜀𝜀11 + 𝜀𝜀22+𝜀𝜀33)    为平均线应变 

      𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖       为应变偏张量 

 

我们也曾说过，如此分解的物理含义是：应力球张量引起的是对应于应变球张量描述的物体的体积变

化，而应力偏张量引起的是对应于应变偏张量描述的物体的形状变化。对于各向同性物体两者是相互独立

的，互不干扰。 

利用广义虎克定律： 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  
 

和应力张量及应变张量的分解式，我们有： 

 

𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇�𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 � = (3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖  
····（4-7-1） 

由上述独立性，有（注意到：𝐾𝐾 = 𝜆𝜆 + 2
3
𝜇𝜇 ⟹ 3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇 = 3𝐾𝐾）： 

 

𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = (3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 3𝐾𝐾𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  
····（4-7-2）   

 

𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖  
····（4-7-3） 

以上两式分别给出了应力球张量与应变球张量以及应力偏张量与应变偏张量之间的对应关系，这就是: 

（A） 体积改变定律：应力球张量正比于应变球张量，比例系数为3𝐾𝐾。 

（B） 形状改变定律：应力偏张量正比于应变偏张量，比例系数为2𝜇𝜇。 

相应地，应变能密度𝑊𝑊1�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �也可分解为体积改变的应变能𝑊𝑊1𝜈𝜈和形状改变的应变能𝑊𝑊1𝑆𝑆（简称畸变能）

两部分，即： 

 

𝑊𝑊1�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 𝑊𝑊1𝜈𝜈+𝑊𝑊1𝑆𝑆      �𝑊𝑊1𝜈𝜈 − 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑊𝑊1𝑆𝑆 − 𝑆𝑆ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐶𝐶ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

� 

····（4-7-4） 

将（4-7-2）、（4-7-3）两式代入克拉贝龙公式，有 

 

𝑊𝑊1 =
1
2
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =

1
2
�𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖 ��𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 � =

1
2
�3𝐾𝐾𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 ��𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 � 
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=
1
2
�3𝐾𝐾𝜀𝜀0

2𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖2 + 3𝐾𝐾𝜀𝜀0𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀0𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 � =
1
2
𝐾𝐾𝜃𝜃2 + 𝜇𝜇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（4-7-5） 

注：𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐽𝐽1′ = 0;  𝜀𝜀0 = 1
3
𝜃𝜃 

显然： 

𝑊𝑊1𝜈𝜈 =
1
2
𝐾𝐾𝜃𝜃2 

····（4-7-6） 

 

𝑊𝑊1𝑆𝑆 = 𝜇𝜇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖  
····（4-7-7） 

热力学理论告诉我们，物体的自然状态是一种稳定状态，而在稳定状态下，物体的势能为零，且必为

极小值。即： 

(𝑊𝑊1)𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 0 
 

这说明应变能密度函数𝑊𝑊1�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �具有正定性，即 

 

𝑊𝑊1 ≥ 0 
····（4-7-8） 

又因为体积改变与形状改变是相互独立的，所以有 

 

𝑊𝑊1𝜈𝜈 ≥ 0            &           𝑊𝑊1𝑆𝑆 ≥ 0 
····（4-7-9） 

从而由（4-7-6）和（4-7-7）可推知 

 

𝐾𝐾 > 0           &           𝜇𝜇 > 0 
····（4-7-10） 

由于 

𝐸𝐸 =
9𝐾𝐾𝐾𝐾

3𝐾𝐾 + 𝜇𝜇
𝐾𝐾>0,𝜇𝜇>0
������� 𝐸𝐸 > 0 

····（4-7-11） 

又由 

𝐾𝐾 =
𝐸𝐸

3(1− 2𝜈𝜈) =
2𝜇𝜇(1 + 𝜈𝜈)
3(1− 2𝜈𝜈)

𝐾𝐾>0,𝜇𝜇>0,𝐸𝐸>0
���������� −1 ≤ 𝜈𝜈 ≤

1
2
 

····（4-7-12） 

但至今为止还没发现𝜈𝜈 < 0（即𝜈𝜈为负值）的材料，所以我们可以认为 

 

0 ≤ 𝜈𝜈 ≤
1
2
 

····（4-7-13）  

再由： 

𝜆𝜆 =
3𝐾𝐾𝐾𝐾

1 + 𝜈𝜈
        

 由 可推知𝜈𝜈>0
𝐾𝐾>0

 
����������      𝜆𝜆 > 0 
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····（4-7-14） 

对于只有两个独立弹性系数的线性弹性理论，需要完整描述整个介质的性质，需要𝐸𝐸, 𝜇𝜇, 𝜆𝜆, 𝜈𝜈,𝐾𝐾中的两个。

在实际中为了简化问题，经常根据实际情况做一些使参数减少到只有一个独立的假定： 
1> 泊松假定：𝜆𝜆 = 𝜇𝜇 

在泊松假定下：𝐾𝐾 = 5
3
𝜇𝜇, 𝐸𝐸 = 5

2
𝜇𝜇, 𝜈𝜈 = 1

4
= 0.25 

满足泊松假定的物质体称为泊松体。实际地球介质的相当一部分就是泊松体。对泊松体其横纵波速度

比等于√3，即： 
𝓋𝓋𝑃𝑃
𝓋𝓋𝑆𝑆

= √3 

2> 不可压缩假定：𝜆𝜆 = 𝐾𝐾 
     
→∞ 

在不可压缩假定下：𝜇𝜇 = 1
3
𝐸𝐸, 𝜈𝜈 = 1

2
 

3> 可压缩流体的极限情况：𝜇𝜇
  
→ 0 

在此情况下，由𝜇𝜇
  
→ 0可推出：𝐸𝐸

 
→0, 𝜈𝜈

 
→ 1

2
, 𝜆𝜆

 
→𝐾𝐾

 
→ 𝜇𝜇

1−2𝜈𝜈
 

 

并且，由 𝑊𝑊1 = 1
2
𝐾𝐾𝜃𝜃2 + 𝜇𝜇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖  可见𝐾𝐾、𝜇𝜇是弹性系数，其反映的是介质本身的特性，与坐标选择无关，

𝜃𝜃 = 𝐼𝐼1′是应变张量第一不变量，也与坐标变换无关，𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 =标量（亦是坐标变换不变量）。 
所以，应变能密度函数是坐标变换不变量，即有： 
 

𝑊𝑊1�𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 𝑊𝑊1(𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′ ) 
 
本章结语： 
至此，我们已经建立起了弹性力学的基本理论。到目前为止，我们已用了所有六个假设（连续性、弹

性、小形变、各向同性、均匀性、无予应力假设）。在弹性、小形变假设下，所有方程都是线性的（因为总

是略去(𝑂𝑂)2以上项），所以又称为线性弹性力学。 
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第五章 弹性力学问题的建立及一般原理 

§5.1 弹性力学问题的完整提法 

<I> 问题的提法 

在前面几章中我们讨论了①如何描述作用在弹性体上的内力和体力、面力分布。②如何描述弹性体的

变形。③并建立了力学，几何和物理三套方程。归纳如下： 
(1) 力学方程（运动 OR 平衡方程）共 3 个： 

 

�
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝑓𝑓𝑖𝑖 = 0    �𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 �

应力分量约束关系 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗

          𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2,3 � 

····（5-1-1） 
(2) 几何方程（位移与应变关系）共 6 个： 
 

�
𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =

1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�

另有应变协调方程  𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑖𝑖𝑖𝑖

� 

····（5-1-2） 

 
(3) 物理方程（本构关系）共 6 个 

① 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 )形式 
i. 各向异性材料 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘            （其中𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖只有 21 个是独立的） 

ii. 各向同性材料 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（5-1-3） 

其中：𝜃𝜃 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀11 + 𝜀𝜀22 + 𝜀𝜀33为体胀系数（应变张量第一不变量）。 
 

② 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘)形式 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 −
𝜈𝜈
𝐸𝐸
𝐼𝐼1𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 =

1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 −
3𝜈𝜈
𝐸𝐸
𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（5-1-4） 

其中：𝐼𝐼1 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33为应力张量第一不变量。 

   𝜎𝜎0 = 1
3
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

3
(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33)为平均正应力。 

 
以上三组方程共包含 15 个方程和 15 个未知函数，即：𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  。而𝑓𝑓𝑖𝑖是给定的体力场。𝜆𝜆, 𝜇𝜇, 𝜈𝜈和𝐸𝐸是

弹性性质参数，也是已知量（可由实验测定）。𝜌𝜌是弹性体的密度分布函数，我们下面讨论它。所以，从数

学角度上看，方程数目和未知函数数目相等，从理论上来说，二阶偏微分方程（5-1-1）在给定适当的边界

与初始条件下是能求解的。下面给出弹性力学问题的完整提法：对于具体指定了力学性质和形状的弹性体，

求解满足给定体力分布和边界条件、初始条件下的弹性体运动（平衡）规律，确定并掌握弹性体上各点的
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各种物理量在运动（平衡）中随时空的变化情况。 

<II> 关于方程组的几点说明 

(1) 介质的力学性质 
对各向同性弹性体，描述介质的力学性质常用 Lame 系数： 

𝜆𝜆 = 𝜆𝜆(𝑟𝑟), 𝜇𝜇 = 𝜇𝜇(𝑟𝑟) 
当介质均匀时，𝜆𝜆和𝜇𝜇是常数。 
 
(2) 弹性体的形状 
理论上可以求解任意形状弹性体的变形与波动问题，或是应力场变化问题等。但是，实际上只有少数

简单的形状才有解析解。 
在工程问题中，具有重要意义的柱体、板、薄壳等简单形状的弹性体已有了解析解。而弹性全空间、

半空间、平行分层半空间、球体等则是我们地球物理问题中的重要模型。以后，我们在实际工作中会遇到

这些模型的问题。例如，在研究地球浅部地壳内的应力场时，可忽略地球曲率的影响，而简化为半无限体

（弹性半空间），并且认为在地壳这一薄层（相对于地球半径来说，地壳的厚度是很薄的）内，体力𝜌𝜌𝜌𝜌的变

化可以忽略不计。这样就把问题抽象为一个很简单的弹性力学问题——半无限体受均匀体力的应力分布问

题（详见《固体力学》.尹祥础.地震出版社.1985. P220）。 
弹性力学问题的许多困难其实都是比较复杂的立体几何问题引起的。好在数值解法的不断发展并趋于

完善，使我们可以利用诸如有限单元法，边界单元法等等方法去解决许多具有一般形状体和介质分布不均

匀的弹性力学问题。 
特别值得一提的是：边界面的形状也决定了采用什么样的坐标系才能最方便、最简洁地表达边界条件，

进而决定了应该采用什么样的特殊函数作通解。例如，对球体，就可采用球坐标系，相应用球贝塞尔函数

作通解。 
 
(3) 关于各种物理量的说明 
反映弹性体运动和变形的物理量很多。对于工程上的问题和科研问题，常用的是位移和应力，偶尔也

采用应变。提别是应力和位移，它们是重要的研究对象。因为材料的强度就是与应力直接有关的，构件的

位移也是实际应用中关心的问题，是在设计时应该预先估算的量。而弹性体上的应变场、体膨胀系数、旋

转张量等比较抽象，实际中很少用。 
弹性体的密度𝜌𝜌(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)也是重要的物理量，严格而言它也是随着弹性体的变形和波动，在时、空中变化着

的。根据连续性假定和质量守恒定律，可以推导出小形变假定下连续性方程的简化形式： 
因为： 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝜃𝜃 = lim
𝑉𝑉→0

𝑉𝑉′ − 𝑉𝑉
𝑉𝑉

=
�𝑚𝑚𝜌𝜌′ −

𝑚𝑚
𝜌𝜌�

𝑚𝑚
𝜌𝜌

� =
𝜌𝜌(𝑟𝑟)
𝜌𝜌′(𝑟𝑟′)

− 1 

即有： 

𝜌𝜌′(𝑟𝑟′) =
𝜌𝜌(𝑟𝑟)

�1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
 

····（5-1-5） 

由小形变假定：
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

≪ 1，可将上式中�1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
�
−1
项展开： 

�1 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
−1

= 1 +
−1
1!

∙
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+
−1 �∙ −2 �

2!
∙ �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
2

+ ⋯ 
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略去 2 阶及其以上项得小形变下连续性方程的简化形式： 
 

𝜌𝜌′(𝑟𝑟′) ≈ 𝜌𝜌(𝑟𝑟) �1 −
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�      𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉 , 𝑟𝑟′ ∈ 𝑉𝑉′  

····（5-1-6） 
现在来考察动量方程： 

𝑓𝑓𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 = 𝜌𝜌′(𝑟𝑟′)𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑡𝑡𝑡𝑡  
····（a） 

按动量守恒定理的本意，方程中的密度分布自然是𝜌𝜌′(𝑟𝑟′)，即弹性体上运动着的每一点时时刻刻遵从动

量守恒。把(5-1-6)式代入运动方程有： 
 

𝑓𝑓𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 = 𝜌𝜌(𝑟𝑟)�1 −
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� 𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡  

····（b） 

考虑到
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 也是一级小量（小速度变化率），则�𝜕𝜕

2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 ��

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
�就是二级小量，略去有： 

 

𝑓𝑓𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 = 𝜌𝜌(𝑟𝑟)𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡 
····（c） 

因此，在解运动方程时，不涉及变化着的密度𝜌𝜌′(𝑟𝑟′)，方程中出现的是给定的初始密度𝜌𝜌(𝑟𝑟)，是个已知

量。当然，在解出位移𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟)后，总可按（5-1-6）式计算出变形后的密度𝜌𝜌′(𝑟𝑟′)的。 

 

(4) 弹性静力学问题和动力学问题的区分 
静力学一般是指被研究物体受到的外力的合力为零、所受到的外力矩的合力矩为零时，物体处于静力

平衡状态的各种问题。因此，当弹性体上的任一小体元都始终处于静力平衡状态时，弹性体上的位移场、

应变场、应力场、密度场等都只是位置坐标的函数，而不随时间变化这类的问题，自然属于静力学问题。

但是，我们在弹性力学中研究的是物质运动的第三种形式——变性，所以关心的是弹性体上各点元间产生

相对距离变化的问题，并不关心弹性体作为整体的运动。所以，弹性体受到不随时间变化的体力时，由于

弹性体整体运动着，其上的位移场、应变场、应力场、密度场等也因此不仅是空间的函数，也随时间变化；

但是，这时弹性体上点点之间的相对距离不随时间变化了，也就是“变性已确定了”（例：地球在日月引力

下的自转问题）。这类问题依然是弹性静力学问题。那么，不受外力，只受到不随时间变化的体力时，弹性

力学问题是不是都属于静力学问题呢？不一定！弹性体的自由震荡就是弹性动力学问题，这时弹性体上的

点点之间相对距离是随时间变化的。 

弹性动力学问题是研究弹性体上点点之间相对距离随时间变化的问题。一般说，动力学问题是研究弹

性体受到随时间变化的力之后产生波动的问题，也包括具有非零初始条件或非自然初始位形的自由振荡问

题。例如，在太空舱里，宇航员拧扭弹性球——初应力不为零、初位形被迫扭曲。 

总之，弹性力学的静、动力学问题的区别在于弹性体上各点之间的相对距离是否随时间变化。 

举例来说，弹性体在重力场中自由下落是静力学问题。空中自旋着的弹性体所发生的形变是静力学问

题（例：地球自转——离心力与变形后地球介质之间的抵抗变形的联接力平衡）。太空失重状态下弹性体的

自由振荡是动力学问题。地球物理学中大地震激发起的地球自由振荡就是一个非常有趣的弹性动力学问题。 

 

§5.2 弹性力学问题的求解途径 
求解以不同的物理量为未知函数表示的泛定方程，称为不同的求解途径。 

形
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本小节的任务就是设法将泛定方程（运动方程）和定解条件（初、边界条件）化为用某一物理量表示

的方程组。从而使今后在解决实际问题时，根据问题所要求解的物理量以及给定的定解条件，来适当选择

相应的方程组，以便简化求解过程。例如，如果问题需要求的是弹性体的位移场𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)，则我们可选用以位

移为未知函数来表示的泛定方程和以位移形式给出的定解条件。 

比较常见的是以弹性体上各点的位移𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟)，或应力张量𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟)作为已知函数的两种途径。 

<I> 以位移为未知函数的运动方程——拉梅方程 

拉梅方程的导出步骤：先利用本构关系将运动方程（5-1-1）式中的应力分量化为应变分量表示，再利

用几何方程将应变分量化为用位移分量表示。 
即： 

𝜕𝜕𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

=
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

�𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

�𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇 ∙
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

��

= 𝜃𝜃𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜇𝜇 �
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗2

+
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

�

= 𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜇𝜇
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

�+ 𝜇𝜇
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗2

 

𝜃𝜃=ℇ𝑗𝑗𝑗𝑗 =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

��������= 𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜇𝜇
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗2

+ �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

 

····(a) 
将（a）代入（5-1-1）得非均匀各向同性介质用位移表示的运动方程为： 
 

𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜇𝜇
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗2

 

····(5-2-1) 

当介质均匀时（即 𝜆𝜆，𝜇𝜇均为常数），上式化为： 
 

𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜇𝜇
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗2

 

𝑂𝑂𝑟𝑟 

𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝜃𝜃,𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗  

····(5-2-2) 

（5-2-2）式即为以未知函数表示的泛定方程，称为拉梅方程。 
在拉梅方程的推导过程中利用了本构关系、几何关系和力学方程，因此它综合体现了弹性体运动的力

学、几何学和物理学的规律性。 

<II> 以应力张量为未知函数的运动方程——拜尔托拉密·密迄尔方程（亦称应力协调方程） 

当以应力张量为未知函数时，首先应力张量分量应满足运动方程，但运动方程只包含三个方程而应力

张量分量有 6 个独立的，所以未知量的个数多于方程的个数，必须补充方程数。换句话说，由三个方程确

定的六个应力分量之间必须相互制约协调。下面我们就来推导拜尔托拉密·密迄尔方程。 

首先对（5-2-2）式两边求
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

，得： 
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𝜌𝜌
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑡𝑡2 �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

� =
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜇𝜇
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

� 

····（a） 

将上式作自由标置换运算，得： 
 

𝜌𝜌
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑡𝑡2 �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� =
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗 𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜇𝜇
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� 

····（b） 

将（a）（b）两式相加，注意到几何关系𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
�，有： 

 

2𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = �

𝜕𝜕𝑓𝑓𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�+ 2(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 2𝜇𝜇
𝜕𝜕2𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2

 

····（c） 

由本构关系𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ⟹ 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 −𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝜇𝜇

代入（c）式得： 

 
𝜌𝜌
𝜇𝜇
∙
𝜕𝜕2𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 −

𝜌𝜌𝜌𝜌
𝜇𝜇
∙
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �

𝜕𝜕𝑓𝑓𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�+ 2(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕2𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2

− 𝜆𝜆
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（d） 

再对(5-2-2)式两边求
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

（注意到：𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑖𝑖） 

得： 
 

𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2 =

𝜕𝜕𝑓𝑓𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

+ (𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2

 

····（e） 
 

⟹
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2

=
𝜌𝜌 𝜕𝜕

2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2 −

𝜕𝜕𝑓𝑓𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
=

𝜌𝜌𝜌𝜌
(1− 𝜈𝜈)𝜆𝜆

∙
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2 −

𝜈𝜈
(1− 𝜈𝜈)𝜆𝜆

∙
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

 

····（f） 
而体积改变定律为： 

（由𝜎𝜎0 = 1
3
𝐼𝐼1，𝜎𝜎0 = 3𝐾𝐾𝜀𝜀0 = 𝐾𝐾𝐾𝐾，𝐸𝐸 = 3𝐾𝐾(1 − 2𝜈𝜈)，𝜀𝜀0 = 1

3
𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

3
𝜃𝜃可得） 

𝜃𝜃 =
1 − 2𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝐼𝐼1 

····（g） 

将（f）、（g）代入（d）式得 ： 
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𝜌𝜌
𝜇𝜇
∙
𝜕𝜕2𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 −

𝜌𝜌𝜌𝜌
𝜇𝜇
∙

(1− 2𝜈𝜈)
𝐸𝐸

∙
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑡𝑡2 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖

= �
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�+ 2(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇) ∙
(1− 2𝜈𝜈)

𝐸𝐸
∙
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕2𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2

+
𝜈𝜈

1 − 𝜈𝜈
∙
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

∙ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 −
𝜌𝜌𝜌𝜌

1 − 𝜈𝜈
∙

(1− 2𝜈𝜈)
𝐸𝐸

∙
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑡𝑡2 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（h） 

移项整理（注意到：
1
𝜇𝜇

= 2(1+𝜈𝜈)
𝐸𝐸

，
2(𝜆𝜆+𝜇𝜇 )(1−2𝜈𝜈)

𝐸𝐸
= 1

1+𝜈𝜈
，

𝜆𝜆
𝜇𝜇

= 2𝜈𝜈
1−2𝜈𝜈

）得 ： 

 

𝜕𝜕2𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2

+
1

1 + 𝜈𝜈
∙
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜌𝜌𝜌𝜌

1− 𝜈𝜈
∙
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

∙ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + �
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� =
2𝜌𝜌(1 + 𝜈𝜈)

𝐸𝐸
∙
𝜕𝜕2𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 −

𝜌𝜌𝜈𝜈
𝐸𝐸(1− 𝜈𝜈) ∙

𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑡𝑡2 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  

····（5-2-3） 

上式即为拜尔托拉密—---密迄尔方程，又称为应力协调方程（共有 6个方程）。 

无体力或体力为常数时的静力平衡问题，有相应的应力协调方程组为 ： 

 

𝛻𝛻2𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 +
1

1 + 𝜈𝜈
∙
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

= 0 

····（5-2-4） 

（5-2-4）式与平衡方程（无体力时的）： 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 = 0 
····（5-2-5） 

所组成的一组方程，使我们可以避开一些复杂的变形问题而直接处理应力，从而可使问题大大简化。 

<III> 以体胀系数𝜽𝜽和应力张量第一不变量𝑰𝑰𝟏𝟏为未知函数的运动方程——调和函数 

实际上对（5-2-2）式两边求 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

 ，并注意到𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑖𝑖，则得𝜃𝜃所满足的运动方程为: 

 

𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2 =

𝜕𝜕𝑓𝑓𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

+ (𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)
𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2

 

····（5-2-6） 

用体积改变定律： 

 

𝜃𝜃 =
1 − 2𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝐼𝐼1 =
1

3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
𝐼𝐼1 

 

代入（5-2-6）式得 𝐼𝐼1 所满足的运动方程为： 

 

𝜌𝜌
(3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)

𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑡𝑡2 =

𝜕𝜕𝑓𝑓𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

+
(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)

(3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘2

 

····（5-2-7） 

当静力平衡时� 𝜕𝜕
2

𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 0�，若体力为常数或体力场为保守力场（势函数记为𝜑𝜑） 

既有： 
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𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑜𝑜𝑜𝑜  𝑓𝑓𝑖𝑖 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

 ⟹  
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

=
𝜕𝜕2𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖2

= 0 ⟹  𝛻𝛻2𝜑𝜑 = 0 

 

因保守力场的势函数满足拉普拉斯方程。所以当体力为常数或体力场是保守力场时，𝜃𝜃和𝐼𝐼1满足拉普拉

斯方程，即： 

 

�𝛻𝛻
2𝜃𝜃 = 0

𝛻𝛻2𝐼𝐼1 = 0
� 

····（5-2-8） 

所以，此时𝜃𝜃和𝐼𝐼1均为调和函数。 

在动力学中：体力在如上相同的条件下，𝜃𝜃和𝐼𝐼1满足的方程是： 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝛻𝛻2𝜃𝜃 =

𝜌𝜌
(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)

𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2 =

1
𝐶𝐶2

𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2

𝛻𝛻2𝐼𝐼1 =
𝜌𝜌

(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑡𝑡2 =

1
𝐶𝐶2

𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑡𝑡2

� 

····（5-2-9） 

（5-2-9）式是典型的波动方程，它指出弹性伸缩波（或纵波）是以： 

 

𝐶𝐶 = �
𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
�𝜌𝜌�

 

····（5-2-10） 

的速度传播的。 

<IV> 弹性静力学中的双调和函数 

当体力为常数或体力场为保守力场时，弹性静力(平衡
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 0)学问题中的位移、应力分量和应变分量

都是双调和函数，即有： 

 

�
𝛻𝛻2𝛻𝛻2𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝛻𝛻4𝑢𝑢𝑖𝑖 = 0

𝛻𝛻4𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0
𝛻𝛻4𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0

� 

····（5-2-11） 

所以双调和函数在弹性力学中非常重要。 

（5-2-11）式的推证： 

证：1.以算符∇2作用到（5-2-2）式两端，有： 

𝛻𝛻2𝑓𝑓𝑖𝑖 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝛻𝛻2𝜃𝜃 + 𝜇𝜇𝛻𝛻2𝛻𝛻2𝑢𝑢𝑖𝑖 = 0 

体力为常数时，显然有𝛻𝛻2𝑓𝑓𝑖𝑖 = 0；体力场有势，即 𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

, 𝛻𝛻2𝜑𝜑 = 0，所以有𝛻𝛻2𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝛻𝛻2𝜑𝜑 = 0。 

又当体力场有势时，𝜃𝜃和𝐼𝐼1是调和函数，故𝛻𝛻2𝜃𝜃 = 0。 

所以有第一式： 

𝛻𝛻4𝑢𝑢𝑖𝑖 = 0 
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2. 以算符∇2作用到（5-2-4）式两端（注意到𝛻𝛻2𝐼𝐼1 = 0）得第二式： 

 

𝛻𝛻4𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 
 

3.用𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖代入上式，注意到𝛻𝛻2𝜃𝜃 = 0 得第三式： 

 

𝛻𝛻4𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 
 

证毕。 

 

§5.3 弹性力学问题的边界条件 
上节我们讨论了弹性体运动方程，它是线性、弹性前提下任何弹性体做各种运动和变形所服从的共同

规律。在导出这些方程时，都是选取物体内部、不包括边界的微体元进行分析的。因此，它是反映了物体

内部各部分之间相互作用下产生的运动，所得的方程是微分形式的，是弹性体内点点必须服从的方程。这

样的方程并没有反映物体通过边界受到外力，以及物体初始时刻已存在的运动和变形状态对物体保持或继

续运动和变形的作用与影响。而实际问题中，往往需要了解物体通过边界面受到已知外力作用下或在已知

初始状态下是如何运动的具体过程。 

从数学角度看，表现共同规律的泛定方程是一个偏微分方程组，它有无穷多的解，这一点反映在微分

方程的通解含有若干任意常数或任意函数。要得到确定的解，需要用未知函数在边界上给定值或初始时刻，

未知函数在整个弹性体上的给定状态，即边界条件和初始条件来确定这些待定常数或函数的形式。 

边界条件给出的是在弹性体边界上所有点在所有时刻的值，初始条件给定了弹性体上每一点在指定初

始时刻所处的状态。 

以下用 V表示弹性体，其边界面为 S。 

<I> 三种常见的边值类型 

(1) 已知𝑢𝑢𝑖𝑖∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   (𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆)是 t时刻在 S面上给定的位移，即： 

 

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   (𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆) 
····（5-3-1） 

若𝑢𝑢𝑖𝑖∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 0 ，则表示边界面在所有时刻沿 i轴方向不能移动。 

例如𝑢𝑢1
∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 0 ，即边界面沿𝑥𝑥1轴方向不能移动，即沿𝑥𝑥1轴向是固定边界. 

 

(2) 已知𝜎𝜎𝑖𝑖∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   (𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆)是 t 时刻在 S 面上𝑟𝑟点给定的应力矢量，则其与该点的应力张量分量之间的联

系按柯西公式有： 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)𝑛𝑛𝑗𝑗 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡) 
····（5-3-2） 
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其中：𝜎𝜎𝑖𝑖∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)是面元𝑑𝑑𝑑𝑑上作用的外力𝐹𝐹𝑖𝑖与𝑑𝑑𝑑𝑑之比——外力应力矢量（单位面积上的表面力的力矢量）。

𝑛𝑛𝑗𝑗 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)是 t时刻以𝑟𝑟点为中心的小边界面元𝑑𝑑𝑑𝑑的法向单位矢量。 

若：𝜎𝜎𝑖𝑖∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 0，则表示边界面上𝑟𝑟点在 t时刻沿 i轴向不受外力。 

例如：𝜎𝜎1
∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 0，则表示边界面上𝑟𝑟点在 t时刻沿𝑥𝑥1轴向不受外力，亦称该点在𝑥𝑥1轴向是自由的。 

 

(3) 已知 t时刻，在部分边界上给定位移，在部分边界上给定应力，即： 

 

�
𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆1 

𝜎𝜎𝑖𝑖∗(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)𝑛𝑛𝑗𝑗 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆2
𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆2 = 𝑆𝑆

� 

····（5-3-3） 

这实际上就是(1)和(2)的综合。 

特别地：在边界上给定应力边界条件(2)时，则这时边界面上的表面力矢量𝜎𝜎𝑖𝑖必须满足弹性整体平衡条

件。即合力、合力矩等于零。 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

� 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

+ � 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= 0

� 𝑟𝑟 × 𝜎⃗𝜎𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

+ � 𝑟𝑟 × 𝑓𝑓𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= 0

� 

····（5-3-4） 

<II> 三种常见的边值问题 

根据给定的边值条件的类型：弹性力学问题可分为如下三类边值问题。 

(1) 已知边界位移的问题 

已知体积力及表面上各点的位移(5-3-1)时，求解弹性体内各点的位移、应变及应力。 

(2)已知边界应力的问题 

已知体积力及作用在弹性体表面上各点的外力(5-3-2)时，求解弹性体内各点的位移、应变及应力。 

(3) 混合边值问题 

已知体积力及作用在弹性体部分边界（𝑆𝑆𝜎𝜎）上各点的外力、部分边界（𝑆𝑆𝑢𝑢）上位移给定时，求解弹性

体内的位移场、应变场及应力场。 

混合边值问题也包括弹性支承问题，即边界条件中同时包含位移及外力。 

例如：已知 t时刻，边界上𝑟𝑟点沿𝑥𝑥𝑖𝑖方向受到的外力与该点沿𝑥𝑥𝑖𝑖方向的位移成正比，而方向相反。 

𝐹⃗𝐹 

𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥2 

𝑛𝑛�⃗  
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𝜎𝜎𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)𝑛𝑛𝑗𝑗 (𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = −𝑘𝑘𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆 
 

<III> 边界条件的变换 

在解弹性力学边值问题时，各种求解途径要求用相应的边值类型的边值来定解。如果问题给出的边界

条件与所采用的未知函数不统一的话，可以利用本构关系和几何关系等进行变换，以便定解。 

(1) 常用的变换是把应力类型的边值变换换成用位移表示的边值，即已知𝜎𝜎𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆，则： 

𝜎𝜎𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗 = �2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑛𝑛𝑗𝑗 = �𝜆𝜆
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇 �
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�� 𝑛𝑛𝑗𝑗  

····（5-3-6） 

(2) 若已知位移边界条件，要变换成用应力来表示则需要求积分，结果比较复杂，一般不用，但原则

上可以通过几何关系式来求积分，得出用应变表示位移的式子： 

 

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 ) 
 

再利用本构关系，把被积函数中的𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘全部换成𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖来表示。 

 

§5.4 边界条件的简化——Saint-Venant （圣维南）原理（局部影响原理） 

<I> 问题的提出 

在静力学问题中，我们的目的是寻求一个空间函数，使它不仅满足平衡方程（即纳维叶方程），同时还

要满足边界条件。 

但是在实际问题中，找到一个满足平衡方程的空间函数比较容易，可要它同时完全满足边界条件有时

却很困难。所以弹性力学问题有相当大的一部分是数学上的边值问题。 

另外在实际中，无论是科研方面还是工程技术方面，既不可能给出边界上准确的函数形式，也不可能

求解出复杂的边界问题。因此，我们提出这样的问题：复杂的边界条件是否能做简化，而不严重影响所得

到解的精确性？ 

<II> 圣维南的发现（1855年） 

圣维南发现：作用在物体表面一块小面积上的外力，只要外力的合力和合力矩不变（即所谓静力等效），

无论外力怎样分布，在物体中离外力作用区相当远的地方，各种不同形式的外力分布所引起的位移、应力、

应变的分布相差不多。 

例如下图所示的长方形弹性柱体立在固定的刚性平面上 ： 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  103 

 
用四块重量与形状相同的重物压在其上端面。则 a、b、c 三种分布分别引起的弹性柱的变形和应力分

布在远离力作用区处的情况差别很小。这一点已为理论分析和实际测量所证实。最初这一事实圣维南是从

大量实践总结出来的，称为圣维南原理。一百多年后的 1974年，R.A. Toupin 和 Berdicherskii（前苏联

学者）给出了圣维南原理的严格表述和证明（参见 Π.M.M.，38（1974），CTP.851）。 

圣维南原理帮助我们在实际问题中把复杂的边界应力问题加以简化，可以用一个最简单、在局部静力

等效的应力分布来代替边界上的复杂应力。但是在应用这一原理时，应当特别注意使用条件： 

 

(1) 不能背离“静力等效”的条件，否则不同的外力系将不仅在其作用区域附近产生差异，而且在整

个物体上都有差异。如上图 d所示的外力分布与 a、b、c三种分布相比，其合力不是作用在上表面的形心

（即主矩不为零），因此，它所引起的位移场、应变场和应力场在整个弹性体中与 a、b、c三种分布下的情

况都不一样。 

 
(2) 只有当外力作用的小块面积小于物体的最小尺寸时，才可应用圣维南原理。对于厚度很薄的物体，

应用圣维南原理时就要特别小心。 

 

(3) 所考察的范围应当远离外力的作用区。一个典型的例子是悬臂梁问题： 

 

𝑃𝑃 

𝑃𝑃 

a b c d 
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在离外力作用区的距离大于梁的厚度或高度的区域，应力分布是相同的。 

 

圣维南原理一般不仅适用于弹性和小形变问题，也适用于非弹性及有限变形问题，但不适用于动力学

问题。 

 

§5.5 弹性力学问题的初始条件 
静力平衡问题没有初始条件，未知函数只是空间变量的函数，不含时间变量。弹性动力学问题要求知

道弹性体运动的具体过程，即问题的确定解，故需要给出弹性体初始时刻处于什么状态。这一状态一般用

𝑡𝑡 = 0时的初位移𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   (𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉)，以及初速度�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑡𝑡=0

来描述。通常表为： 

𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉 �
�𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)|𝑡𝑡=0 = 𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑟𝑟)

�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡=0

= 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟)
� 

····（5-5-1） 

这里，𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑟𝑟)为已知的初位移，𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟)为已知的初速度。 

 

§5.6 弹性力学的一般原理 
在弹性力学问题的求解中，以下几个定理是常用的。 

<I> 应变能定理（克拉贝隆定理） 

定理：一弹性体在体力𝑓𝑓𝑖𝑖和面力𝜎𝜎𝑖𝑖的作用下平衡，并且𝑓𝑓𝑖𝑖和𝜎𝜎𝑖𝑖必须是均匀恒定的力。在这些力作用下产

生的位移为𝑢𝑢𝑖𝑖,则物体的总应变能𝑊𝑊等于外力功𝐴𝐴的一半： 

 

𝑊𝑊 =
1
2
𝐴𝐴 

····（5-6-1） 

证： 

𝐴𝐴 = �𝑓𝑓𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+ �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

柯西公式
�������𝑓𝑓𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

+ �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

 

𝑃𝑃 = 𝜎𝜎ℎ 

𝑃𝑃1 

𝑃𝑃2 = 𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃 
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由高斯定理
���������𝑓𝑓𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

+��𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑖𝑖�,𝑗𝑗
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

 

= �𝑓𝑓𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+ ��𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑗𝑗 �𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= ��𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 + 𝑓𝑓𝑖𝑖�𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+ ��𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

平衡方程𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗+𝑓𝑓𝑖𝑖=0
�������������� 2�

1
2

𝑉𝑉

�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2�𝑊𝑊1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= 2𝑊𝑊 

 

即总应变能：𝑊𝑊 = 1
2
𝐴𝐴。 

有了克拉贝隆定理，我们就可以避开计算∭ 𝑊𝑊1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉 ，这个积分对于几何形状复杂的物体，通常是很难

计算的。而往往计算外力功 A是比较容易的。 

 

例：无限大的平板内有一圆孔，半径为 R。板厚为 1，孔壁受有均匀压力 P，求整个板内的应变能。 

 

解：这个问题的解为： 

 

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = −
𝑃𝑃𝑅𝑅2

𝑟𝑟2 , 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 =
𝑃𝑃𝑅𝑅2

𝑟𝑟2 , 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0 

𝑢𝑢𝑟𝑟 =
𝑃𝑃𝑅𝑅2

2𝜇𝜇𝜇𝜇
, 𝑢𝑢𝜃𝜃 = 0 

 

在解已知的情况下，按： 

𝑊𝑊 = �
1
2
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

 

 

是可求出应变能的，但这样比较麻烦，特别是遇到几何形状复杂的物体更不易计算这个体积分。如果

利用克拉贝隆定理，则简单多了。 

因： 

�𝑢𝑢𝑟𝑟 |𝑟𝑟=𝑅𝑅 = �𝑃𝑃𝑅𝑅
2

2𝜇𝜇𝜇𝜇
�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=
𝑃𝑃𝑃𝑃
2𝜇𝜇

 

 

𝑃𝑃 
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按定理所述有： 

𝐴𝐴 = 𝑃𝑃 ∙ 𝑆𝑆 ∙ �𝑢𝑢𝑟𝑟 |𝑟𝑟=𝑅𝑅 = 𝑃𝑃 ∙ 2𝜋𝜋𝜋𝜋 ∙ 1 ∙
𝑃𝑃𝑃𝑃
2𝜇𝜇

=
𝜋𝜋𝑃𝑃2𝑅𝑅2

𝜇𝜇
= 2𝑊𝑊 

所以： 

𝑊𝑊 =
𝜋𝜋𝑃𝑃2𝑅𝑅2

2𝜇𝜇
 

<II> 迭加原理 

在小形变假定下，弹性体运动方程和边、初条件都是未知函数的线性方程。因此，弹性力学问题的解

服从迭加原理。 

迭加原理：若𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)和𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)是同一弹性体运动（或平衡）方程的解, 𝑓𝑓𝑖𝑖′和𝑓𝑓𝑖𝑖′′为相应的体力，则

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) + 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)也是它的解，相应的体力为𝑓𝑓𝑖𝑖′ + 𝑓𝑓𝑖𝑖′′，相应的边、初条件是𝑢𝑢𝑖𝑖和𝑣𝑣𝑖𝑖的边、初条件的和。 

(1) 现以位移为未知函数的情况来证明迭加原理： 

按原理所述有： 

定解问题 I

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖′ + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗 — —𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿方程

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆— —边界条件

�
𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝐹𝐹𝑖𝑖′(𝑟𝑟)

�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡=0

= 𝐺𝐺𝑖𝑖′(𝑟𝑟)
�   𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉— —初始条件

� 

····（5-6-2） 

这里，𝑓𝑓𝑖𝑖′是弹性体以𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)为解时所受的体力，是已知函数；𝑢𝑢𝑖𝑖′、𝐹𝐹𝑖𝑖′、𝐺𝐺𝑖𝑖′是已知的边、初值。 

定解问题 II

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖′′ + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝑣𝑣𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑣𝑣𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆

�
𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝐹𝐹𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)

�𝜕𝜕𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡=0

= 𝐺𝐺𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)
�   𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉

� 

 ····（5-6-3） 

这里，𝑓𝑓𝑖𝑖′′是弹性体相应于解为𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)所受的体力，是已知函数，𝑣𝑣𝑖𝑖′′、𝐹𝐹𝑖𝑖′′、𝐺𝐺𝑖𝑖′′是相应的边、初值。   

注意：无论是问题 I还是问题 II,都是针对同一个弹性体。 

因定解问题 I和 II的方程和定解条件都是线性的，将它们对应相加得： 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝜌𝜌

𝜕𝜕2(𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = (𝑓𝑓𝑖𝑖′ + 𝑓𝑓𝑖𝑖′′ ) + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)(𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖),𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇(𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖),𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) + 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) + 𝑣𝑣𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆

�
𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) + 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝐹𝐹𝑖𝑖′(𝑟𝑟) + 𝐹𝐹𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)

�𝜕𝜕(𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑡𝑡=0

= 𝐺𝐺𝑖𝑖′(𝑟𝑟) + 𝐺𝐺𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)
�   𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉

� 

····（5-6-4） 

由上式可见：(𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖)满足与问题 I和 II完全相同的方程——Lame方程，所以，(𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖)也是 Lame方

程的解。并且相应的体力是问题 I和 II所受体力之和，相应的边、初条件也是问题 I和 II的边、初条件

之和。证毕。 

 

(2) 讨论 
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a) 迭加原理是对线弹性力学中各物理量线性性质的概括。此处我们虽只对以位移为未知函数的情况

作了证明，当其他物理量（如应力、应变）作未知函数时，迭加原理同样是成立的。 

b) 迭加原理是在小形变假定下证明的，所以只适用于小形变情况。 

c) 迭加原理非常有用，利用它可以把一个所受体力分布或边、初条件比较复杂的问题，分解成若干

简单的、易于求解（或猜解）的问题，在分别求出这若干简单情况下的各个解之后，迭加起来就

得到原先复杂问题的解。 

d) 迭加原理的推论：任何弹性力学问题，都可归结为无体力问题。 

证明：不失一般性，仍以位移为未知函数的情况来证明。 

依推论有： 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆

�
𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝐹𝐹𝑖𝑖′(𝑟𝑟)

�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡=0

= 𝐺𝐺𝑖𝑖′(𝑟𝑟)
�   𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉

� 

····（5-6-5） 

假定现在任意找一个形式解𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)，它满足上面问题的泛定方程，但不一定满足边、初条件。但𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)的
具体函数形式已知，则总可利用它计算出边界上的值和初始时刻的值，即有： 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝑣𝑣𝑖𝑖 ,𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑣𝑣𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆

�
𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝐹𝐹𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)

�𝜕𝜕𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡=0

= 𝐺𝐺𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)
�   𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉

� 

····（5-6-6） 

其中，𝑣𝑣𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)，𝐹𝐹𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)和𝐺𝐺𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)是利用𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)的具体函数形式计算出的边、初值。 

按迭加原理有： 

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)− 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) 
····（5-6-7） 

则𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)是下列问题的解（即(5-6-5)减(5-6-6)） 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝑤𝑤𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)− 𝑣𝑣𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆

�
𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝐹𝐹𝑖𝑖′(𝑟𝑟)− 𝐹𝐹𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)

�𝜕𝜕𝑤𝑤𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡=0

= 𝐺𝐺𝑖𝑖′(𝑟𝑟)− 𝐺𝐺𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟)
�   𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉

� 

····（5-6-8） 

可见原先提出的有体力问题(5-6-5)，可以利用迭加原理将其转化为求解无体力问题(5-6-8)。在解出

𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)之后，再利用(5-6-7)式就可得到原先有体力问题(5-6-5)的解答。 

<III> 唯一性定理 

定理：弹性力学问题的解是唯一的。 

证明：不失一般性，仍以位移为未知函数的情况加以证明。 

假定边界为 S的弹性体 V，在已知体力分布𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑟𝑟)   𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉,以及边值𝑢𝑢𝑖𝑖′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆；初值𝐹𝐹𝑖𝑖′(𝑟𝑟)    𝐺𝐺𝑖𝑖′(𝑟𝑟)   𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉
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的情况下有两种不同的解： 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)和𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)。即要求𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)和𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)满足： 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝑣𝑣𝑖𝑖 ,𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)   𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆
𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝐹𝐹𝑖𝑖′(𝑟𝑟)    𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉

�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡=0

= �𝜕𝜕𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡=0

= 𝐺𝐺𝑖𝑖′(𝑟𝑟)    𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉

� 

····（5-6-9） 

根据迭加原理，可由上述两个解构成一个新解： 

 

𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) − 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) 
····（5-6-10） 

它一定满足： 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝑤𝑤𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)− 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 0  𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆

�
𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0)− 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 0) = 0

�𝜕𝜕𝑤𝑤𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡=0

= �𝜕𝜕(𝑢𝑢𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑡𝑡=0

= 0
�   𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉

� 

····（5-6-11） 

显然，该定解问题的物理意义是：弹性体内各点不受体力作用（即𝑓𝑓𝑖𝑖 = 0），同时在边界上各点在任何

时刻的位移为零，初始时刻弹性体内各点位移为零，各点速度为零。即弹性体处于不受任何外力的自由状

态。所以弹性体上点点的位移在任何时刻都恒为零，即： 

 

𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) − 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) ≡ 0 
····（5-6-12） 

因此： 

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) ≡ 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) 
 

即两种解必须是相同的，或者说只有唯一解。证毕 

注意：以上证明用了迭加原理，所以也只适用于小形变情况。 

对于非线性问题和稳定性问题，唯一性定理不成立。 

<IV> 功的互等定理（Betti互易定理） 

定理：若边界为 S的弹性体 V，受到第一组力：𝑓𝑓𝑖𝑖′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉； 𝜎𝜎𝑖𝑖′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆引起的第一组位移场、

应变场、应力场分别为𝑢𝑢𝑖𝑖′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)、𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)、𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)。受到第二组力：𝑓𝑓𝑖𝑖′′(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉； 𝜎𝜎𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆产生的

第二组位移场、应变场、应力场分别为𝑢𝑢𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)、𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)、𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′′ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡)。则第一组力（包括惯性力）在第二组位

移上所做的功等于第二组力（包括惯性力）在第一组位移上所做的功，即有： 

𝐴𝐴12 = 𝐴𝐴21 

····（5-6-13） 

𝐴𝐴12 = ��𝑓𝑓𝑖𝑖′ − 𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡′ �𝑢𝑢𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+�𝜎𝜎𝑖𝑖′𝑢𝑢𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

柯西公式
��������𝑓𝑓𝑖𝑖′ − 𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡′ �𝑢𝑢𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

+ �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ 𝑛𝑛𝑗𝑗′𝑢𝑢𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

 

····（5-6-14） 
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𝐴𝐴21 = ��𝑓𝑓𝑖𝑖′′ − 𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡′′ �𝑢𝑢𝑖𝑖′𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+ �𝜎𝜎𝑖𝑖′′ 𝑢𝑢𝑖𝑖′𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

柯西公式
��������𝑓𝑓𝑖𝑖′′ − 𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡′′ �𝑢𝑢𝑖𝑖′𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

+ �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′′ 𝑛𝑛𝑗𝑗′′ 𝑢𝑢𝑖𝑖′𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

 

····（5-6-15） 

注意：𝑛𝑛𝑗𝑗是边界面元的法向单位矢量，但因 Betti 定理是针对同一弹性体的两组量之间的互易，故有

𝑛𝑛𝑗𝑗′ = 𝑛𝑛𝑗𝑗′′ = 𝑛𝑛𝑗𝑗。 

另外，Betti定理不涉及位移场的初始条件，所以，即使𝑢𝑢𝑖𝑖′、𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡′ 、𝜎𝜎𝑖𝑖′、𝑓𝑓𝑖𝑖′是在 t1赋值，而𝑢𝑢𝑖𝑖′′、𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡′′ 、𝜎𝜎𝑖𝑖′′、𝑓𝑓𝑖𝑖′′是在

t2赋值，定理仍然成立。 

证明：将运动方程�
𝑓𝑓𝑖𝑖′ − 𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡′ = −𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗

′

𝑓𝑓𝑖𝑖′′ − 𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡′′ = −𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗
′′
�代入（5-6-14）式，并利用高斯定理： 

𝐴𝐴12 = ��𝑓𝑓𝑖𝑖′ − 𝜌𝜌𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑡𝑡𝑡𝑡′ �𝑢𝑢𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+ �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′ 𝑛𝑛𝑗𝑗′𝑢𝑢𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

= −�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗
′ 𝑢𝑢𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

+ �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗
′ 𝑢𝑢𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

+ �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗
′ 𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑗𝑗′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

= �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗
′ 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

本构关系
�������𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′ 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

作哑标置换，并有𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙=𝐶𝐶𝑘𝑘𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖
����������������������𝐶𝐶𝑘𝑘𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′ 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

= �𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′ 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗
′′ 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

反推回去
������ 𝐴𝐴21 

贝蒂定理无论对求解弹性静力学问题还是弹性动力学问题都具有重要意义。利用它可将复杂的问题大

大简化。下面举两个静力学问题的实例。 

 

例 1：一个等截面弹性杆，在横向受到一对平衡的压力𝑃𝑃1的作用（如图）。求杆的总伸长𝛿𝛿1。设杆宽为 h，

杆截面积为 A，杨氏模量 E和泊松比𝜈𝜈均已知。 

 
解： 记𝑃𝑃1为第一组力，在𝑃𝑃1的作用下，杆伸长为𝛿𝛿1。记𝑃𝑃2为第二组力，在𝑃𝑃2的作用下，力𝑃𝑃1的作用点

处的位移为
𝛿𝛿2
2
，𝛿𝛿2可由单轴拉伸实验结果知道为𝛿𝛿2 = −𝜈𝜈ℎ𝑃𝑃2

𝐴𝐴𝐴𝐴
。 

 

因：𝜎𝜎11 = 𝐸𝐸𝜀𝜀11，而𝜎𝜎11 = 𝑃𝑃2

𝐴𝐴
  𝜀𝜀11 = ∆𝐿𝐿

𝐿𝐿
（纵向应变），∆𝐿𝐿为长度改变量，𝐿𝐿为原长。横向应变𝜀𝜀22 = 𝜀𝜀33 = ∆ℎ

ℎ
= 𝛿𝛿2

ℎ
，∆ℎ = 𝛿𝛿2为宽度

改变量，ℎ为原宽度。由泊松比定义，有： 

𝜈𝜈 = −
𝜀𝜀22

𝜀𝜀11
= −

𝜀𝜀33

𝜀𝜀11
= −

𝛿𝛿2 ℎ⁄
𝜎𝜎11 𝐸𝐸⁄ = −

𝛿𝛿2𝐸𝐸𝐸𝐸
ℎ𝑃𝑃2

  ⟹  𝛿𝛿2 = −  
𝜈𝜈ℎ𝑃𝑃2

𝐸𝐸𝐸𝐸  

 

𝑃𝑃1 

𝑃𝑃1 

ℎ 

𝛿𝛿1

2
 

𝛿𝛿1

2
 

𝑃𝑃2 𝑃𝑃2 

𝛿𝛿2

2
 

𝛿𝛿2

2
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根据贝蒂定理（对于离散点作用力，则 Betti定理中的积分改为求和）： 

−𝑃𝑃1 ∙
𝛿𝛿2

2
− 𝑃𝑃1 ∙

𝛿𝛿2

2
= 𝑃𝑃2 ∙

𝛿𝛿1

2
+ 𝑃𝑃2 ∙

𝛿𝛿1

2
 

即： 

𝑃𝑃1𝛿𝛿2 = 𝑃𝑃2𝛿𝛿1   ⟹   𝛿𝛿1 = −
𝑃𝑃1

𝑃𝑃2
𝛿𝛿2 =  

𝜈𝜈ℎ𝑃𝑃1

𝐸𝐸𝐸𝐸
 

 
例 2：如图所示的任意形状的均匀、各项同性弹性体𝑉𝑉，受一对平衡的点集中力𝐹⃗𝐹作用，求解弹性体受

力后体积的改变量∆𝑉𝑉。 

 

解：  

记𝐹⃗𝐹力系为第一组体力系，在𝐹⃗𝐹力系的作用下，弹性体的体积𝑉𝑉的改变为∆𝑉𝑉。 

记液体静压力 P为第二组力系，在均匀静水压 P的作用下，弹性体均匀收缩，其在𝐹⃗𝐹作用点处的位移就

是∆𝐿𝐿。 

A、B为点集中力𝐹⃗𝐹的作用点。𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝐿𝐿   , 𝐴𝐴′𝐵𝐵′������ = 𝐿𝐿′，则∆𝐿𝐿 = 𝐿𝐿′ − 𝐿𝐿 < 0（因𝐿𝐿′ < 𝐿𝐿）。 

因为第二组力系是静水压 P，所以其在弹性体内的应力状态可用应力球张量表示，即： 

 

𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜎𝜎0 0 0
0 𝜎𝜎0 0
0 0 𝜎𝜎0

� = �
−𝑃𝑃 0 0
0 −𝑃𝑃 0
0 0 −𝑃𝑃

�
体积改变定律
��������� 3𝐾𝐾𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  

 

亦即：弹性体内的应变状态为： 

𝜀𝜀0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1

3𝐾𝐾
𝜎𝜎0𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 =

⎝

⎜
⎜
⎛
−
𝑃𝑃

3𝐾𝐾
0 0

0 −
𝑃𝑃

3𝐾𝐾
0

0 0 −
𝑃𝑃

3𝐾𝐾⎠

⎟
⎟
⎞
 

 

即：在静水压下，弹性体内各点只有均匀的线应变。因此，𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝐿𝐿线段的缩短量为∆𝐿𝐿 = 𝐿𝐿𝜀𝜀0 = − 𝐿𝐿𝐿𝐿
3𝐾𝐾
(相

对伸长（或缩短）：|∆𝑥𝑥| = 𝐿𝐿′ −𝐿𝐿
𝐿𝐿

= ∆𝐿𝐿
𝐿𝐿

= 𝜀𝜀0)。 

根据贝蒂定理有： 

𝐴𝐴12 = 𝐹𝐹 ∙ ∆𝐿𝐿 = −𝑃𝑃 ∙ ∆𝑉𝑉 = 𝐴𝐴21   ⟹   ∆𝑉𝑉 = −
𝐹𝐹
𝑃𝑃
∆𝐿𝐿 =

𝐹𝐹𝐹𝐹
3𝐾𝐾

=
𝐹𝐹𝐹𝐹(1 − 2𝜈𝜈)

𝐸𝐸  

𝐴𝐴 𝐹⃗𝐹 

𝐹⃗𝐹 

𝐵𝐵 

𝐴𝐴′  

𝐵𝐵′  

𝐴𝐴 

𝐵𝐵 

𝐴𝐴′  

𝐵𝐵′  
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<V> 最小势能定理 

(1) 定理 

在这里我们所需要研究的是：弹性体形变后，其内部和外部载荷达到平衡时，弹性体的总势能。并证

明在平衡时的总势能取最小值。 

定义弹性体受力变形，达到平衡时弹性体的总势能为： 

 

𝛱𝛱 = 𝑊𝑊 −𝐴𝐴 
 

这里：W—应变能，A—外力功。 

 

总势能的物理意义可以这样理解：设物体在外力作用下的变形过程是准静态的，即在整个变形过程的每一步都可以看出

是静力平衡的。这种情况下。动能和热效应均可忽略不计。于是，在这种变形过程中，外力所做的功全部以应变能的形式储

存于物体内。若取参考状态的物体为变形前的状态，并取参考位置的势能为零，则弹性体的总势能可以看成是从物体的已变

形状态回复到参考状态的过程中，物体对外界所做的总功。 

 

我们按以下思路去研究这个问题。 

首先考虑下述两种位移场相应的应力、应变场及总势能的比较： 

1. 即适合方程（平衡方程），又适合边界条件的实际位移场，记为𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟)，在此我们称其为第一种位移

场。 

2. 设在实际位移场基础上迭加一个虚位移𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖，又称可能位移。𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖是弹性体的几何约束所允许的位移。

如此构成一个近似位移场，记为𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖，在此我们称其为第二种位移场。这个位移场只满足有关位移的

边界条件，但不满足平衡方程和有关应力的边界条件。 

然后我们证明实际位移场𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟)所产生的总势能永远比近似位移场𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖小。 

这一客观事实用定理表述为： 

最小势能定理：在适合已知位移边界条件的一切位移解中，以适合平衡方程的位移解（即实际位移）

所产生的总势能最小。换言之，凡弹性力学中平衡问题的正确解，其相应的总势能为一切适合边界位移条

件和连续条件的其它近似解中的最小者。 

一句话：在稳定的平衡状态，体系的总势能最小。 

 
(2) 证明 

证：对实际位移场𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟)，其相应的应变场、应力场为𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟)和𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑟𝑟)应变能为： 

 

𝑊𝑊 = �𝑊𝑊1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= �
1
2
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

 

 

按定理所述：实际问题的正确解应该为同时满足平衡方程和所有边界条件，即有： 

 

�
𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑗𝑗 + 𝑓𝑓𝑖𝑖 = 0   平衡方程

𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)(𝑟𝑟) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗      𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆𝐴𝐴   应力边界条件

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟) = 𝑢𝑢𝑖𝑖∗(𝑟𝑟)        𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆𝐵𝐵    位移边界条件

� 

注 ∗：𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝐵𝐵 = 𝑆𝑆𝜎𝜎 + 𝑆𝑆𝑢𝑢 
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而对近似位移场𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖，其只满足位移边界条件，但不满足平衡方程和应力边界条件，即只在𝑆𝑆𝐵𝐵边
界面上有： 

 

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟) + 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑖𝑖∗(𝑟𝑟)       𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆𝐵𝐵 
 

亦即： 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖 = 0       𝑟𝑟 ∈ 𝑆𝑆𝐵𝐵 
 

记相应于𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖的应变张量，应力张量为： 

 

𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1
2
�
𝜕𝜕(𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+
𝜕𝜕�𝛿𝛿𝑢𝑢𝑗𝑗 �
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�      ;     𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖  

𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝜀𝜀11 + 𝛿𝛿𝜀𝜀22 + 𝛿𝛿𝜀𝜀33 

 

则相应于近似位移场𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖的应力，应变场及应变能分别为（按迭加原理）： 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′′ = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖       ;     𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′′ = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖      ;     𝑊𝑊′′ = �𝑊𝑊1
′′ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

 

 

其中： 

𝑊𝑊1
′′ = 𝑊𝑊1 + 𝛿𝛿𝑊𝑊1 =

1
2
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′′ 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′′ =

1
2
�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ��𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � 

=
1
2
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 +

1
2
𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 +

1
2
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 +

1
2
𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖  

= 𝑊𝑊1�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �+ 𝑊𝑊1�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �+ 𝑊𝑊1�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �+ 𝑊𝑊1�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � 
 

注意：𝑊𝑊1
′′是𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖′′与𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖′′的乘积，所以𝑊𝑊1

′′不是简单的𝑊𝑊1迭加上𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖相应的应变能，还应包括外力在𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖上做

的功𝛿𝛿𝛿𝛿。 

 

由贝蒂互易定理知： 

𝑊𝑊1�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 𝑊𝑊1�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � 
 

注意：这里𝑊𝑊1�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �是实际位移所产生的应变能密度。𝑊𝑊1�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �是与𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖这部分位移的位形相关

的应变能密度。而2𝑊𝑊1�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �是外力在𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖上做的功，关于这一点稍后就可看清楚。所以第二种位移产生

的应变能（密度）是： 

 

𝑊𝑊1
′′ = 𝑊𝑊1�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �+ 𝑊𝑊1�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �+ 2𝑊𝑊1�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � 

 

可见： 

𝛿𝛿𝑊𝑊1 = 𝑊𝑊1�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �+ 2𝑊𝑊1�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � 
 

我们记： 
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𝛺𝛺 = �2𝑊𝑊1�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= ��𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖�,𝑗𝑗
=𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖+𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑗𝑗

�������������������������𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖�,𝑗𝑗
� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉

−��𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖 �𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

运用高斯公式于第一项，平衡方程于第二项
������������������������������� � 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆=𝑆𝑆𝐴𝐴+𝑆𝑆𝐵𝐵

+ �𝑓𝑓𝑖𝑖𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

在𝑆𝑆𝐵𝐵上𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖=0，在𝑆𝑆𝐴𝐴上𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛 )=𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗

��������������������������𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆

+ �𝑓𝑓𝑖𝑖𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 

 

显然：𝛺𝛺 = ∬ 𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆 + ∭ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉  正是外力（包括体力和面力）在𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖上做的功，称之为虚功，

记为𝛿𝛿𝛿𝛿。当有虚位移𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖时，认为体积力𝑓𝑓𝑖𝑖和表面力𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)

是不变的，因此有： 

 

𝛺𝛺 = �𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆

+ �𝑓𝑓𝑖𝑖𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

= 𝛿𝛿 ��𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆

+ �𝑓𝑓𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

� = 𝛿𝛿𝛿𝛿 

 

所以由虚位移𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖引起的弹性体总应变能的改变为： 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿 = �𝑊𝑊1�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

+ 𝛺𝛺 = 𝑊𝑊�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �+ 𝛿𝛿𝛿𝛿

= 相应于𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖位形的应变能 + 外力在𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖上做的功

= 形变位能 + 力的位能 

 

根据总势能的定义，则可知由虚位移𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖引起的总势能的改变为： 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝑊𝑊�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � 
 

而相应于第二种位移场𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖的总势能为： 

 

𝛱𝛱′′ = 𝛱𝛱 + 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛱𝛱 + (𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝛿𝛿𝛿𝛿) = 𝛱𝛱 +𝑊𝑊�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � 
 

根据应变能函数的正定性，有： 

 

𝑊𝑊�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � ≥ 0 
 

且只有𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0（亦即𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 = 0）时,才有：𝑊𝑊�𝛿𝛿𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 � = 0。所以： 

 

应该为：𝛿𝑊1
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𝛱𝛱′′ > 𝛱𝛱 
 

至此，我们证明了弹性体处于平衡位置时的总势能取最小值。 

 
(3) 讨论 

1. 在求解弹性力学平衡问题中，我们的目的是在于求得合适的平衡方程和已知边界条件的正确解。

然而，实际中要直接求得这种正确解并非易事。但我们可根据最小势能定理，找出对已知外力造

成最小总势能的位移场。由变分法（参见王龙甫书 P297~299）很容易证明，对已知外力造成最小

势能的位移，必定满足平衡方程和边界条件。 

2. 但是要从所有合适边界条件的可能位移中，寻找出适合最小势能的位移，这件工作本身就非常繁

冗，并且对有些问题来讲（特别是边界形状复杂的问题），困难很大。在这种困难的情况下，最小

势能定理为我们提供了一个合理的近似方法。 

3. 我们虽然很难从所有适合边界条件的可能位移函数中挑选出那个使总势能最小的正确解，但我们

可以用常理和经验来缩小我们寻找的范围。我们可以在适合边界条件的位移函数中，挑选几组代

入𝛱𝛱 = 𝑊𝑊 −𝐴𝐴 ，把其中能使𝛱𝛱最小（可能得到的并非是𝛱𝛱真正的最小值）的那一组位移作为这几组

解中与正确解最接近的近似值。若我们选择参与试验的位移函数的组数增多，则求得的近似值更

接近于正确解。值得庆幸的是，计算机的不断更新换代，使我们得以从原始繁冗的计算工作中解

脱出来。 
 
(4) 里茨(Ritz)法 

以最小势能定理为基础发展了一系列直接近似解法。下面取里茨法作简单介绍。 

设弹性体平衡时，位移场可用下面的多项式来近似表示： 

 

𝑢𝑢1 = � 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑢𝑢1𝑚𝑚

𝑟𝑟

𝑚𝑚=1

    ;       𝑢𝑢2 = � 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑢𝑢2𝑚𝑚

𝑠𝑠

𝑚𝑚=1

    ;       𝑢𝑢3 = � 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑢𝑢3𝑚𝑚

𝑡𝑡

𝑚𝑚=1

   

 

这里：𝑢𝑢1𝑚𝑚、𝑢𝑢2𝑚𝑚、𝑢𝑢3𝑚𝑚都是满足位移边界条件的可能位移（函数），𝑎𝑎𝑚𝑚、𝑏𝑏𝑚𝑚、𝑐𝑐𝑚𝑚是待定的任意常数。 

把上述位移代入𝛱𝛱 = 𝑊𝑊 −𝐴𝐴，于是我们得到总势能𝛱𝛱 ，它是待定常数𝑎𝑎𝑚𝑚、𝑏𝑏𝑚𝑚、𝑐𝑐𝑚𝑚的二次函数（称为泛

函——函数的函数，即𝛱𝛱是函数𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟)的函数）。所以，使𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟)逼近正确解的问题（即取δ𝛱𝛱 = 0）就归为二次

泛函𝛱𝛱(𝑎𝑎𝑚𝑚2 ,𝑏𝑏𝑚𝑚2 , 𝑐𝑐𝑚𝑚2 )的极值问题，即令： 

 

∂𝛱𝛱
∂𝑎𝑎𝑚𝑚

= 0       𝑚𝑚 = 1,2 … 𝑟𝑟

∂𝛱𝛱
∂𝑏𝑏𝑚𝑚

= 0       𝑚𝑚 = 1,2 … 𝑠𝑠

∂𝛱𝛱
∂𝑐𝑐𝑚𝑚

= 0       𝑚𝑚 = 1,2 … 𝑡𝑡

 

 

上面是关于𝑎𝑎𝑚𝑚、𝑏𝑏𝑚𝑚、𝑐𝑐𝑚𝑚的(𝑟𝑟 + 𝑠𝑠 + 𝑡𝑡)个线性方程组，联立求解（用计算机实现）就可得到使𝛱𝛱取到最

小值所相应的𝑎𝑎𝑚𝑚、𝑏𝑏𝑚𝑚、𝑐𝑐𝑚𝑚。代入𝑢𝑢1 = ∑ 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑢𝑢1𝑚𝑚
𝑟𝑟
𝑚𝑚=1 、𝑢𝑢2 = ∑ 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑢𝑢2𝑚𝑚

𝑠𝑠
𝑚𝑚=1 、𝑢𝑢3 = ∑ 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑢𝑢3𝑚𝑚

𝑡𝑡
𝑚𝑚=1 就得到了位移场

的近似解。只要函数𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖选择适当，项数（即𝑚𝑚 = 𝑟𝑟, 𝑠𝑠, 𝑡𝑡）取得愈大愈多，就可得到准确程度愈高的解。实际

中，取到两个系数就有足够的准确度。所以里茨法在弹性力学中的应用是很广泛的。它的收敛问题，已由

屈列弗滋处理过，但它的误差很难确定，这是该方法的缺点。 
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<VI> 最小余能定理、虚功原理 

最小余能定理、虚功原理等，限于课时安排较紧，略去。 

实际上最小余能原理是寻求最佳应力解的一种近似求解方法的理论基础。而最小势能原理是寻求最佳

位移解的一种近似求解方法的理论基础。虚功原理只是最小势能原理的另一种物理解释，本质是一样的。 

 
总之，弹性力学中的能量原理（包括虚功原理、最小势能原理、最小余能原理等）是弹性力学中近似

解法（物理上的近似）的重要理论基础。利用能量原理，我们可以把能量化为用弹性体的位移𝑢𝑢𝑖𝑖，应力𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖等
量作自变函数的泛函，把求解弹性力学问题化为泛函求极值的问题（例如前述的里茨法）。 
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第六章 弹性力学问题的求解 

§6.1 解题方法简介 
 弹性力学问题的求解，实质上是求解二阶线性偏微分方程组的问题。原则上，总可以对偏微分方程求积

分，用定解条件（边、初条件）来求出解。但是，实际中通过这种正解（或顺解）的方法只能求出极少数

简单问题，例如平面问题、球对称问题等。目前，还没有得出弹性力学的一般解。 
许多实际问题常常是用修正尝试解的办法得出的。所谓尝试解就是根据问题作些物理分析，猜一猜可

能是什么样形式的解；然后将猜得的解代入方程和定解条件逐一验算，如果满足的话，所猜之解就是唯一

正确解（唯一性定理作保证）。所以这种解法又称为逆解法。 
如果只给出部分未知函数的形式，通过解方程组得出其余部分未知函数，然后通过定解条件确定形式

解，就称为半逆解法。 
另外，由于求弹性力学问题的精确解比较困难，因此在能量原理的基础上发展的各种近似解法和数值

解法。计算机的使用，使数值解法蓬勃发展，弹性力学问题借助有限单元解法（有限差分法）解决了大量

的、先前无法解决的问题。 
下面，结合实例介绍正解、逆解和半逆解法。 

<I> 正解法（求地球在它本身的万有引力作用下，内部的应力分布） 

例：密度均匀的地球，在自身重力场中的变形（忽略日、月的引力和地球自转引起的惯性离心力）。 

地球重力  𝑔⃗𝑔(𝑟𝑟) = 𝐹⃗𝐹(𝑟𝑟) + 𝑞⃗𝑞(𝑟𝑟)          �
𝐹⃗𝐹— —万有引力                          
𝑞⃗𝑞— —自传引起的惯性离心力

� 

解：设地球为半径为 R，密度为𝜌𝜌0的均质正球体，作用在球体各体元上的只有球对称的万有引力。选

原点在球心的球坐标。则该问题可表述为： 
 

�
𝑓𝑓 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) + 𝜇𝜇∆𝑢𝑢�⃗ = 0   （矢量形式的拉梅方程)

球表面（𝑟𝑟 = 𝑅𝑅）是自由面— —实际忽略了地球的大气压(一个大气压)
球心(𝑟𝑟 = 0）变形有限（物理要求)

� 

····（a） 
这里， 𝑓𝑓为体力密度，此处为万有引力𝐹⃗𝐹(𝑟𝑟)。 
在地表处（𝑟𝑟 = 𝑅𝑅）,单位质量的质点受到的地球引力为： 
 

𝐹⃗𝐹(𝑅𝑅) = −𝐺𝐺
𝑀𝑀 ∙ 1
𝑅𝑅2 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗ = −

𝐺𝐺
𝑅𝑅2 𝜌𝜌0𝑉𝑉𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗ = −

4
3
𝜌𝜌0𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗  

····（b） 

地球体积𝑣𝑣 = 4
3
𝜋𝜋𝑅𝑅3，地球密度为𝜌𝜌0。这里由对称性把地球视为位于球心、质量为 M 的质点。在 r<R 处，

单位质量的质点受到的地球引力为： 
 

𝐹⃗𝐹(𝑟𝑟) = −𝐺𝐺 ∙
𝑚𝑚
𝑟𝑟2 𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗ = −

4
3
𝜌𝜌0𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗ = 𝐹⃗𝐹(𝑅𝑅) ∙

𝑟𝑟
𝑅𝑅

 

····（c） 
注意到，引力场是保守力场，设其势函数为𝑈𝑈(𝑟𝑟)，则有： 
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𝐹⃗𝐹 = 𝛻𝛻𝛻𝛻(𝑟𝑟) =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗ +
1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑒𝑒𝜃𝜃����⃗ +
1

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑒𝑒𝜑𝜑����⃗  

 
上式为球坐标下的梯度表达式。 

 

又 

𝑓𝑓 = 𝜌𝜌0𝐹⃗𝐹 = 𝜌𝜌0𝐹⃗𝐹(𝑅𝑅) ∙
𝑟𝑟
𝑅𝑅

= 𝜌𝜌0𝐹𝐹(𝑅𝑅) ∙
𝑟𝑟
𝑅𝑅
𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗  

因为𝑓𝑓是单位体积上的受的力，𝐹⃗𝐹是单位质量上受的力，所以有𝑓𝑓 = 𝜌𝜌0𝐹⃗𝐹 

 
而对密度均匀的球体，U 仅是 r 的函数，所以： 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝐹𝐹(𝑅𝑅) ∙
𝑟𝑟
𝑅𝑅

 

 

积分得： 𝑈𝑈(𝑅𝑅) = 1
2
𝐹𝐹(𝑅𝑅) ∙ 𝑟𝑟

2

𝑅𝑅
 

⟹   𝐹⃗𝐹 = 𝛻𝛻𝛻𝛻 = 𝛻𝛻 �
1
2
𝐹𝐹(𝑅𝑅) ∙

𝑟𝑟2

𝑅𝑅
� ⟹ 𝑓𝑓 = 𝛻𝛻 �

1
2
𝜌𝜌0𝐹𝐹(𝑅𝑅) ∙

𝑟𝑟2

𝑅𝑅
� 

 
因位移与应变有关，应变与应力有关，而应力只是 r 的函数,则应变和位移也只是 r 的函数，即有： 

𝛻𝛻 × 𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟) = 0 
····（d） 

拉梅方程可写成： 
 

𝑓𝑓 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) + 𝜇𝜇∆𝑢𝑢�⃗ = 𝑓𝑓 + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) + 𝜇𝜇[𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) − 𝛻𝛻 × 𝛻𝛻 × 𝑢𝑢�⃗ ] = 0 
 
利用（d）式，上式化为： 
 

𝑓𝑓 + (𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) = 0  
····（e） 

⟹ 𝜌𝜌0𝐹⃗𝐹 + (𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) = 𝜌𝜌0𝛻𝛻𝛻𝛻 + (𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) = 0 

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 
𝑟𝑟 

𝑅𝑅 
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⟹𝛻𝛻�𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ +
𝜌𝜌0𝐹𝐹(𝑅𝑅) ∙ 𝑟𝑟2

2(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝑅𝑅
� = 0  

····（f） 
在球对称情况下： 

𝜃𝜃 = 𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ =
𝑑𝑑𝑢𝑢𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
2
𝑟𝑟
𝑢𝑢𝑟𝑟    ，     记  𝐴𝐴 =

𝜌𝜌0𝐹𝐹(𝑅𝑅)
2(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝑅𝑅

 

则（f）式的积分后结果为： 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟)
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
2
𝑟𝑟
𝑢𝑢(𝑟𝑟) + 𝐴𝐴𝑟𝑟2 = 𝐶𝐶1  

····（g） 
这里𝐶𝐶1是积分常数。 
方程（g）是一个简单的常微分方程，含积分因子 r2,因此（g）式可写成： 
 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

[𝑟𝑟2𝑢𝑢(𝑟𝑟)] = 𝑟𝑟2(𝐶𝐶1 − 𝐴𝐴𝑟𝑟2) 

····（h） 
再次积分得： 

𝑢𝑢(𝑟𝑟) = −
𝐴𝐴
5
𝑟𝑟3 +

1
3
𝐶𝐶1𝑟𝑟 +

𝐶𝐶2

𝑟𝑟2  

····（i） 
为了使用应力边界条件来确定积分常数，我们来作边界条件的变换，即用位移的形式解（i）式表示出

各个应力分量，即有： 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜎𝜎𝜑𝜑𝜑𝜑 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0
𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0
𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 = 0

� 

注意位移仅是 r 的函数，即： 𝑢𝑢(𝑟𝑟) = 𝑢𝑢𝑟𝑟 ,   𝑢𝑢𝜃𝜃 = 𝑢𝑢𝜑𝜑 = 0。 
另外根据球坐标系下应变张量表达式（参见尹祥础 《固体力学》 P 253 页）： 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑟𝑟)
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 =
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑢𝑢𝑟𝑟
𝑟𝑟

=
𝑢𝑢(𝑟𝑟)
𝑟𝑟

𝜀𝜀𝜑𝜑𝜑𝜑 =
1

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑢𝑢𝜃𝜃
𝑟𝑟
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +

𝑢𝑢𝑟𝑟
𝑟𝑟

=
𝑢𝑢(𝑟𝑟)
𝑟𝑟

� 

所以： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 (𝑟𝑟) = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 = (𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝜆𝜆𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝜆𝜆𝜀𝜀𝜑𝜑𝜑𝜑 = �𝜆𝜆 +

2
3
𝜇𝜇�𝐶𝐶1 −

4𝜇𝜇
𝑟𝑟3 𝐶𝐶2 − �𝜆𝜆 +

6𝜇𝜇
5
�𝐴𝐴𝑟𝑟2

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 (𝑟𝑟) = 𝜎𝜎𝜑𝜑𝜑𝜑 (𝑟𝑟) = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 = 2(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝜆𝜆𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 = �𝜆𝜆 +
2
3
𝜇𝜇�𝐶𝐶1 +

2𝜇𝜇
𝑟𝑟3 𝐶𝐶2 − �𝜆𝜆 +

2𝜇𝜇
5
�𝐴𝐴𝑟𝑟2

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 0

� 
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至此我们完成了边界条件的转换。 
因在 r=0(地心处)时，变形有限⟹应力有限⟹𝐶𝐶2 = 0 
在 r=R(地表处)时，为自由界面，即： 
 

�𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 |𝑟𝑟=𝑅𝑅 = 0 ⟹  𝐶𝐶1 =
3
5
�

5𝜆𝜆 + 6𝜇𝜇
3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇

�𝐴𝐴𝑅𝑅2 

（实际在地表受到一个大气压的压力作用，但其远小于（<<）地球内部的由自身引力场引起的内应力。故可忽略不计，

即认为地表是自由界面。） 

 
将𝐶𝐶1、𝐶𝐶2代入应力表达式得 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 (𝑟𝑟) =

𝐴𝐴
5

(5𝜆𝜆 + 6𝜇𝜇)(𝑅𝑅2 − 𝑟𝑟2)

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 (𝑟𝑟) = 𝜎𝜎𝜑𝜑𝜑𝜑 (𝑟𝑟) =
𝐴𝐴
5

(5𝜆𝜆 + 6𝜇𝜇)𝑅𝑅2 −
𝐴𝐴
5

(5𝜆𝜆 + 3𝜇𝜇)𝑟𝑟2

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 0

� 

····（j） 
讨论： 
<1> 当 r=0 时， 

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 (0) = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 (0) = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 (0) = 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =
𝐴𝐴
5

(5𝜆𝜆 + 6𝜇𝜇)𝑅𝑅2 

即：密度均匀的地球内部的自重应力随r → 0，达到最大值σmax ，并且是流体静压状态。 
<2> 若把地球视为泊松体的话(𝜇𝜇 = 𝜆𝜆)，则忽略其他天体对地球的引力，以及地球自转产生的惯性离心

力等，并把地球视为密度均匀的正球体的情况（当然这是一个非常粗略的地球模型）下，我们可以用上面

的公式估算地球内部地应力随深度的分布。已知： 

𝐹𝐹(𝑅𝑅) ≈ �𝑔𝑔|𝑟𝑟=𝑅𝑅(地表) = 980 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑠𝑠−2 , 𝑅𝑅 ≈ 6.37 × 108 𝑐𝑐𝑐𝑐  , 𝜌𝜌0 ≈ 5 𝑔𝑔 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐−3 

而： 
5𝜆𝜆 + 6𝜇𝜇
𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇

≈
11
3

= 3.666 

则： 
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1.14 × 1012 𝑔𝑔 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐−1 ∙ s−2 = 1.14 × 1012达因 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐−2 = 1.14 × 106巴 = 1.14 兆巴 

这个数值已大大超过目前所实测得到的地球岩石、太空陨铁、陨石的屈服点。可以推想，地球中大部

分的物质，在自身重力作用下处于塑性的压缩状态。虽然以上计算是应用线弹性理论公式，但是这一推想

还是成立的。 

<II> 逆解法 

例：等截面长杆受轴向拉伸，求杆中的位移分布。如图杆的截面积为 S,杆长为 L,拉力为𝐹⃗𝐹，杆处于静力

平衡状态。不计体力。 
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猜：由对称性，可设想应力沿𝑥𝑥3方向线性伸长，沿𝑥𝑥1和𝑥𝑥2方向以相同的收缩率线性收缩，即有 
𝑢𝑢1 = −𝑎𝑎𝑥𝑥1  , 𝑢𝑢2 = −𝑎𝑎𝑥𝑥2, 𝑢𝑢3 = 𝑏𝑏𝑥𝑥3 

亦即 
𝑢𝑢�⃗ = −𝑎𝑎𝑥𝑥1𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑒𝑒2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥3𝑒𝑒3 

····（A） 
将所猜之解代入 Lame 方程验证其是否满足方程。 
因所猜之解是关于坐标的一次函数，而 Lame 方程： 
 

(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃗ )− 𝑢𝑢(𝛻𝛻 × 𝛻𝛻 × 𝑢𝑢�⃗ ) = 0 
····（B） 

中出现的是对坐标的两次导数，显然方程是满足的。 
由位移解（A）可得应变分量，再由本构方程可得应力分量，即： 

𝜀𝜀11 =
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
= −𝑎𝑎 = 𝜀𝜀22 , 𝜀𝜀33 =

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥3
= 𝑏𝑏 ,   

  𝜀𝜀12 =  𝜀𝜀23 =  𝜀𝜀31 = 0 , 𝜃𝜃 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = −2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 
····（C） 

�
𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎22 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀11 = −2𝑎𝑎(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇) + 𝑏𝑏𝑏𝑏

𝜎𝜎33 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀33 = (𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎
 𝜎𝜎12 =  𝜎𝜎23 =  𝜎𝜎31 = 0

� 

····（D） 
我们曾经说过，求解弹性力学的平衡问题，就是要寻求一个空间函数，使其既满足方程，又满足边界

条件。我们还曾经说过，寻求一个满足方程的空间函数是比较容易的，难的是这个空间函数不一定严格满

足边界条件。 
对眼下这个问题就是这样的。我们所猜的位移解满足平衡方程，但由它求得的应力在边界上是均匀分

布的，而真实的边界条件是在上下两个端面受集中力𝐹⃗𝐹作用，所以所得的应力解不严格满足边界条件。 
但是，在此问题（长杆问题）中，利用 Saint-Venant 原理，用静力等效的在端面上均匀分布的力替代原

集中力F�⃗，所引起的差异只限于受力区域附近的小范围内。所以，边界条件可以改为： 
 
X3=L 端面（上端面𝑛𝑛�⃗ = (0, 0, 1) = (𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 ,𝑛𝑛3)）： 

 𝜎𝜎𝑑𝑑����⃗ = 𝐹𝐹
𝑆𝑆
∙ 𝑒𝑒3���⃗ = 𝜎𝜎3𝑒𝑒3���⃗ = (𝜎𝜎13𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎32𝑛𝑛2 + 𝜎𝜎33𝑛𝑛3)𝑒𝑒3���⃗ = [(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎𝜆𝜆]𝑒𝑒3���⃗  

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥3 

𝐹⃗𝐹 

𝐹⃗𝐹 

𝐿𝐿 

应该是：位移
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实际上，上、下两个端面的边界条件得到一个相同的关于待定常数 a、b 的方程： 

(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎𝜆𝜆 =
𝐹𝐹
𝑆𝑆

 

····（E） 

 
再利用侧面（自由界面）的边界条件： 
即由𝜎𝜎𝑠𝑠���⃗ = 0有： 

(𝜎𝜎𝑠𝑠)𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗 = 0 
亦即： 

(𝜎𝜎𝑠𝑠)1 = 𝜎𝜎11𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎12𝑛𝑛2 + 𝜎𝜎13𝑛𝑛3 = 0 
(𝜎𝜎𝑠𝑠)2 = 𝜎𝜎21𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22𝑛𝑛2 + 𝜎𝜎23𝑛𝑛3 = 0 
(𝜎𝜎𝑠𝑠)3 = 𝜎𝜎31𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎32𝑛𝑛2 + 𝜎𝜎33𝑛𝑛3 ≡ 0 

注意到侧面法向 ns=(n1,n2,n3)=(n1,n2,0)，而 nj
2=n1

2+n2
2+n3

2= n1
2+n2

2=1 

 
由(𝜎𝜎𝑠𝑠)1=0 或 (𝜎𝜎𝑠𝑠)2=0，可得另一个关于待定常数 a、b 的方程，即： 
 

−2a( 𝜆𝜆 + 𝜇𝜇) + 𝑏𝑏𝜆𝜆 = 0  
····（F） 

联立（E）、（F）可得： 
 

a =
𝜆𝜆𝜆𝜆

2𝜇𝜇(3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝑆𝑆
   , 𝑏𝑏 =

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝐹𝐹
𝜇𝜇(3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝑆𝑆

  

····(G) 
因此，只要 a、b取（G）式给出的值，则所猜之解（A）式就既满足方程，亦满足边界（圣维南条件），

所以是问题的唯一解。 
实际本例就是单轴拉伸实验，因此，按杨氏模量和泊松比的物理定义，即可得出用𝜆𝜆和𝜇𝜇表示 E 和𝜈𝜈的公

式： 
 

𝐸𝐸 =
𝜎𝜎33

𝜀𝜀33
=
𝜇𝜇(3𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)

𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
    ,   𝜈𝜈 = −

𝜀𝜀11

𝜀𝜀33
= −

𝜀𝜀22

𝜀𝜀33
=
𝑎𝑎
𝑏𝑏

=
𝜆𝜆

2(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇) 

 
这与我们在 4.5 节中得到的结果完全相同。 
如果位移函数猜的不合适，就不可能同时满足平衡方程和边界条件，甚至完全不满足，这时就得修改

所猜之解。猜解的功夫除了对于问题的物理、几何和力学性质理解透彻，还必须具备长足的经验。 

<III> 半逆解法 

例：在一个不变形的正方形刚模中，压缩充满模体，且与模壁无摩擦的弹性体。上端加均匀压力 P（如

图），求弹性体中的应力分布。这里仍不计体力。 
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解：已知边界条件为（这是混合边界条件问题） 
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥𝑥1 = 0，𝑎𝑎；𝑢𝑢1和𝜎𝜎12及𝜎𝜎13等于零，即：𝑢𝑢1 = 0，𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎13 = 0
𝑥𝑥2 = 0，𝑎𝑎；𝑢𝑢2和𝜎𝜎21及𝜎𝜎23等于零，即：𝑢𝑢2 = 0，𝜎𝜎21 = 𝜎𝜎23 = 0

𝑥𝑥3 = 0,；𝑢𝑢3 = 0，𝜎𝜎31 = 𝜎𝜎32 = 0
𝑥𝑥3 = 𝑐𝑐,；𝜎𝜎33 = −𝑃𝑃，𝜎𝜎31 = 𝜎𝜎32 = 0

�  

····（A） 
由对称性可知： 

在𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎
2
面上，𝑢𝑢1 = 0；在  x2 = a

2
面上，u2 = 0。则以上两个面的交线上的各点有： 

𝑢𝑢1 = 𝑢𝑢2 = 0 
 
依次类推，可以得到无穷多个对分面的交线上都有： 
 

𝑢𝑢1 = 𝑢𝑢2 = 0 
 
亦即沿𝑥𝑥3方向，弹性体上点点都有： 

𝑢𝑢1 = 𝑢𝑢2 = 0 
 
故我们猜位移解为： 
 

𝑢𝑢�⃑ = 𝑢𝑢1𝑒𝑒1���⃑ + 𝑢𝑢2𝑒𝑒2���⃑ + 𝑢𝑢3𝑒𝑒3���⃑ = 𝑢𝑢3𝑒𝑒3���⃑ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥3)𝑒𝑒3���⃑   
····（B） 

注意：这里只猜了𝑢𝑢1和𝑢𝑢2，而与𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2平面平行的任一个平面上，各点的𝑢𝑢3相等，即𝑢𝑢3仅是𝑥𝑥3的函数，

但仍是待定的函数，所以是半逆解法。 
由位移形式解可的应变分量为： 
 

�
𝜀𝜀11 = 𝜀𝜀22 = 0，𝜀𝜀33 =

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥3
=
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥3)
𝜕𝜕𝑥𝑥3

=
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥3)
𝑑𝑑𝑥𝑥3

，𝜀𝜀12 = 𝜀𝜀23 = 𝜀𝜀31 = 0

𝜃𝜃 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥3)
𝑑𝑑𝑥𝑥3

= 𝐹𝐹(𝑥𝑥3)
⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

  

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

均匀压力 P 
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····（C） 
代入体力为零的平衡方程： 

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝑢𝑢�⃑ ) + 𝜇𝜇𝛻𝛻2𝑢𝑢�⃑ = (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜇𝜇
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗2

= 0 

写开为： 

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝐹𝐹(𝑥𝑥3) + 𝜇𝜇 �
𝜕𝜕2𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 +

𝜕𝜕2𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
2 � = 0     … (I) 

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝐹𝐹(𝑥𝑥3) + 𝜇𝜇 �
𝜕𝜕2𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 +

𝜕𝜕2𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
2 � = 0     … (II) 

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝐹𝐹(𝑥𝑥3) + 𝜇𝜇 �
𝜕𝜕2𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 +

𝜕𝜕2𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥3
2 � = 0     … (III) 

显然，(I)、(II)已自动满足，由(III)得： 
 

(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)
𝜕𝜕2𝑓𝑓(𝑥𝑥3)
𝜕𝜕𝑥𝑥3

2 = (𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)
𝑑𝑑2𝑓𝑓(𝑥𝑥3)
𝑑𝑑𝑥𝑥3

2 = 0 ⟹  
𝑑𝑑2𝑓𝑓(𝑥𝑥3)
𝑑𝑑𝑥𝑥3

2 = 0     … (𝐼𝐼𝐼𝐼) 

 
(IV)式是一条件方程，即只有(IV)式成立，方能使位移满足泛定方程。解(IV)式得： 
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥3) = 𝐴𝐴𝑥𝑥3 + 𝐵𝐵 
····（D） 

由边条：𝑥𝑥3 = 0面上，  𝑢𝑢3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥3) = 0 ⟹  𝐵𝐵 = 0 

        𝑥𝑥3 = 𝑐𝑐面上，𝜎𝜎33 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀33 = (𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)𝐴𝐴 = −𝑃𝑃 ⟹ 𝐴𝐴 = − 𝑃𝑃
𝜆𝜆+2𝜇𝜇

   

····（E） 
即满足泛定方程和边界条件的位移解为： 
 

�

𝑢𝑢�⃑ = 𝑢𝑢3𝑒𝑒3���⃑ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥3)𝑒𝑒3���⃑ = −
𝑃𝑃

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
𝑥𝑥3𝑒𝑒3���⃑

𝜃𝜃 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥)
𝑥𝑥3

= −
𝑃𝑃

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇

应力分量为：  𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎22 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀11 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 = −
𝜆𝜆𝜆𝜆

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
，𝜎𝜎33 = −𝑃𝑃

𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎31 = 0 ⎭
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

  

····（F） 
结论：物体中每一点的应变（只有𝜀𝜀33 ≠ 0，且为常数，此属于单向应变状态）都是相同的。每一点的

应力也是常数，即物体处于均匀应力场中，发生的是均匀形变。 
另，这道题只猜出了𝑢𝑢1 = 𝑢𝑢2 = 0，则𝑢𝑢�⃗仍是一个待定函数。通过代入平衡方程，得到一个条件方程，解

这个条件方程，即得出位移的形式解；再用边界条件确定待定系数，而得满足方程和边界条件的确定解。 

<IV> 数值方法 

弹性力学问题中要获得既满足方程又满足边界条件的严格的解析解，往往很困难。在许多实际问题中

必须运用近似方法求解。 
近似解法中主要有基于能量原理的变分法（如里茨法）和有限单元法以及有限差分法。 
有限单元法和有限差分法是常有的两种数值方法。 
有限单元法是以有限个单元的集合体代替无限多个单元的连续体，作物理上的近似的一种数值方法。 
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有限差分是用一组有限差分方程代替弹性力学的基本方程和边界条件，作数学上的近似的一种数值解

法。 
 

§6.2 以应力为未知函数时，无体力静力平衡方程的形式解——Maxwell 及 Morera 应力函数 

<I> 问题的提出 

以应力为未知函数来求解弹性力学问题时，应力分量需要同时满足平衡方程和应力协调方程（即拜尔

托拉密--密切尔方程），方程的数目非常多（共 9 个方程）。尽管在无体力静力平衡时，这些方程都是齐次的，

但要同时求解仍是相当困难。 
为了解决这个问题，我们可以分两步来做。先找出满足平衡方程的形式解，把它代入应力协调方程，

构成用形式解表示的协调方程。再解出满足协调方程和边界条件的形式解。因为这个形式解已经满足平衡

方程，所以这时不必考虑平衡方程了，从而使解的过程得到简化。 

<II> Maxwell应力函数 

麦克斯威尔在 1870 年提出下列应力函数： 
𝐺𝐺𝑖𝑖  (𝑟𝑟)                𝑖𝑖 = 1,2,3 

 
这里𝐺𝐺1(𝑟𝑟)，𝐺𝐺2(𝑟𝑟)，𝐺𝐺3(𝑟𝑟)是三个相互独立的函数，称为 Maxwell 应力函数。 
Maxwell 让： 

𝜎𝜎23 = −
𝜕𝜕2𝐺𝐺1

𝜕𝜕𝑥𝑥2𝜕𝜕𝑥𝑥3
   𝜎𝜎31 = −

𝜕𝜕2𝐺𝐺2

𝜕𝜕𝑥𝑥3𝜕𝜕𝑥𝑥1
   𝜎𝜎12 = −

𝜕𝜕2𝐺𝐺3

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
  

····（6-2-1） 
将（6-2-1）代入无体力静力平衡方程： 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 =
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

= 0 

····（6-2-2） 
可以证明：当𝜎𝜎11,𝜎𝜎22,𝜎𝜎33满足： 
 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝐺𝐺3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝐺𝐺2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
2 , 𝜎𝜎22 =

𝜕𝜕2𝐺𝐺1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
2 +

𝜕𝜕2𝐺𝐺3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 , 𝜎𝜎33 =

𝜕𝜕2𝐺𝐺1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝐺𝐺2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2  

····（6-2-3） 
则由应力函数的表述的应力形式解(6-2-1)与（6-2-3）就完全满足无体力静力平衡方程式（6-2-2）式。 
将应力形式解(6-2-1)与（6-2-3）代入应力协调方程和边界条件，使应力协调方程和边界条件都化为

用𝐺𝐺𝑖𝑖 (𝑟𝑟)表示的形式，求解应力协调方程并用边界条件定出𝐺𝐺1(𝑟𝑟)，𝐺𝐺2(𝑟𝑟)，𝐺𝐺3(𝑟𝑟)的确定函数形式，再由(6-2-1)

与（6-2-3）得到： 

应力场𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
本构关系
�⎯⎯⎯⎯� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

几何关系
�⎯⎯⎯⎯� 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  

<III> Morera 应力函数 

马立拉在 1892 年提出了不同的应力函数： 
𝐺𝐺𝑖𝑖∗(𝑟𝑟)      𝑖𝑖 = 1,2,3 

 
这里𝐺𝐺1

∗(𝑟𝑟)，𝐺𝐺2
∗(𝑟𝑟)，𝐺𝐺3

∗(𝑟𝑟)也是三个相互独立的函数，称为 Morera 应力函数。 
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Morera 让： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝐺𝐺1

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥2𝜕𝜕𝑥𝑥3
, 𝜎𝜎22 =

𝜕𝜕2𝐺𝐺2
∗

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥3
, 𝜎𝜎33 =

𝜕𝜕2𝐺𝐺3
∗

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

····（6-2-4） 

将（6-2-4）代入方程（6-2-2），可以证明：当σ23，σ31，σ12满足： 
 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝜎𝜎23 = −

1
2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

�−
𝜕𝜕𝐺𝐺1

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝐺𝐺2

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝐺𝐺3

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥3
�

𝜎𝜎31 = −
1
2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�
𝜕𝜕𝐺𝐺1

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝐺𝐺2

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝐺𝐺3

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥3
�

𝜎𝜎12 = −
1
2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

�
𝜕𝜕𝐺𝐺1

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝐺𝐺2

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
𝜕𝜕𝐺𝐺3

∗

𝜕𝜕𝑥𝑥3
�

� 

····（6-2-5） 

则由应力函数𝐺𝐺𝑖𝑖∗(𝑟𝑟)表述的应力形式解（6-2-4）与（6-2-5）就完全满足方程（6-2-2）了。 
将应力形式解（6-2-4）和（6-2-5）代入应力协调方程和边界条件，使应力协调方程和边界条件都化

为用𝐺𝐺𝑖𝑖∗(𝑟𝑟)表示的形式，求解后定出𝐺𝐺1
∗，𝐺𝐺2

∗，𝐺𝐺3
∗，再由（6-2-4）和（6-2-5）得到应力场𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖

本构关系
�⎯⎯⎯⎯� 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

几何关系
�⎯⎯⎯⎯� ui。 

 

§6.3 以位移为未知函数时，无体力静力平衡问题的形式解 

<I> 位移场的势函数（Stokes分解和 Helmholtz 分解） 

如果知道了物体的应变状态εij，通过积分，则可以求出各点的位移。当然各应变分量必须满足应变协

调方程；如果知道了物体内各点的体应变𝜃𝜃及物体刚性转动矢量𝜔𝜔��⃑，可以求出位移场。 
Stokes 在 1949 年指出位移场𝑢𝑢�⃑可分解为两部分之和，即： 
 

𝑢𝑢�⃑ = 𝑢𝑢�⃑ ‘ + 𝑢𝑢�⃑ ’‘ 
····（6-3-1） 

其中𝑢𝑢�⃑ ’代表没有转动的纯体积膨胀的位移，即有： 
 

∇ ⋅ 𝑢𝑢�⃑ ‘ = θ 
∇ × 𝑢𝑢�⃑ ‘ = 0 

····（6-3-2） 

而𝑢𝑢�⃑ ’‘代表没有体积膨胀的纯转动位移，即有： 
 

∇ ⋅ 𝑢𝑢�⃑ ‘’ = 0 
∇ × 𝑢𝑢�⃑ ‘‘ = 2𝜔𝜔��⃑  

····（6-3-3） 
Stokes 分解（6-3-1）用一句话概括就是：任一在无穷远处收敛的连续矢量场都可分解为一个无旋场和

一个无散场之和。 

由场论知识可知：一个无旋场总可以表示为一个标量势函数的梯度，设无旋场𝑢𝑢�⃑ ′具有标量势𝜙𝜙，则有： 

 

𝑢𝑢�⃑ ′ = 𝛻𝛻𝛻𝛻 
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····（6-3-4） 

另外，一个无散场总可以表示为一个（无散是对𝜓𝜓�⃑的约束条件）矢量势函数的旋度，设无散场𝑢𝑢�⃑ ′′具有矢

量势𝜓𝜓�⃑，则有： 

 

𝑢𝑢�⃑ ′′ = 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑  
····（6-3-5） 

约束条件： 
𝛻𝛻 ∙ 𝜓𝜓�⃑ = 0 

 
所以有： 

�𝑢𝑢�⃑ = 𝑢𝑢�⃑ ′ + 𝑢𝑢�⃑ ′′ = 𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑

𝛻𝛻 ∙ 𝜓𝜓�⃑ = 0
� 

····（6-3-6） 

（6-3-6）式称为 Helmholtz分解；𝜙𝜙，𝜓𝜓�⃑称为 Helmholtz势。 

将（6-3-4）和（6-3-5）代入（6-3-2）和（6-3-3）可得： 

 

�    𝛻𝛻2𝜙𝜙 = 𝜃𝜃
    𝛻𝛻2𝜓𝜓𝑖𝑖 = −2𝜔𝜔𝑖𝑖

� 

····（6-3-7） 

上式表明：如弹性体的体膨胀系数𝜃𝜃，和转动惯量𝜔𝜔𝑖𝑖在弹性体内的各点是已知的，则可确定𝜙𝜙和𝜓𝜓𝑖𝑖。进

而可以确定弹性体的位移场。 

<II> 位移为未知函数时，无体力静力平衡问题的形式解（波西涅斯克·伽辽金通解） 

前面我们给出了 Helmholtz势表示的位移场： 

 

�𝑢𝑢�⃑ = 𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑

𝛻𝛻 · 𝜓𝜓�⃑ = 0
  � 𝑜𝑜𝑜𝑜  �

𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝜙𝜙,𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜓𝜓𝑘𝑘,𝑗𝑗  
𝜓𝜓𝑖𝑖 ,𝑖𝑖 = 0                     

� 

····（6-3-8a） 

把（6-3-8a）写成分量形式为： 

 

𝑢𝑢1 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+
𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
 

 𝑢𝑢2 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
−
𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
 

 𝑢𝑢3 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

+
𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

····（6-3-8b） 

现在我们来看，当𝑢𝑢�⃑满足无体力静力平衡方程： 

 

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 · 𝑢𝑢�⃑ ) + 𝜇𝜇𝛻𝛻2𝑢𝑢�⃑ = 0 
····（6-3-9） 

时，𝜓𝜓𝑖𝑖和𝜙𝜙是什么函数。 

将（6-3-9）写开为： 
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(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇) �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝑒𝑒1���⃑ +
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝑒𝑒2���⃑ +
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝑒𝑒3���⃑ � �
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥3
� + 𝜇𝜇𝛻𝛻2(𝑢𝑢1𝑒𝑒1���⃑ + 𝑢𝑢2𝑒𝑒2���⃑ + 𝑢𝑢3𝑒𝑒3���⃑ ) = 0 

 

将（6-3-8（b））代入上式得： 

𝑒𝑒1���⃑分量为： 
 

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥1
�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+
𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
� + (𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
−
𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
� + 

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥3
�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

+
𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
� + 𝜇𝜇𝛻𝛻2 �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+
𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
� = 0 

 
相消后剩下： 

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
𝜇𝜇

𝛻𝛻2 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+ 𝛻𝛻2 �
𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
� = 0 

𝑒𝑒2���⃑，𝑒𝑒3���⃑分量分别为： 

𝛻𝛻2 �
𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
−
𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
� = 0 

𝛻𝛻2 �
𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

+
𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
� = 0 

为书写方便，简记： 

𝐴𝐴 =
𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
𝜇𝜇

 

有： 

⟹

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝛻𝛻2 �𝐴𝐴

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+
𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝑥𝑥2
−
𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
� = 0

𝛻𝛻2 �𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝑥𝑥3
−
𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
� = 0

𝛻𝛻2 �𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

+
𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
−
𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
� = 0

� 

····（6-3-10） 

约束条件： 

𝛻𝛻 · 𝜓𝜓�⃑ =
𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝜕𝜕1
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕3
= 0 

····（6-3-10a） 

（6-3-10）和（6-3-10a）就是求解四个势函数𝜙𝜙，𝜓𝜓1，𝜓𝜓2，𝜓𝜓 3的四个方程。 

不难验证，若取三个任意函数𝜑𝜑1，𝜑𝜑2，𝜑𝜑 3使得： 

 

𝜓𝜓1 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕3
，𝜓𝜓2 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝜕𝜕3
+
𝜕𝜕𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕1
， 𝜓𝜓3 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕1
+
𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝜕𝜕2
 

····（6-3-11） 

则（6-3-11）是（6-3-10a）的普遍解。 

将（6-3-11）代入（6-3-10），则无体力静力平衡问题变换成求解以下方程组： 
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⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝛻𝛻2 �𝐴𝐴

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

−
𝜕𝜕2𝜑𝜑2

𝜕𝜕𝜕𝜕1𝜕𝜕𝜕𝜕2
−

𝜕𝜕2𝜑𝜑3

𝜕𝜕𝜕𝜕1𝜕𝜕𝜕𝜕3
+
𝜕𝜕2𝜑𝜑1

𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 +

𝜕𝜕2𝜑𝜑1

𝜕𝜕𝜕𝜕3
2 � = 0

𝛻𝛻2 �𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

−
𝜕𝜕2𝜑𝜑3

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕3
−

𝜕𝜕2𝜑𝜑1

𝜕𝜕𝜕𝜕1𝜕𝜕𝜕𝜕2
+
𝜕𝜕2𝜑𝜑2

𝜕𝜕𝜕𝜕1
2 +

𝜕𝜕2𝜑𝜑2

𝜕𝜕𝜕𝜕3
2 � = 0

𝛻𝛻2 �𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

−
𝜕𝜕2𝜑𝜑1

𝜕𝜕𝜕𝜕1𝜕𝜕𝜕𝜕3
−

𝜕𝜕2𝜑𝜑2

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕3
+
𝜕𝜕2𝜑𝜑3

𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 +

𝜕𝜕2𝜑𝜑3

𝜕𝜕𝜕𝜕1
2 � = 0

� 

····（6-3-12） 

因𝜑𝜑1，𝜑𝜑2， 𝜑𝜑 3是任意的，所以总可取： 

 

𝜙𝜙 =
1
𝐴𝐴
�
𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝜕𝜕1
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕3
� 

····（6-3-13） 

将（6-3-13）代入（6-3-12）得： 

 

𝛻𝛻4𝜑𝜑1 = 0，𝛻𝛻4𝜑𝜑2 = 0，𝛻𝛻4𝜑𝜑3 = 0 
····（6-3-14） 

结论：至此可见，我们将求解无体力静力平衡问题化为求解满足边界条件的双调和函数𝜑𝜑1，𝜑𝜑2， 𝜑𝜑 3。 
将（6-3-11）和（6-3-13）代入（6-3-6a）得到用𝜑𝜑1，𝜑𝜑2， 𝜑𝜑 3表示的位移形式解： 

 

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟) = −�
𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜇𝜇

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

+ 𝛻𝛻2𝜑𝜑𝑖𝑖     𝑜𝑜𝑜𝑜    

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑢𝑢1 = −�

𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜇𝜇

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕1

+ 𝛻𝛻2𝜑𝜑1

𝑢𝑢2 = −�
𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜇𝜇

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+ 𝛻𝛻2𝜑𝜑2

𝑢𝑢3 = −�
𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜇𝜇

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕3

+ 𝛻𝛻2𝜑𝜑3

� 

····（6-3-15） 

其中： 

𝜙𝜙 =
𝜇𝜇

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
�
𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝜕𝜕1
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕3
� 

 

（6-3-15）就是著名的波西涅斯克-伽辽金通解。 

由上讨论结果可知：对求解无体力静力平衡问题，我们只要从双调和函数中挑选满足边界条件的𝜑𝜑𝑖𝑖(𝑟𝑟)，
就可以由（6-3-15）式得到问题的位移解。 

下面我们将进一步证明：弹性静力学问题的解只要去猜满足问题的边界条件的调和函数形式的解即可，

从而使解题进一步简化。这种调和函数形式的解就是纳维-巴伯考维齐通解。 

<III> 纳维-巴伯考维齐通解 

上面我们得到的波-伽通解是用双调和函数表示的，现作变换，令: 

 

𝐵𝐵1 = ∇2𝜑𝜑1，𝐵𝐵2 = ∇2𝜑𝜑2，𝐵𝐵3 = ∇2𝜑𝜑3 

····（6-3-16） 

则： 

∇2𝐵𝐵1 = ∇4𝜑𝜑1 = 0，∇2𝐵𝐵2 = 0，∇2𝐵𝐵3 = 0 
····（6-3-17） 
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可见：𝐵𝐵1，𝐵𝐵2，𝐵𝐵3是调和函数。由（6-3-13）式可得： 

 

𝛻𝛻2𝜙𝜙 =
1
𝐴𝐴
�
𝜕𝜕𝐵𝐵1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝐵𝐵2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝐵𝐵3

𝜕𝜕𝑥𝑥3
� 

····（6-3-18） 

可以证明： 

�𝜙𝜙 = 𝜙𝜙0 +
1

2𝐴𝐴
(𝑥𝑥1𝐵𝐵1 + 𝑥𝑥2𝐵𝐵2 + 𝑥𝑥3𝐵𝐵3)

∇2𝜙𝜙0 = 0
� 

····（6-3-19） 
是（6-3-18）的解。 

证： 

因： 

∇2𝜙𝜙 = ∇2𝜙𝜙0 +
1

2𝐴𝐴
(𝐵𝐵1∇2𝑥𝑥1 + 𝐵𝐵2∇2𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵3∇2𝑥𝑥3) +

1
2𝐴𝐴

(𝑥𝑥1∇2𝐵𝐵1 + 𝑥𝑥2∇2𝐵𝐵2 + 𝑥𝑥3∇2𝐵𝐵3) +
1
𝐴𝐴 �

𝜕𝜕𝐵𝐵1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝐵𝐵2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝐵𝐵3

𝜕𝜕𝑥𝑥3
� 

而：∇2𝑥𝑥1 = ∇2𝑥𝑥2 = ∇2𝑥𝑥3 ≡ 0，∇2𝐵𝐵1 = ∇2𝐵𝐵2 = ∇2𝐵𝐵3 = 0，∇2𝜙𝜙0 = 0 

所以：∇2𝜙𝜙 = 1
𝐴𝐴
�𝜕𝜕𝐵𝐵1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+ 𝜕𝜕𝐵𝐵2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝜕𝜕𝐵𝐵3

𝜕𝜕𝑥𝑥3
� = 1

𝐴𝐴
�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑖𝑖
� 

 
将（6-3-16）和（6-3-19）代入波-伽通解，将其化为： 
 

𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑟𝑟) = −�
𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜇𝜇

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝐵𝐵𝑖𝑖   𝑜𝑜𝑜𝑜   

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑢𝑢1 = −�

𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜇𝜇

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+ 𝐵𝐵1

𝑢𝑢2 = −�
𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜇𝜇

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝐵𝐵2

𝑢𝑢3 = −�
𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜇𝜇

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

+ 𝐵𝐵3

� 

····（6-3-20） 

其中：𝜙𝜙 = 𝜙𝜙0 + 1
2𝐴𝐴

(𝑥𝑥𝑖𝑖𝐵𝐵𝑖𝑖)，而𝜙𝜙0，𝐵𝐵1，𝐵𝐵2，𝐵𝐵3均为调和函数。 

即有： 
∇2𝜙𝜙0 = 0，∇2𝐵𝐵1 = 0，∇2𝐵𝐵2 = 0，∇2𝐵𝐵3 = 0 

 
从而我们将求解无体力静力平衡问题，化为挑选满足边界条件的调和函数𝜙𝜙0，𝐵𝐵1，𝐵𝐵2，𝐵𝐵3。 
（6-3-20）就是用调和函数𝜙𝜙0，𝐵𝐵1，𝐵𝐵2，𝐵𝐵3表示的无体力静力平衡问题的形式解，也就是著名的纳维-

巴博考维奇通解。 
从逆解法的观点出发，可以事先分析各种调和函数形式的解，了解它们可以满足怎样的边界条件。在

熟悉了这些分析结果之后，就可能按迭加原理进一步组合这些解，来讨论较复杂的问题。 

<IV> 有体力、静力平衡问题的通解（纳维-巴伯考维齐通解+开尔文特解） 

这时方程为： 
(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 ∙ 𝜇𝜇) + 𝜇𝜇𝛻𝛻2𝑢𝑢�⃑ + 𝑓𝑓 = 0 

····① 
这是一个非齐次方程（体力𝑓𝑓即为非齐次项）。 
①方程的特解-Kelvin 解 
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可以证明：对齐次方程的通解——纳维·巴伯考维齐解中的𝑏𝑏0和𝐵𝐵�⃑作适当修改，就可以得 Kelvin 解。 
对纳-巴通解： 

𝑢𝑢�⃑ = −
𝜆𝜆 + 𝜇𝜇
𝜇𝜇

∇𝜙𝜙 + 𝐵𝐵�⃑  

其中： 

𝜙𝜙 = 𝜙𝜙0 +
1

2𝐴𝐴
�𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃑ �，𝐴𝐴 =

𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇
𝜇𝜇

，𝛻𝛻2𝜙𝜙0 = 0，𝛻𝛻2𝐵𝐵�⃑ = 0 

可改写为： 
 

� 𝑢𝑢�⃑ = 𝐵𝐵�⃑ −
1

4(1− 𝜈𝜈) �𝑏𝑏0 + 𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃑ �

其中：𝑏𝑏0 = 2𝐴𝐴𝜙𝜙0且：∇2𝑏𝑏0 = 0，∇2𝐵𝐵�⃗ = 0
� 

····② 
很容易验证，②式是齐次方程：(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝛻𝛻(𝛻𝛻 · 𝜇⃑𝜇) + 𝜇𝜇𝛻𝛻2𝜇⃑𝜇的通解。 
证：将②代入上式得： 

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)𝛻𝛻 �𝛻𝛻 · 𝐵𝐵�⃑ −
1

4(1− 𝜈𝜈)𝛻𝛻
2�𝑏𝑏0 + 𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃑ �� + 𝜇𝜇𝛻𝛻2 �𝐵𝐵�⃑ −

1
4(1− 𝜈𝜈)𝛻𝛻�𝑏𝑏0 + 𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃑ �� = 0 

因𝛻𝛻2𝑏𝑏0 = 0，𝛻𝛻2𝐵𝐵�⃑ = 0，故上式化为： 

−
𝜆𝜆 + 𝜇𝜇

4(1− 𝜐𝜐)𝛻𝛻
2�𝛻𝛻�𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃑ �� −

𝜇𝜇
4(1 − 𝜈𝜈)𝛻𝛻

2�𝛻𝛻�𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃑ �� = 0  ⇒  𝛻𝛻2�𝛻𝛻�𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃗ �� = 0 

因𝛻𝛻�𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃑ � = 𝐵𝐵�⃑ ，所以：𝛻𝛻2�𝛻𝛻�𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃑ �� ≡ 0，上式恒成立，得证。 

 
可以验证，只需对②中的𝑏𝑏0和𝐵𝐵�⃑作适当修改，就可以得到非齐次方程①的特解。 
修改𝑏𝑏0和𝐵𝐵�⃑为：（即将𝑏𝑏0和𝐵𝐵�⃑由原满足拉氏方程改为满足 Poisson 方程）： 
 

∇2𝑏𝑏0 =
1
𝜇𝜇
𝑟𝑟 ∙ 𝑓𝑓，∇2𝐵𝐵�⃑ = −

1
𝜇𝜇
𝑓𝑓 

····③ 
这两个都是 Poisson 方程。根据数理方程中所熟悉的初等势论，可取他们的特解为： 
 

𝑏𝑏0 = −
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋
�

𝑟𝑟′ ∙ 𝑓𝑓(𝑟𝑟′)
𝑅𝑅

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣

′ 

····④ 

 

𝐵𝐵�⃑ =
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋
�

𝑓𝑓(𝑟𝑟′)
𝑅𝑅

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣

′ 

····⑤ 

其中： 

𝑅𝑅 = �(𝑥𝑥1
′ − 𝑥𝑥1)2 + (𝑥𝑥2

′ − 𝑥𝑥2)2 + (𝑥𝑥3
′ − 𝑥𝑥3)2 = �(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1

′ )2 + (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2
′ )2 + (𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3

′ )2 ⇒ 𝑅𝑅�⃑

= 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′ 
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将④和⑤代入②得： 

 

𝑢𝑢�⃑ = 𝐵𝐵�⃑ −
1

4(1− 𝜈𝜈)𝛻𝛻�𝑏𝑏0 + 𝑟𝑟 ∙ 𝐵𝐵�⃑ �

=
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋
�𝑓𝑓

𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑉𝑉′

𝑉𝑉

−
1

16𝜋𝜋𝜋𝜋(1 − 𝜈𝜈)𝛻𝛻 �𝑟𝑟 ∙�
𝑓𝑓
𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑉𝑉′

𝑉𝑉

−�
𝑟𝑟′ ∙ 𝑓𝑓
𝑅𝑅

𝑉𝑉

𝑑𝑑𝑉𝑉′�

=
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋
�𝑓𝑓

𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑉𝑉′

𝑉𝑉

−
1

16𝜋𝜋𝜋𝜋(1 − 𝜈𝜈)𝛻𝛻�
(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′) ∙ 𝑓𝑓

𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑉𝑉′

𝑉𝑉

=
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋
�𝑓𝑓��⃑

𝑅𝑅𝑑𝑑𝑉𝑉
′

𝑉𝑉

−
1

16𝜋𝜋𝜋𝜋(1− 𝜈𝜈)𝛻𝛻�
𝑅𝑅�⃑ ∙ 𝑓𝑓
𝑅𝑅

𝑉𝑉

𝑑𝑑𝑉𝑉′ 

 

因：𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′ = 𝑅𝑅�⃑，注意到： 

 

∇�
𝑅𝑅�⃑ ∙ 𝑓𝑓
𝑅𝑅

� = −
𝑅𝑅�⃑ ∙ 𝑓𝑓
𝑅𝑅3 𝑅𝑅�⃑ +

1
𝑅𝑅
𝑓𝑓 

 

所以非齐次方程①的特解为： 

 

𝑢𝑢�⃑ =
1

16𝜋𝜋𝜋𝜋(1− 𝜈𝜈) �
(3− 4𝜈𝜈)�

𝑓𝑓
𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑉𝑉′

𝑉𝑉

+ �
𝑅𝑅�⃑ ∙ 𝑓𝑓
𝑅𝑅3 𝑅𝑅�⃑ 𝑑𝑑𝑉𝑉′� 

····⑥ 

式⑥称为 Kelvin解。 

非齐次方程①的通解=纳维巴伯考维齐通解（对应齐次方程的通解）+开尔文特解（非齐次方程的一个

特解）。 

 

§6.4 平面问题 
一般弹性力学问题都是三维的，即空间问题。但在实际问题中，在一些特定条件下，三维问题可以简

化为二维问题。弹性力学的平面问题就是应力或应变限制在同一平面里，而在与此平面垂直的方向上各分

量为零。通常把发生应力和应变的面取为𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2平面。平面问题分为平面应变和平面应力两类，但这两类平

面问题的基本方程相同，这一点我们可以在后面看到。 

<I> 平面应变问题 

平面应变问题的典型例子就是水坝，它具有如下一些特征： 

1、 几何条件：横截面形状不变，横截面尺度远小于与其垂直方向的尺度。 

2、 力学条件：体力在横截面垂直方向分力为零，面力沿𝑥𝑥3方向分布固定不变（即与𝑥𝑥3无关）。 

3、 边界条件：两端固定（可近似视为刚性固定），端面沿𝑥𝑥3方向位移为零，即�𝑢𝑢3|
端面 = 0。 
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① 位移场 

平面应变问题的位移，由上述边界条件和对称性可知任意与𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2面平行的横截面上每一质点沿𝑥𝑥3轴向

均没有位移，即在整个弹性体内有：�𝑢𝑢3
� = 0。 

另外，由上述几何条件和力学条件，任一个与𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2平行的截面形状相同，且受力也相同，所以每个截

面的变形也应该相同，即弹性体内任一点的位移分量�𝑢𝑢1
�和�𝑢𝑢2

�与坐标𝑥𝑥3无关，仅是𝑥𝑥1和𝑥𝑥2的函数。概括起来

弹性体内位移场为 

 

�
𝑢𝑢1 = 𝑢𝑢1(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)
𝑢𝑢2 = 𝑢𝑢2(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)

�𝑢𝑢3
� = 0

� 

····（6-4-1） 

 

② 应变场 

由几何关系𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1
2
�𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
�得平面应变问题的弹性体内应变场为： 

 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧𝜀𝜀11 =

𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
= 𝜀𝜀11(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)  , 𝜀𝜀12 =

1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
� = 𝜀𝜀12(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) 

𝜀𝜀22 =
𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 𝜀𝜀22(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)  , 𝜀𝜀21 = 𝜀𝜀12 = 𝜀𝜀21(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)

𝜀𝜀33 =
𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥3
= 0  , 𝜀𝜀23 = 𝜀𝜀32 = 𝜀𝜀13 = 𝜀𝜀31 = 0 

𝜃𝜃 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀11 + 𝜀𝜀22 = 𝜃𝜃(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)

� 

····（6-4-2） 

可见只有在𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2平面内的应变分量不为零，其余全部为零。 

 

③ 应力场 

由本构关系𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖得平面应变问题弹性体内应力场为： 

 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥3 

𝑂𝑂 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜎𝜎11 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀11 = 𝜎𝜎11(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)
𝜎𝜎22 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀22 = 𝜎𝜎22(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)

𝜎𝜎33 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀33 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 = 𝜈𝜈(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = 𝜎𝜎33(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)
𝜎𝜎12 = 2𝜇𝜇𝜀𝜀12 = 𝜎𝜎12(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)

𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎31 = 0

� 

····（6-4-3） 

可见：三个正应力分量𝜎𝜎11,𝜎𝜎22,𝜎𝜎33只有两个是独立的。所有应力分量也均是𝑥𝑥1和𝑥𝑥2的函数。式

𝜎𝜎33 = 𝜈𝜈(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22)表明：如果假想将物体切成无数个与𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2平面平行的薄片，虽各薄片沿𝑜𝑜𝑥𝑥3轴方向的伸

长被阻止，但正是由于各薄片互相挤压的结果，各薄片表面上的沿𝑥𝑥3轴的正应力仍是存在的。而且与𝜎𝜎11和𝜎𝜎22

联系着。 

 

④ 平衡方程 

将上面的应力分量代入平衡方程𝑭𝑭𝑖𝑖 + 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑗𝑗 = 0，得平面应变问题的平衡方程： 

 

⎩
⎨

⎧
𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭1 = 0

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭2 = 0

� 

····（6-4-4） 

由𝜎𝜎11，𝜎𝜎12，𝜎𝜎22均是𝑥𝑥1，𝑥𝑥2的函数可推断知𝑭𝑭1与𝑭𝑭2也只是𝑥𝑥1，𝑥𝑥2的函数。 

 

⑤ 协调方程 

将②中的应变分量代入应变协调方程，除第一个方程外，其余五个均自动满足。即有： 

 

𝜕𝜕2𝜀𝜀11

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝜀𝜀22

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 = 2

𝜕𝜕2𝜀𝜀12

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

····（6-4-5） 

利用本构关系（𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 �形式的）： 

 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 −
𝜈𝜈
𝐸𝐸
𝐼𝐼1𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖      , 𝐼𝐼1 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33 

 

有： 

𝜀𝜀11 =
1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎11 −
𝜈𝜈
𝐸𝐸

(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33) =
1
𝐸𝐸
𝜎𝜎11 −

𝜈𝜈
𝐸𝐸

(𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33)
𝜎𝜎33 =𝜈𝜈(𝜎𝜎11 +𝜎𝜎22 )
������������

1
𝐸𝐸
𝜎𝜎11 −

𝜈𝜈
𝐸𝐸
�[𝜎𝜎22 + 𝜈𝜈(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22)] �

=
1
𝐸𝐸

(𝜎𝜎11 − 𝜈𝜈𝜎𝜎22 − 𝜈𝜈2𝜎𝜎11 − 𝜈𝜈2𝜎𝜎22) =
1− 𝜈𝜈2

𝐸𝐸 �𝜎𝜎11 −
𝜈𝜈

1 − 𝜈𝜈
𝜎𝜎22� 

 

记𝐸𝐸′ = 𝐸𝐸
1−𝜈𝜈2   , 𝜈𝜈′ = 𝜈𝜈

1−𝜈𝜈
，可以证明：

1+𝜈𝜈′

𝐸𝐸′
= 1+𝜈𝜈

𝐸𝐸
 

则𝜀𝜀11可记为： 

 

𝜀𝜀11 =
1
𝐸𝐸′

(𝜎𝜎11 − 𝜈𝜈′𝜎𝜎22) 
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同理可得 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜀𝜀11 =

1
𝐸𝐸′

(𝜎𝜎11 − 𝜈𝜈′𝜎𝜎22)

𝜀𝜀22 =
1
𝐸𝐸′

(𝜎𝜎22 − 𝜈𝜈′𝜎𝜎11)

𝜀𝜀12 =
1

2𝜇𝜇
𝜎𝜎12 =

1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎12 =
1 + 𝜈𝜈′

𝐸𝐸′
𝜎𝜎12

� 

····（6-4-6） 

将（6-4-6）代入（6-4-5）可得平面应变问题的应力协调方程为： 

 

𝜕𝜕2𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 − 𝜈𝜈′

𝜕𝜕2𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 − 𝜈𝜈′

𝜕𝜕2𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 = 2(1 + 𝜈𝜈′)

𝜕𝜕2𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

····（6-4-7a） 

为了简化上式，利用平衡方程（6-4-4）对其第一式求
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

，第二式求
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

，然后两式相加，得： 

2
𝜕𝜕2𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
= −�

𝜕𝜕2𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 +

𝜕𝜕2𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕𝑭𝑭1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑭𝑭2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
� 

 

代入（6-4-7a）可得： 

 

(
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 +

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2)( 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = −(1 + 𝜈𝜈′)( 

𝜕𝜕𝑭𝑭1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑭𝑭2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
) 

····（6-4-7b） 

记𝛻𝛻2 = 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥12 + 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥22为二维拉氏算符，则（6-4-7b）可写成： 

𝛻𝛻2( 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = −(1 + 𝜈𝜈′)( 
𝜕𝜕𝑭𝑭1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑭𝑭2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
) 

····（6-4-7c） 

（6-4-4）和（6-4-7c）即为求解平面应力问题的三个基本方程。可解出三个未知量𝜎𝜎11，𝜎𝜎22，和𝜎𝜎12。 

 

⑥ 边界条件 

在侧面边界上：𝑛𝑛�⃑ = (𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 0) 
则： 

𝜎𝜎11𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎12𝑛𝑛2 = 𝜎𝜎1  
𝜎𝜎21𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22𝑛𝑛2 = 𝜎𝜎2  

0 = 𝜎𝜎3 
注：(𝜎𝜎1,𝜎𝜎2,𝜎𝜎3)是侧面上的应力矢量的三个分量，是给定的边界条件。由𝜎𝜎11,𝜎𝜎12,𝜎𝜎22均只是𝑥𝑥1和𝑥𝑥2的函

数，进而推知𝜎𝜎1和𝜎𝜎2也只是𝑥𝑥1和𝑥𝑥2的函数。 

····（6-4-8a） 

在端面边界上：𝑛𝑛�⃑ = (0,0, ±1) 
则： 

𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 0 
𝜎𝜎3 = 𝑛𝑛3𝜎𝜎33 = ±𝜈𝜈(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) 

····（6-4-8b） 
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⑦ 平面应变问题的定解问题 

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

𝑟𝑟 ∈  𝑉𝑉

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭1 = 0

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭2 = 0

𝛻𝛻2( 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = −(1 + 𝜈𝜈′)( 
𝜕𝜕𝑭𝑭1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑭𝑭2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
)

�

𝑟𝑟 ∈侧面 �
𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎11𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎12𝑛𝑛2
𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎21𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22𝑛𝑛2

𝜎𝜎3 = 0
�

𝑟𝑟 ∈端面 �
𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 0

𝜎𝜎3 = ±𝜈𝜈(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22)
�

� 

····（6-4-9） 

<II> 平面应力问题 

平面应力问题的典型例子是薄板，它具有如下特征： 

1、 几何条件：横截面尺寸 L远大于板的厚度 2h，且板厚均匀。 

2、 力学条件：体力与𝑥𝑥3无关（即体力沿厚度方向不变），且没有沿𝑥𝑥3方向的体力分力。所受面力均匀

分布在侧面上，且与𝑥𝑥3轴垂直。 

3、 边界条件：与𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2坐标平面平行的两个端面上不受外力。由静力边界条件： 

 

�
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑗𝑗 = 0

𝑛𝑛�⃑ = (0,0, ±1)
� 

 

    可知，在两个端面上有𝜎𝜎13 = 𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎33 = 0 

 

注意：在平面应变问题中，我们限定�𝑢𝑢3|
端面 = 0（这与实际相符），而在平面应力问题中，我们限定两

端面不受力。这是两种平面问题边界条件的区别。而这两种问题的力学条件是相同的。至于几何条件，则

正好相反。 

那么我们进一步假定： 

1、 在整个板内应力分量𝜎𝜎13 = 𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎33 = 0（事实上板内各点不能精确达到这个条件，只是由于板很

薄，上述应力很小以至于可以忽略不计）。 

𝐿𝐿 
𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 

2ℎ
 

𝑂𝑂 

俯视图 侧视图 
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2、 在板上𝜎𝜎11,𝜎𝜎12,𝜎𝜎22只是𝑥𝑥1和𝑥𝑥2的函数（事实上这些应力分量是随板厚度变化的，只是板很薄时这样

的差别可以忽略）。 

上述两个假定的数学表述为: 

 

𝑟𝑟 ∈ 𝑉𝑉 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜎𝜎13(𝑟𝑟) = 𝜎𝜎23(𝑟𝑟) = 𝜎𝜎33(𝑟𝑟) = 0

�
𝜎𝜎11(𝑟𝑟) = 𝜎𝜎11(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)
𝜎𝜎22(𝑟𝑟) = 𝜎𝜎22(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)

𝜎𝜎12(𝑟𝑟) = 𝜎𝜎21(𝑟𝑟) = 𝜎𝜎12(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)
�� 

 

后面我们将会看到，这两条假定与协调方程有矛盾（即协调方程两边不恒等），是不合理的。但是在板

的厚度 h<<bmin（端面几何形状的最小尺度）时，上述假定近似成立。 

由假定，平面应力问题中的应力分量𝜎𝜎11,𝜎𝜎12,𝜎𝜎22与坐标变量𝑥𝑥3无关，即应力局限在𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2平面内，所以

称之为平面应力。 

在上述两个假定的前提下，平面应力问题的应力场𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)和应变场𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)分别为： 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 �

𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎11(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)
𝜎𝜎22 = 𝜎𝜎22(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)

𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎21 = 𝜎𝜎12(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)
𝜎𝜎13 = 𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎33 = 0

� 

····（6-4-11） 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ 𝜀𝜀11(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) =

1
𝐸𝐸

(𝜎𝜎11 − 𝜈𝜈𝜎𝜎22)

𝜀𝜀22(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) =
1
𝐸𝐸

(𝜎𝜎22 − 𝜈𝜈𝜎𝜎11)

𝜀𝜀33(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) =
−𝜈𝜈
𝐸𝐸

(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22)

𝜀𝜀12(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) =
1

2𝜇𝜇
𝜎𝜎12 =

1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎12

𝜀𝜀13 = 𝜀𝜀23 = 0

� 

····（6-4-12） 

将上述𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖代入平衡方程，可得如下与平面应变问题完全相同的平衡方程： 

 

⎩
⎨

⎧
𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭1 = 0

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭2 = 0

� 

 

将上述𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖代入应变协调方程得到除第四、第五两式自动满足外，另四个方程如下： 

 

① 
𝜕𝜕2𝜀𝜀11

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝜀𝜀22

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 = 2

𝜕𝜕2𝜀𝜀12

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

②② 
𝜕𝜕2𝜀𝜀33

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 = 0 

③③ 
𝜕𝜕2𝜀𝜀33

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 = 0 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  137 

⑥⑥ 
𝜕𝜕2𝜀𝜀33

𝜕𝜕𝑥𝑥2𝜕𝜕𝑥𝑥1
= 0 

 

显然要使②，③，⑥三个方程同时满足，则𝜀𝜀33只能是𝑥𝑥1和𝑥𝑥2的线性函数，即： 

 

𝜀𝜀33 = 𝐴𝐴𝑥𝑥1 + 𝐵𝐵𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶（𝐴𝐴，𝐵𝐵，𝐶𝐶为积分常数） 
 

这就使我们所研究的问题受到很大的限制。因此我们假定协调方程也只需满足①式，而近似的认为②，

③，⑥三个方程得到了满足。在此假定下我们得到的解虽然是近似解，但是我们后面将证明这个近似解在

板很薄时是足够精确的。 

将应力应变关系𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘 )代入①式，得应力协调方程： 

 

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 �

1
𝐸𝐸

(𝜎𝜎11 − 𝜈𝜈𝜈𝜈22)�+
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 �

1
𝐸𝐸

(𝜎𝜎22 − 𝜈𝜈𝜎𝜎11)� = 2
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
�
1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎12� 

 

显然这个方程和平面应变问题的应力协调方程完全相似，所以用与处理平面应变问题同样的方法可得： 

 

∇2(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = −(1 + 𝜈𝜈) �
𝜕𝜕𝑭𝑭𝟏𝟏
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+
𝜕𝜕𝑭𝑭𝟐𝟐
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� 

 

可见，相比于平面应变的应力协调方程，此方程只是用𝜈𝜈代替了𝜈𝜈′而已。 

平面应力问题的边界条件： 

侧面： 

�
𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎11𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎12𝑛𝑛2 = 𝜎𝜎1(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)
𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎21𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22𝑛𝑛2 = 𝜎𝜎2(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)

𝜎𝜎3 = 0
� 

端面： 

𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3 = 0(自由面) 
 

综合可得平面应力问题的定解问题为： 

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

𝑟𝑟 ∈  𝑉𝑉

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭1 = 0

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭2 = 0

𝛻𝛻2( 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = −(1 + 𝜈𝜈)( 
𝜕𝜕𝑭𝑭1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝑭𝑭2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
)

�

𝑟𝑟 ∈侧面 �
𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎11𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎12𝑛𝑛2
𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎21𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22𝑛𝑛2

𝜎𝜎3 = 0
�

𝑟𝑟 ∈端面       𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3 = 0

� 

····（6-4-13） 

 

<III> 平面应变与应力问题的比较 

对比上面平面应力问题的定解问题（6-4-13）式与平面应变问题的定解问题（6-4-9）式： 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

138 连续介质力学讲义（固体力学部分） 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

𝑟𝑟 ∈  𝑉𝑉

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝐹𝐹1 = 0

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝐹𝐹2 = 0

𝛻𝛻2( 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = −(1 + 𝜈𝜈′)( 
𝜕𝜕𝐹𝐹1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝐹𝐹2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
)

�

𝑟𝑟 ∈侧面 �
𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎11𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎12𝑛𝑛2
𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎21𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22𝑛𝑛2

𝜎𝜎3 = 0
�

𝑟𝑟 ∈端面 �
𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 0

𝜎𝜎3 = ±𝜈𝜈(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22)
�

� 

总结如下： 
 平面应变问题 平面应力问题 

边界条件 𝑢𝑢3�端面� = 0 ⟹ 𝜀𝜀33 = 0，𝜀𝜀13 = 𝜀𝜀23 = 0 𝜎𝜎𝑖𝑖�端面 � = 0 ⟹ 𝜎𝜎13 = 𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎33 = 0 
几何条件 两者相反 

力学条件 相同 相同 

弹性系数 𝐸𝐸′ , 𝜈𝜈′ 𝐸𝐸, 𝜈𝜈 
求解方法 数学上完全相同 数学上完全相同 

协调方程 形式完全一致 形式完全一致 

解 精确解 近似解 

<IV> 体力为常数时的平面问题 

① 泛定方程 

实际情况中，当体力是不随坐标变化的常量时，平面问题就比较简单了。两类平面问题泛定方程简化

为相同形式： 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭1 = 0

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑭𝑭2 = 0

∇2(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = 0

� 

····（6-4-14） 

由上可见：两类平面问题的泛定方程组不仅形式完全相同，而且方程组中不含有反映介质性质的弹性

系数。由此可以推断，若边界形状相同（物体在𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2平面中的形状相同），受到的外力分布相同的话，则

不论物体的弹性性质如何，也不论是平面应变下的长柱体或是平面应力下的薄板；由相同方程解出的应力

分量𝜎𝜎11、𝜎𝜎22和𝜎𝜎12的解形式完全相同。这一事实给了工程计算和模拟实验带来了极大地便利。①求解一种

构型，所获得的解对相同构型的任何材料都是适用的。②大型工程建筑的构件、机械构件往往需要通过模

拟实验来获取有关数据，这时对平面问题我们就可以用廉价、加工方便的材料来代替实验材料。对平面应

变状态下的长柱体就可以用相应的平面应力状态下的薄板来做实验、测试。 

 

② 问题的解 

由（6-4-14）可知：体力为常数时平面问题的平衡方程是一个非齐次的线性偏微分方程组，它的通解

等于它的任意一个特解加上相应的齐次方程的通解。 

显然： 
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� 𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎22 = 0
𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎21 = −𝑭𝑭1𝑥𝑥2 − 𝑭𝑭2𝑥𝑥1

� 

····（6-4-15） 

是（6-4-14）的有意义的非零特解。 

下面再来求相应的齐次方程： 

 

⎩
⎨

⎧
𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 0

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 0

� 

····（6-4-16） 

的通解。 

我们引入两个函数𝜓𝜓�𝑥𝑥1，𝑥𝑥2�和𝜒𝜒�𝑥𝑥1，𝑥𝑥2�使得： 

 

⎩
⎨

⎧𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

，𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜎𝜎21 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

，𝜎𝜎22 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

� 

····（6-4-17） 

显然，（6-4-17）是（6-4-16）的解。并且有： 

  

𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎21 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

 

 

亦即： 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= 0 

····（6-4-18） 

我们再引入函数𝑈𝑈�𝑥𝑥1，𝑥𝑥2�使得： 

 

𝜓𝜓 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

  , 𝜒𝜒 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

 

····（6-4-19） 

显然，（6-4-19）是（6-4-18）的解。从而我们得到了齐次方程（6-4-16）的通解为： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 ，𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 ，𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

····（6-4-20） 

所以体力为常数时，平面问题的通解为： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 ，𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 ，𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
− (𝑭𝑭1𝑥𝑥2 + 𝑭𝑭2𝑥𝑥1) 

 

这里𝑈𝑈�𝑥𝑥1，𝑥𝑥2�称为 Airy应力函数。现在（6-4-21）式已经满足平衡方程。下面要考虑的是让用 Airy
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应力函数表示的应力形式解（6-4-21）去满足应力协调方程。 

 

③ Airy 应力函数表示的应力协调方程 

将（6-4-21）代入应力协调方程，我们得到以 Airy应力函数表示的协调方程为： 

 

∇2(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = ∇2(∇2𝑈𝑈) = ∇4𝑈𝑈 = 0 
 

至此，我们把求解常体力下的平面问题归结为求满足边界条件的双调和函数𝑈𝑈�𝑥𝑥1，𝑥𝑥2�，即 Airy应力

函数的问题。 

<V> 无体力平面问题 

① 泛定方程 

由上小节讨论结果可知，无体力平面问题的泛定方程为： 

 

𝛻𝛻4𝑈𝑈 = 0 
  

相应的应力形式解为： 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2      𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2      𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

     ····(6-4-23) 

②边界条件 

当体力为常量或不计体力时，平面问题都需要解： 

   双调和方程： 

𝛻𝛻4𝑈𝑈 = 0 
 ····(6-4-24a) 

   边界条件： 

𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎11𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎12𝑛𝑛2 

····(6-4-24b) 

 

𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎21𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22𝑛𝑛2 

····(6-4-24c) 

解出𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)后，再按下列公式计算应力： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 

𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 

 𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
− (𝑓𝑓1𝑥𝑥2 + 𝑓𝑓2𝑥𝑥1)     𝑜𝑜𝑜𝑜   𝜎𝜎12 = −

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2

 （不计体力时）  

 

因用 Airy函数表示的上述应力形式解已经满足平衡方程，所以不必再去考虑平衡方程。 

为了求出满足边界条件的双调和方程（6-4-24a）的解，则必须将边界条件也用 Airy函数及其法向导

数在边界上的函数表示，即在边界上给定𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)和𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
。我们还可以根据边界上别𝑈𝑈和 

𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑛𝑛
的具体形式来作

为求解双调和方程时，猜 Airy应力函数形式的依据。 
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下面我们来推导用 Airy函数表示边界条件的方程。 

 

设物体横截面的形态如图所示，其中𝑆𝑆0(𝑥𝑥1
0,𝑥𝑥2

0)点为横截面周界上用来沿周界计算弧长的任意参考点。

设周界上任一点𝑆𝑆(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)的外法向为 𝑛𝑛�⃗ = 𝑛𝑛1𝑒𝑒1���⃗ + 𝑛𝑛2𝑒𝑒2���⃗，则由图中可见有： 

 

𝑛𝑛1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛�⃗ , 𝑒𝑒1���⃑ ) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛼𝛼 =
𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
，𝑛𝑛2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛�⃗ ,𝑒𝑒1���⃑ ) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(90° + 𝛼𝛼) = −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼 = −

𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
 

····（6-4-25） 

用此和应力形式解，我们可将边界条件写为： 

 

𝜎𝜎1 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2
𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� 

 

𝜎𝜎2 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
−
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2
𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

� 

····（6-4-26） 

现对上式沿边界𝑠𝑠0𝑠𝑠′� 段积分，得： 

 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�
𝑆𝑆′

= � 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑 + �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�
𝑆𝑆0

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

 

 �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

�
𝑆𝑆′

= −� 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑 + �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

�
𝑆𝑆0

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

 

 ····（6-4-27） 

显然， ( 𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

)𝑆𝑆′和 ( 𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

)𝑆𝑆′是积分终点 𝑆𝑆′(𝑥𝑥1
′ ,𝑥𝑥2

′)的函数。即终点 𝑆𝑆′不同，积分值不同。而( 𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

)𝑆𝑆0 和( 𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

)𝑆𝑆0 

代表
𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

和 
𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

 在参考点𝑆𝑆0 的值。 

现在我们来求 Airy函数𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)在终点 𝑆𝑆′(𝑥𝑥1
′ ,𝑥𝑥2

′)处的值： 

 

𝑈𝑈(𝑥𝑥1
′ ,𝑥𝑥2

′) = �
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

+ 𝑈𝑈(𝑥𝑥1
0,𝑥𝑥2

0) = � �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑 �
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑈𝑈0

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑂𝑂 

𝑆𝑆0(𝑥𝑥1
0,𝑥𝑥2

0) 

𝑺𝑺(𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐) 

𝑛𝑛�⃗  

𝑛𝑛1 

𝑛𝑛2 
𝛼𝛼 

 𝑆𝑆′(𝑥𝑥1
′ ,𝑥𝑥2

′) 

𝑹𝑹��⃗  

𝑛𝑛�⃗  

𝑛𝑛1 

𝑛𝑛2 

𝛼𝛼 
𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑑𝑑𝑥𝑥1 

𝑑𝑑𝑥𝑥2 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

142 连续介质力学讲义（固体力学部分） 

将(6−4−27)式代入
��������������� ��−� 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

�
𝑆𝑆0

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

�
𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ �� 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑 + �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�
𝑆𝑆0

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

�
𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
�𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑈𝑈0

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

 

= � �−
𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

+ �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

�
𝑆𝑆0

(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1
0)+ �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�
𝑆𝑆0

(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2
0) + 𝑈𝑈0 

 

因为应力是关于𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)对坐标的两次偏导数，所以上式中坐标的零点（如𝑈𝑈0 ）和一次项对应力无贡献，

可以略去。从而上式表示为： 

 

𝑈𝑈(𝑥𝑥1
′ ,𝑥𝑥2

′) = � �−
𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

 

 

对上式作分部积分，得： 

 

𝑈𝑈(𝑥𝑥1
′ ,𝑥𝑥2

′) = �−𝑥𝑥1 � 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑥𝑥2 � 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

� |𝑆𝑆0
𝑆𝑆′ −� [−𝑥𝑥1𝜎𝜎2 + 𝑥𝑥2𝜎𝜎1]

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

𝑑𝑑𝑑𝑑 

= −𝑥𝑥1
′ � 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

+ 𝑥𝑥2
′ � 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

+ � [𝑥𝑥1𝜎𝜎2 − 𝑥𝑥2𝜎𝜎1]𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

+ � (𝑥𝑥1
0𝜎𝜎2 − 𝑥𝑥2

0𝜎𝜎1)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

 

= � [(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1
′)𝜎𝜎2 − (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2

′)𝜎𝜎1]𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

+ � [𝑥𝑥1
0𝜎𝜎2 − 𝑥𝑥2

0𝜎𝜎1]𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

 

= � �𝑅𝑅�⃑ × 𝜎⃑𝜎�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

+ � �𝑅𝑅0����⃑ × 𝜎⃑𝜎�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

𝑆𝑆0

= 𝑀𝑀 + 𝑀𝑀0 

 ····（6-4-28） 

式中： 

𝑀𝑀 = �𝑅𝑅�⃑ × 𝜎⃑𝜎� = �
𝑒𝑒1���⃑ 𝑒𝑒2���⃑ 𝑒𝑒3���⃑

𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1
′ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2

′ 0
𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 0

� 

𝑀𝑀0 = �𝑅𝑅0����⃑ × 𝜎⃑𝜎� = �
𝑒𝑒1���⃑ 𝑒𝑒2���⃑ 𝑒𝑒3���⃑
𝑥𝑥1

0 𝑥𝑥2
0 0

𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 0
� 

 

𝑀𝑀为作用于𝑠𝑠0𝑠𝑠′� 段的表面力 𝜎⃑𝜎(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 𝜎𝜎1𝑒𝑒1���⃑ + 𝜎𝜎2𝑒𝑒2���⃑  对积分终点𝑆𝑆′点的力矩的代数和。而𝑀𝑀0 为作用于

𝑠𝑠0𝑠𝑠′� 段的表面力对参考点𝑆𝑆0的力矩。这一项可通过坐标系的适当选择而被消除。 

注意：图中积分路径𝑠𝑠0𝑠𝑠′� 弧逆时针绕边界，规定力矩𝑀𝑀的方向与弧的绕行方向同时为正，反之为负。 

现在我们来计算 Airy 函数在 𝑆𝑆′(𝑥𝑥1
′ ,𝑥𝑥2

′)点的法向导数值。 

零次
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设过𝑆𝑆′点的切线方向为𝑡𝑡（如图）,且沿𝑑𝑑𝑠𝑠 方向，则有： 

 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛽𝛽 =
𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
    𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛽𝛽 =

𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
 

 

由定义： 

 

𝑛𝑛1 =
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝜕𝜕
=
𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
  ，  𝑛𝑛2 =

𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝜕𝜕
= −

𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
 

 

而： 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑆𝑆′

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑆𝑆′

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝑛𝑛1 +
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝑛𝑛2�
𝑆𝑆′
 

= �−� 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

0
��
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑆𝑆′

+ �� 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

0
��
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑆𝑆′
 

= �−� 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

0
��
𝑑𝑑𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝑆𝑆′

+ �� 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

0
��−

𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝑆𝑆′
 

= −�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛽𝛽� 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

0
+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛽𝛽� 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆′

0
� = −𝑇𝑇 

 

上式表明：Airy函数在𝑆𝑆′点的法向导数等于参考点到终点这一段边界上表面力在切向的投影的代数和

并取负值。 

 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑂𝑂 

𝜎⃗𝜎 

𝜎𝜎1 𝛽𝛽 

𝑡𝑡 

𝜎𝜎2 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑂𝑂 

 𝑺𝑺′(𝒙𝒙𝟏𝟏′ ,𝒙𝒙𝟐𝟐′) 

𝑛𝑛�⃗  

𝑒𝑒1���⃗  𝛽𝛽 
𝒅𝒅𝒅𝒅 
𝑑𝑑𝑥𝑥1 
𝑑𝑑𝑥𝑥2 

𝑡𝑡 
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例 1：悬臂梁受如图线性分布力： 

�𝜎𝜎2 = −
𝑞𝑞𝑥𝑥1

𝑙𝑙
𝜎𝜎1 = 0

� 

 

即： 

𝜎⃑𝜎 = 𝜎𝜎1𝑒𝑒1���⃑ + 𝜎𝜎2𝑒𝑒2���⃑ = −
𝑞𝑞𝑥𝑥1

𝑙𝑙
𝑒𝑒2���⃑  

 

则上边界条件为： 

𝑥𝑥2 =
ℎ
2
 

𝑈𝑈�𝑥𝑥1
′ ,
ℎ
2
� = � [(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1

′)𝜎𝜎2 − (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2
′)𝜎𝜎1]𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆′

0
= � (𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1

′)𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

0
= � (𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1

′)
𝑥𝑥1
′

0
�−

𝑞𝑞𝑥𝑥1

𝑙𝑙 � 𝑑𝑑𝑥𝑥1

= −
1
3
𝑞𝑞
𝑙𝑙
𝑥𝑥1
′ 3 +

1
2
𝑞𝑞
𝑙𝑙
𝑥𝑥1
′ 3 =

1
6
𝑞𝑞
𝑙𝑙
𝑥𝑥1
′ 3
 

 

 ∫𝑆𝑆
′

0 是沿上边界顺时针积分，即与规定的沿逆时针绕行正好相反，所以力矩值为负。 

即： 

𝑈𝑈�𝑥𝑥1
′ ,
ℎ
2
� = −

1
6
𝑞𝑞
𝑙𝑙
𝑥𝑥1
′ 3
 

 

这就是线性分布于梁的上边界上的表面力对（𝑥𝑥1
′,ℎ/2）点的力矩的代数和。而上边界面上的 

𝜕𝜕𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑛𝑛
为（ 第

一个等号因 𝑛𝑛�⃑ = (𝑛𝑛1,𝑛𝑛2) = (0,1) ）： 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= −�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛽𝛽� 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆′

0
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛽𝛽� 𝜎𝜎1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆′

0
� = 0 ， 因 𝑡𝑡//𝑒𝑒1���⃑      𝛽𝛽 = 0 

 

例 2： 

薄悬臂梁长为𝑙𝑙，高为h，厚度为单位厚度 1（厚度 << h），如图。在左端（0，ℎ/2）点作用一集中力𝑃𝑃，作
用力𝑃𝑃在𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2平面内。求梁中的应力分布。 

L 

h 
𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 
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解： 

因梁很薄，且外力垂直与 轴。因此可视为平面应力问题。 

在如图坐标系下，我们从分析边界条件入手来猜 Airy函数的形式。分析如下: 

 

𝑥𝑥2 =
ℎ
2
： 𝑈𝑈 = −𝑃𝑃𝑥𝑥1 ， 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= 0（外力在切向，亦即𝑥𝑥1方向投影为零） 

····(a) 

𝑥𝑥2 = −
ℎ
2
： 𝑈𝑈 = 0 ，

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= 0 

····(b) 

𝑥𝑥1 = 0： 𝑈𝑈 = 0， 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

= −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛽𝛽� 𝜎𝜎2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑠𝑠′

𝑜𝑜
= (−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 90°)(−𝑃𝑃) = 𝑃𝑃 

····(c) 

可见：条件（a）与（c）等价，只取其一即可。 

从分析边界条件可见：在边界上 Airy应力函数 U(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)为𝑥𝑥1的一次函数（条件(a)），所以我们猜解为： 

𝑈𝑈�𝑥𝑥1，𝑥𝑥2� = 𝑥𝑥1𝑓𝑓(𝑥𝑥2) 
····(d) 

将(d)代入双调和方程： 

𝛻𝛻4𝑈𝑈 = 0 
 

得： 

𝛻𝛻4𝑈𝑈 = 𝑥𝑥1
𝜕𝜕4𝑓𝑓(𝑥𝑥2)
𝜕𝜕𝑥𝑥2

4 = 0 

····(e) 

对任意的𝑥𝑥1 要(e)式成立必须： 

𝜕𝜕4𝑓𝑓(𝑥𝑥2)
𝜕𝜕𝑥𝑥2

4 = 0 

····(f) 

解此条件方程，得： 

𝑓𝑓(𝑥𝑥2) = 𝐴𝐴𝑥𝑥2
3 + 𝐵𝐵𝑥𝑥2

2 + 𝐶𝐶𝑥𝑥2 + 𝐷𝐷 
 

积分常数 A,B,C,D可由边界条件确定。 

所以满足双调和方程的 Airy应力函数为： 

 

L 

h 
𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑀𝑀��⃗  

𝑃𝑃 
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𝑈𝑈�𝑥𝑥1，𝑥𝑥2� = 𝑥𝑥1(𝐴𝐴𝑥𝑥2
3 + 𝐵𝐵𝑥𝑥2

2 + 𝐶𝐶𝑥𝑥2 + 𝐷𝐷) 
····(g) 

根据边界条件(a),(b)可求得： 

 

𝐴𝐴 =
2𝑃𝑃
ℎ3 ，𝐵𝐵 = 0，𝐶𝐶 = −

3𝑃𝑃
2ℎ

，𝐷𝐷 = −
𝑃𝑃
2
 

····(h) 

进而得： 

𝑈𝑈�𝑥𝑥1，𝑥𝑥2� = 𝑥𝑥1 �
2𝑃𝑃
ℎ3 𝑥𝑥2

3 −
3𝑃𝑃
2ℎ

𝑥𝑥2 −
𝑃𝑃
2
� 

𝑈𝑈�𝑥𝑥1，𝑥𝑥2� = 𝑥𝑥1 �−
2𝑃𝑃
ℎ3 𝑥𝑥2

3 +
3𝑃𝑃
2ℎ

𝑥𝑥2 +
𝑃𝑃
2
�，此对应边界条件为：𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑥𝑥1，�𝑥𝑥2 =

ℎ
2
� 

 ····(i) 

应力解为： 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 =
12𝑃𝑃𝑥𝑥1𝑥𝑥2

ℎ3 ，𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 = 0，𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
=

6𝑃𝑃
ℎ3 �

ℎ2

4
− 𝑥𝑥2

2� 

𝜎𝜎11 = −
12𝑃𝑃𝑥𝑥1𝑥𝑥2

ℎ3 ，𝜎𝜎22 = 0，𝜎𝜎12 = −
6𝑃𝑃
ℎ3 �

ℎ2

4
− 𝑥𝑥2

2� 

····(j) 

讨论： 

<i>由应力解(j)式可知，在𝑥𝑥1 = 0的端面上，𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎22 = 0，𝜎𝜎12呈抛物线规律分布。也就是说在𝑥𝑥1 = 0的
端面上，与𝜎𝜎12平衡的外力应按与𝜎𝜎12一样的抛物线规律分布，则解才完全满足边界条件（解才是精确的），

但现在在此端面的外力是集中力(−𝑃𝑃𝑒𝑒2���⃑ )。不过它与端面剪切应力𝜎𝜎12的合力： 

�𝜎𝜎12𝑑𝑑𝑥𝑥2 = �
3𝑃𝑃
2ℎ

𝑥𝑥2 −
6𝑃𝑃
3ℎ3 𝑥𝑥2

3� �

ℎ
2

−
ℎ
2

� = 𝑃𝑃

ℎ
2

−ℎ2

 

···· (k) 

是静力等效的。根据圣维南原理：解答仅在𝑥𝑥1 = 0端面附近与真正集中力(−𝑃𝑃𝑒𝑒2���⃗ )的结果有畸变，但在远离

端面的区域是足够精确的。通常亦将(k)式作为边界条件来确定积分常数。 

<ii>解平面问题就是要找出满足边界条件的 Airy函数𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)。我们知道解析函数的实部和虚部都是

调和函数，因此也都是双调和方程的解。这样的解如此之多，想用猜调和函数解的途径，去尝试是否满足

边界条件是十分困难的，且试不胜试。因此，解题往往从分析边界条件入手来猜 Airy函数的形式（如上例），

再去验证是否满足双调和方程，如不满足，再进一步修改所猜的形式解，这种方法是一种“由表及里”的

方法。 

<iii>要注意到，这个例子中受力点有两个方向。对𝑛𝑛�⃗ = −𝑒𝑒1���⃗方向的边界面上有𝑥𝑥1 = 0， 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
≠ 0（即切向

力不为零）；对于n�⃗ = 𝑒𝑒2���⃗的边界面上有 𝑥𝑥2 = ℎ
2
，𝑈𝑈 ≠ 0(即力矩不为零)。 

<VI> 平面应力问题的近似性 

前面讨论平面应力问题时，对应变协调方程假定也只需满足一个(即(a))而其余三个(即(b),(c),(f))

认为近似满足，而来作考虑。 

实际上，如果坚持要讨论应力局限在𝑜𝑜𝑥𝑥1 𝑥𝑥2平面内（即与𝑥𝑥3无关）的“平面应力”问题，且𝜎𝜎13 = 𝜎𝜎23 =
𝜎𝜎33 = 0，则必须求解满足四个应变协调方程((4)(5)两个已自动满足)： 
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𝜕𝜕2𝜀𝜀11

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2𝜀𝜀22

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 = 2

𝜕𝜕2𝜀𝜀12

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

····(a) 

𝜕𝜕2𝜀𝜀33

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 = 0 

····(b) 

𝜕𝜕2𝜀𝜀33

𝜕𝜕𝑥𝑥2
3 = 0 

····(c) 

𝜕𝜕2𝜀𝜀33

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 0 

····(f) 

 

的弹性静力学问题，而不能仅仅满足(a)式。这样的话，问题就复杂了，实用价值也大大降低（因为要使对

(b),(c),(f)三式满足，对ε33要求也只能是𝑥𝑥1， 𝑥𝑥2的线性函数，但是由双调和方程及边界条件求出的解，

不一定满足这个要求。例如前面讨论的悬臂梁的例子中𝜀𝜀33 = − 𝜐𝜐
𝐸𝐸

(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = − 𝜐𝜐
𝐸𝐸
�12𝑃𝑃𝑥𝑥1𝑥𝑥2

ℎ3 � ）。可见ε33是

𝑥𝑥1,𝑥𝑥2的混二次函数。 

现在我们来考虑这样的一个问题： 

是否有这样一组应力解 

 ①它即可以使平衡方程依然是简化了的形式，即仍是： 

 

⎩
⎨

⎧
𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 0

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 0

� 

 

如果有，当然应力函数也就仍只需要一个就可以了。 

②它又能使应力协调方程（亦即应变协调方程）： 

 

𝛻𝛻2𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 +
1

1 + 𝜐𝜐
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

= 0 

 （这是体力为零或常数且静力平衡时的拜尔托拉密-密乞尔方程） 

 

个个都满足呢？ 

当然，如这两条都满足，则对应的这组方程解就是精确解。前面提出的 Airy应力函数𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)肯定不

是这种正确的解，因为它只满足一个应变协调方程，另三个是假定满足的。 

现在我们考虑这样一组应力分量吧，它们不是“平面的”。但是，仍有： 

 

𝜎𝜎13 = 𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎33 = 0 
 

而𝜎𝜎11，𝜎𝜎22，𝜎𝜎12不仅是 𝑥𝑥1，𝑥𝑥2 的函数，且也与𝑥𝑥3有关。这样代入无体力静力平衡方程之后，依然得到与

从前一样的简化了的平衡方程组，即： 
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⎩
⎨

⎧
𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 0

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 0

� 

因： 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ′𝑗𝑗 = 0 
 

⟹ 

𝜕𝜕𝜎𝜎11

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎12

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝜎𝜎13

𝜕𝜕𝑥𝑥3
= 0     因𝜎𝜎13 = 0 

𝜕𝜕𝜎𝜎21

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎22

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝜎𝜎23

𝜕𝜕𝑥𝑥3
= 0     因𝜎𝜎23 = 0 

𝜕𝜕𝜎𝜎31

𝜕𝜕𝑥𝑥1
+
𝜕𝜕𝜎𝜎32

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+
𝜕𝜕𝜎𝜎33

𝜕𝜕𝑥𝑥3
= 0     因𝜎𝜎33 = 0 

 

但是，与平面应力的假定 —— 𝜎𝜎11，𝜎𝜎22，𝜎𝜎12 仅是 𝑥𝑥1，𝑥𝑥2 的函数—— 不同，在这里𝜎𝜎11，𝜎𝜎22，𝜎𝜎12 是 

𝑥𝑥1，𝑥𝑥2，𝑥𝑥3 的函数 

引进在 Airy应力函数基础上修正了的、新的应力函数𝜓𝜓(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2，𝑥𝑥3)，使得： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 ，  𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 ，  𝜎𝜎12 =
𝜕𝜕2𝜓𝜓

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
 

代入平衡方程得： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

�
𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2�+
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�
𝜕𝜕2𝜓𝜓

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
� ≡ 0

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

�
𝜕𝜕2𝜓𝜓

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
�+

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�
𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2� ≡ 0

� 

 

可见这组新的应力解满足平衡方程。 

若取这新的应力函数为以下形式： 

𝛹𝛹(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) = 𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) −
𝜈𝜈𝑥𝑥3

2

2(1 + 𝜈𝜈) (𝛻𝛻1
2𝑈𝑈) 

 

这里： 

𝛻𝛻1
2 =

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 +

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 

以区别: 

𝛻𝛻2 =
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 +

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 +

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
2 

 

而𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)即原来的 Airy 应力函数，其满足: 𝛻𝛻1
4𝑈𝑈 = 0 

我们可以证明𝜓𝜓(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3)也是应力协调方程的解，即满足全部应力协调方程。 

证：因为： 
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𝐼𝐼1 = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33
𝜎𝜎33 =0
���� 𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 =

𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 +
𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 = 𝛻𝛻1
2𝜓𝜓 = 𝛻𝛻1

2 �𝑈𝑈 −
𝜈𝜈𝑥𝑥3

2

2(1 + 𝜈𝜈) (𝛻𝛻1
2𝑈𝑈)�

= 𝛻𝛻1
2𝑈𝑈 −

𝜈𝜈𝑥𝑥3
2

2(1 + 𝜈𝜈)𝛻𝛻1
4𝑈𝑈

𝛻𝛻1
4𝑈𝑈=0
����� 𝛻𝛻1

2𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) 

 

所以： 

𝜕𝜕𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥3

= 0  ， 𝛻𝛻1
2𝐼𝐼1 = 𝛻𝛻1

4𝑈𝑈 = 0 

又： 

𝛻𝛻2𝜓𝜓 = ��𝛻𝛻1
2 +

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
2��𝑈𝑈 −

𝜈𝜈𝑥𝑥3
2

2(1 + 𝜈𝜈) (𝛻𝛻1
2𝑈𝑈)�� = 𝛻𝛻1

2𝑈𝑈 −
𝜈𝜈

1 + 𝜈𝜈
𝛻𝛻1

2𝑈𝑈 =
1

1 + 𝜈𝜈
𝛻𝛻1

2𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) =
1

1 + 𝜈𝜈
𝐼𝐼1 

（因𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)是𝑥𝑥1,𝑥𝑥2的函数，故
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥3
𝑈𝑈 ≡ 0，且𝛻𝛻1

4𝑈𝑈 = 0） 

 

所以当(i,j)为（3,1），（3,2），（3,3）时，由于: 

 

𝜎𝜎13 = 𝜎𝜎23 = 𝜎𝜎33 = 0  ，  
𝜕𝜕𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥3

= 0 

 

则应力协调方程: 

𝛻𝛻2𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 +
1

1 + 𝜈𝜈
𝜕𝜕2I1

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
= 0  

⟹ 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝛻𝛻2𝜎𝜎11 +

1
1 + 𝜈𝜈

𝜕𝜕2I1

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥1
= 0    ···· (1)

𝛻𝛻2𝜎𝜎22 +
1

1 + 𝜈𝜈
𝜕𝜕2I1

𝜕𝜕𝑥𝑥2𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 0    ···· (2)

𝛻𝛻2𝜎𝜎33 +
1

1 + 𝜈𝜈
𝜕𝜕2I1

𝜕𝜕𝑥𝑥3𝜕𝜕𝑥𝑥3
= 0    ···· (3)

𝛻𝛻2𝜎𝜎`12 +
1

1 + 𝜈𝜈
𝜕𝜕2I1

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 0    ···· (4)

𝛻𝛻2𝜎𝜎23 +
1

1 + 𝜈𝜈
𝜕𝜕2I1

𝜕𝜕𝑥𝑥2𝜕𝜕𝑥𝑥3
= 0    ···· (5)

𝛻𝛻2𝜎𝜎31 +
1

1 + 𝜈𝜈
𝜕𝜕2I1

𝜕𝜕𝑥𝑥3𝜕𝜕𝑥𝑥1
= 0    ···· (6)

� 

 

中（3），（5），（6）式恒满足，而第一式为： 

 

𝛻𝛻2𝜎𝜎11 +
1

1 + 𝜈𝜈
𝜕𝜕2𝐼𝐼1

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥1
= 𝛻𝛻2 �

𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2�+
1

1 + 𝜈𝜈
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 =
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 (𝛻𝛻2𝜓𝜓) +

1
1 + 𝜈𝜈

𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 =
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 �

1
1 + 𝜈𝜈

𝐼𝐼1� +
1

1 + 𝜈𝜈
𝜕𝜕2𝐼𝐼1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2

=
1

1 + 𝜈𝜈
𝛻𝛻1

2𝐼𝐼1 ≡ 0 

 

可见（1）式也恒满足。同理可证（2），（4）两式也恒满足。因此，新的应力函数𝜓𝜓(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3)及其表示的应
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力解才是既满足平衡方程又满足全部协调方程的精确解。当然，对具体问题，还要满足所给定的边界条件。 

新的应力函数𝜓𝜓(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3)与原来的 Airy应力函数𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)的差别仅在于： 

 

|𝜓𝜓(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3)− 𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)| = �−
𝜈𝜈𝑥𝑥3

2

2(1 + 𝜈𝜈)𝛻𝛻1
2𝑈𝑈� 

 

为了估计精确解与近似解之间到底差多少，我们来作如下量级分析。 

设有一平板，除了在自身平面受力外，还有横向载荷（垂直与板平面）使它弯曲。设板宽为𝜔𝜔，板厚为

h，且h << 𝜔𝜔,如下图。 

 

因为板厚远小于板的最小尺度𝜔𝜔，则在载荷别𝑃𝑃的作用下板的变形可按𝜔𝜔的一半估计，即有： 

𝜕𝜕𝑢𝑢3

𝜕𝜕𝑥𝑥1
≈ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ≈

𝑢𝑢3 − 𝑢𝑢30
𝜔𝜔
2

=
2𝑢𝑢3

𝜔𝜔
≈
𝑢𝑢3

𝜔𝜔
 

（𝑢𝑢30是初始时，板在𝑥𝑥3方向的位移。显然，初始时u30 = 0） 

 

可见： 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

≈
1
𝜔𝜔

  ，  
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 ≈

1
𝜔𝜔2  

 

这给出平衡时，板的弯曲程度的估计值。 

若 𝜔𝜔 = 10h,，𝑥𝑥3 = h ,则当 𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥2 ≈ 𝜔𝜔 ≈ 10ℎ 时,有： 

 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

≈
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

≈
1

10ℎ
    ⟹     

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 ≈

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 ≈

1
(10ℎ)2 

 

所以： 

|𝜓𝜓 − 𝑈𝑈| = �−
𝜈𝜈𝑥𝑥3

2

2(1 + 𝜈𝜈)𝛻𝛻1
2𝑈𝑈� ≈

𝜈𝜈ℎ2

2(1 + 𝜈𝜈) ∙
2𝑈𝑈

(10ℎ)2 ≈
1

100
𝑈𝑈 

 

可见：𝜓𝜓和𝑈𝑈 在板很薄的情况下两者仅差1%，所以对薄板问题而言： 

 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥3 
𝑥𝑥2 

𝑤𝑤 
ℎ 

𝑢𝑢3 𝜃𝜃 

𝑃𝑃 
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𝜓𝜓 ≈ 𝑈𝑈 
 

到目前为止，我们已将解平面问题归结为求解在弹性体内点点满足双调和方程，在边界上满足边界条

件的 Airy应力函数𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)。例如，当体力不计或为常数时，平面问题的定解问题为： 

�

∇4𝑈𝑈 = 0
𝑈𝑈 = 𝑀𝑀
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑇𝑇
� 

相应的应力分量为： 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2  

𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2  

𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
   或  𝜎𝜎12 = −

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2

− 𝑓𝑓1𝑥𝑥2 − 𝑓𝑓2𝑥𝑥1(体力为常数)  

 
Airy 应力函数可用不同的方法求得。在实际问题中，半逆解法比较方便（例如我们举的悬臂梁受集中

力 P、以及习题 1等例题）。用从边界条件入手，“由表及里”的方法猜出应力函数的解析形式，而其中的任

意系数，用边界条件来确定。 

我们知道：弹性力学问题的难易主要取决与边界条件（物体的形状及外力分布情况）的复杂程度。针

对这个问题，我们在具体求解时，用不同形式的 Airy函数来解决一些相应外力分布的平面问题。下面讨论

常用的直角坐标和极坐标下的 Airy函数的数学表示式。 

<VII> 直角坐标系下的平面问题（多项式形式的 Airy函数） 

对周界形状比较简单的多边形，例如矩形、梯形、三角形等，常用两种方法求解： 

①用代数多项式函数表示 Airy应力函数。 

它可以解出边界载荷为连续分布，并且载荷分布可以用代数整函数表示的平面问题。 

②用傅里叶级数表示应力函数。 

它可以求解边界载荷不是连续分布，并且载荷的分布不能用代数整函数表示的平面问题。 

 

我们先来讨论多项式形式的 Airy 函数。 

 

因为应力是 Airy 应力函数对坐标的二次偏导数，所以用一次多项式表示的 Airy 函数对应力是没有贡

献的，或者说用一次多项式表示的 Airy应力函数对应的是零应力状态。 

我们从二次多项式开始讨论： 

①取𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 1
2
𝑎𝑎𝑥𝑥1

2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 1
2
𝑐𝑐𝑥𝑥2

2 

····（1） 

上式显然满足双调和方程∇4𝑈𝑈 = 0。若不计体力，则相应的应力解为： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 = 𝑐𝑐 

𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 = 𝑎𝑎 
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𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
= −𝑏𝑏 = 𝜎𝜎21  

 
可见（1）式代表的是一种在整个物体内部都均匀的平面应力状态。对如图所示的矩形薄板，按上面的

应力解，可画出图示的边界应力情况：𝑒𝑒1���⃗和𝑒𝑒2���⃗方向上受均匀拉应力，在边界面上受均匀剪应力。常系数 a，

b，c可由边界条件确定。 

 

②取𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 1
6
𝑎𝑎𝑥𝑥1

3 + 1
2
𝑏𝑏𝑥𝑥1

2𝑥𝑥2 + 1
2
𝑐𝑐𝑥𝑥1𝑥𝑥2

2 + 1
6
𝑑𝑑𝑥𝑥2

3 

····（2） 

上式没有列入二次项，因为二次项相当于附加常应力。 

显然亦满足应力协调方程∇4𝑈𝑈 = 0。相应的应力解为： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 = 𝑐𝑐𝑥𝑥1 + 𝑑𝑑𝑥𝑥2 

𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 = 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 

𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
= −𝑏𝑏𝑥𝑥1 − 𝑐𝑐𝑥𝑥2 = 𝜎𝜎21  

 

这组应力解是坐标𝑥𝑥1、𝑥𝑥2的一次函数。三次多项式形式的应力函数包括许多有实际意义的问题。特别

当：𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 0时，应力解为： 

 

𝜎𝜎11 = 𝑑𝑑𝑥𝑥2 
𝜎𝜎22 = 0 
𝜎𝜎12 = 0 

 

这组应力解表示的是纯弯曲应力状态（如图所示）。 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝜎𝜎11 = 𝑐𝑐 

𝜎𝜎12 = −𝑏𝑏 

𝜎𝜎22 = 𝑎𝑎 
𝜎𝜎21 = −𝑏𝑏 

图 1、𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 1
2
𝑎𝑎𝑥𝑥1

2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 1
2
𝑐𝑐𝑥𝑥2

2所表示的边界应力情况 
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若已知作用在矩形梁两端的弯矩𝑀𝑀��⃗ ，则由圣维南条件： 
 

𝑀𝑀 = �𝑥𝑥2𝜎𝜎11𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2

𝑥𝑥2 = 𝑑𝑑 �𝑥𝑥2
2𝑑𝑑

ℎ
2

−ℎ2

𝑥𝑥2 =
𝑑𝑑
3
𝑥𝑥2

3 �

ℎ
2

−
ℎ
2

� =
1

12
𝑑𝑑ℎ3 ⟹ 𝑑𝑑 =

12𝑀𝑀
ℎ3  

 
从而可求出系数 d。 
取应力函数为二次或三次多项式时，对多项式中各项系数数值的选取完全是自由的，即不论这些系数

为何值，应力协调方程都是满足的。但是若选取应力函数为四次或四次以上的多项式时，只有系数之间的

某些关系被满足时，应力协调方程才能满足。 

③取𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 1
12
𝑎𝑎𝑥𝑥1

4 + 1
3
𝑏𝑏𝑥𝑥1

3𝑥𝑥2 + 1
2
𝑐𝑐𝑥𝑥1

2𝑥𝑥2
2 + 1

3
𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑥𝑥2

3 + 1
12
𝑒𝑒𝑥𝑥2

4 

····（3） 

将上式代入应力协调方程，可以发现，只有当： 

 

𝑒𝑒 = −(𝑎𝑎 + 2𝑐𝑐) 
 

时，应力协调方程才被满足。现在 a、b、c、d、e 五个系数中只有四个是独立的，这样相应的应力分

量为： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 = 𝑐𝑐𝑥𝑥1
2 + 2𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑒𝑒𝑥𝑥2

2 = 𝑐𝑐𝑥𝑥1
2 + 2𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑥𝑥2 − (𝑎𝑎 + 2𝑐𝑐)𝑥𝑥2

2 

𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 = 𝑎𝑎𝑥𝑥1
2 + 2𝑏𝑏𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑥𝑥2

2 

𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
= −𝑏𝑏𝑥𝑥1

2 − 2𝑐𝑐𝑥𝑥1𝑥𝑥2 − 𝑑𝑑𝑥𝑥2
2 

 

我们对 a、b、c、d 四个独立的系数加以适当的选择，就能符合矩形板上的各种不同的边界载荷条件。

例，令 d以外的其他系数都等于零，得： 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝜎𝜎11 = −𝑑𝑑
ℎ
2

 

ℎ
2

 

ℎ
2

 𝜎𝜎11 = 𝑑𝑑𝑥𝑥2 

𝜎𝜎11 = 𝑑𝑑
ℎ
2

 

𝑀𝑀��⃗  𝑀𝑀��⃗  

图 2、𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 1
6
𝑑𝑑𝑥𝑥2

3所表示的产生纯弯曲的表面力分布 
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𝜎𝜎11 = 2𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑥𝑥2 
𝜎𝜎22 = 0 

𝜎𝜎12 = −𝑑𝑑𝑥𝑥2
2 

 

若 d>0，则上面这组应力分布是由矩形板边界上的如下表面力产生的： 

<1>在𝑥𝑥2 = ± ℎ
2
的界面上有均匀分布的剪应力: 

𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎21 = −
𝑑𝑑
4
ℎ2 

 

<2>在𝑥𝑥1 = 0的边界上，受按抛物线分布的剪应力: 

 

𝜎𝜎12 = −𝑑𝑑𝑥𝑥2
2 

 

<3>在𝑥𝑥1 = 𝑙𝑙的边界上，受按抛物线分布的剪应力: 

 

𝜎𝜎12 = −𝑑𝑑𝑥𝑥2
2 

 

和产生弯矩的正应力: 

𝜎𝜎11 = 2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥2 

 

计算这些在边界上的剪应力所产生的对矩形板中心的力偶矩，有： 

 

𝑀𝑀1�����⃗ = �𝑥𝑥2 =
ℎ
2
�上的力矩 + �𝑥𝑥2 = −

ℎ
2
�上的力矩 + (𝑥𝑥1 = 0)上的力矩 + (𝑥𝑥1 = 𝑙𝑙)上的力矩

= � �
ℎ
2
�𝑒𝑒2���⃗ × |𝜎𝜎12| �(−𝑒𝑒1���⃗ )� 𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑙𝑙

0
+ � �

ℎ
2

(−�𝑒𝑒2���⃗ ) × |𝜎𝜎12| �𝑒𝑒1���⃗ � 𝑑𝑑𝑥𝑥1

𝑙𝑙

0
+ � �

𝑙𝑙
2
�(−𝑒𝑒1���⃗ ) × |𝜎𝜎12| �𝑒𝑒2���⃗ � 𝑑𝑑𝑥𝑥2

ℎ
2

−ℎ2

+ � �
𝑙𝑙
2
�𝑒𝑒1���⃗ × |𝜎𝜎12| �(−𝑒𝑒2���⃗ )� 𝑑𝑑𝑥𝑥2

ℎ
2

−ℎ2

=
𝑑𝑑
4
ℎ3𝑙𝑙 ∙ 𝑒𝑒3���⃗ −

𝑑𝑑
12

ℎ3𝑙𝑙 ∙ 𝑒𝑒3���⃗ =
𝑑𝑑
6
ℎ3𝑙𝑙 ∙ 𝑒𝑒3���⃗  

ℎ
2

 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

ℎ
2

 

𝑙𝑙 

图 3、𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 1
3
𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑥𝑥2

3所表示的边界表面力分布 
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而在𝑥𝑥1 = 𝑙𝑙的端面上的正应力𝜎𝜎11 = 2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥2所产生的力偶矩为： 

 

𝑀𝑀2�����⃗ = �𝑥𝑥2

ℎ
2

−ℎ2

𝜎𝜎11𝑑𝑑𝑥𝑥2 ∙ (−𝑒𝑒3���⃗ ) = 2𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑥𝑥2
2

ℎ
2

−ℎ2

𝑑𝑑𝑥𝑥2 ∙ (−𝑒𝑒3���⃗ ) =
2
3
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥2

3 �

ℎ
2

−
ℎ
2

� ∙ (−𝑒𝑒3���⃗ ) =
𝑑𝑑
6
ℎ3𝑙𝑙 ∙ (−𝑒𝑒3���⃗ ) 

 

可见：由𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 1
3
𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑥𝑥2

3所表示的边界应力分布中，所有剪应力对矩形板中心产生的力偶矩与𝑥𝑥1 = 𝑙𝑙

端面上分布的正应力𝜎𝜎11 = 2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥2所产生的力偶矩大小相等、方向相反，所以这些边界上所受外力构成一静

力平衡力系。上述结论与坐标系的选取无关。 
作为练习，请大家讨论用五次多项式表示的 Airy应力函数： 

 

𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 𝑎𝑎𝑥𝑥1
5 + 𝑏𝑏𝑥𝑥1

4𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑥𝑥1
3𝑥𝑥2

2 + 𝑑𝑑𝑥𝑥1
2𝑥𝑥2

3 + 𝑒𝑒𝑥𝑥1𝑥𝑥2
4 + 𝑓𝑓𝑥𝑥2

5 

 

<i>按上述几种𝑈𝑈的讨论方式，讨论其满足∇4𝑈𝑈 = 0的系数关系 

<ii>写出相应的应力解。 

<iii>讨论当𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 0时，𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 𝑑𝑑𝑥𝑥1
2𝑥𝑥2

3 − 1
5
𝑑𝑑𝑥𝑥2

5所表示的边界应力分布，用矩形板作图示。 

 

例：设有三角形等截面的水坝（如图），承受水压力即本身重量。在深度𝑥𝑥2处的水压力等于𝑞𝑞 = −𝛾𝛾𝑥𝑥2，

𝛾𝛾为单位体积的水重，坝的单位体积重量为𝑓𝑓(𝑒𝑒2���⃗ )。坝身很长，坝身两端视为刚性固定，而与𝑜𝑜𝑥𝑥1𝑥𝑥2坐标平面

平行的任意截面中的形变是相同的，因此这是平面应变问题。求坝体中的应力分布。 

 
解：从分析边界条件入手。在𝑥𝑥1 = 0边界上（即𝑜𝑜𝑥𝑥2𝑥𝑥3平面）有： 

 

𝜎𝜎11 = −𝛾𝛾𝑥𝑥2 

𝜎𝜎12 = 0 
····（a） 

在 OA面上（𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

）的边界条件（自由边界）为： 

 

𝜎𝜎1
(𝑛𝑛) = 0 

𝑥𝑥2 

水 

坝 

𝑥𝑥1 𝑂𝑂 

𝐶𝐶 𝐵𝐵 

𝐴𝐴 

𝛼𝛼 
𝑛𝑛�⃗  

ℎ 
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𝜎𝜎2
(𝑛𝑛) = 0 

····（b） 

从边界受力的情况来看，坝体水平截面上主要受到压力和弯曲的联合作用，对照前面讨论多项式表述

的应力函数情况可知，这种边界受力情况下应力将是坐标的线性函数，因此可以选用三次多项式表示的 Airy

应力函数： 

 

𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) =
1
6
𝑎𝑎𝑥𝑥1

3 +
1
2
𝑏𝑏𝑥𝑥1

2𝑥𝑥2 +
1
2
𝑐𝑐𝑥𝑥1𝑥𝑥2

2 +
1
6
𝑑𝑑𝑥𝑥2

3 

····（c） 

其中 a、b、c、d为待定常系数，可由四个边界条件（a）、（b）来确定。 

相应的应力解为： 

�
𝜎𝜎11 = 𝑐𝑐𝑥𝑥1 + 𝑑𝑑𝑥𝑥2
𝜎𝜎22 = 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2

𝜎𝜎12 = −𝑏𝑏𝑥𝑥1 − 𝑐𝑐𝑥𝑥2 − 𝑓𝑓𝑥𝑥1(体力项)
� 

····（d） 

由条件（a）得： 

𝜎𝜎12 �𝑥𝑥1 = 0
� = −𝑐𝑐𝑥𝑥2 = 0 ⟹ 𝑐𝑐 = 0 

𝜎𝜎11 �𝑥𝑥1 = 0
� = 𝑑𝑑𝑥𝑥2 = −𝛾𝛾𝑥𝑥2 ⟹ 𝑑𝑑 = −𝛾𝛾 

于是（d）式可写成： 

�
𝜎𝜎11 = −𝛾𝛾𝑥𝑥2

𝜎𝜎22 = 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2
𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎21 = −(𝑏𝑏 + 𝑓𝑓)𝑥𝑥1

� 

····（e） 

另外，在 OA面上任一点的法方向𝑛𝑛�⃗ = 𝑛𝑛1𝑒𝑒1���⃗ + 𝑛𝑛2𝑒𝑒2���⃗，其中： 

 

�𝑛𝑛1 = cos(𝑛𝑛�⃗ , 𝑒𝑒1���⃗ ) = cos �
𝜋𝜋
2
− 𝛼𝛼� = sin⁡𝛼𝛼

𝑛𝑛2 = cos(𝑛𝑛�⃗ , 𝑒𝑒2���⃗ ) = cos(𝜋𝜋 − 𝛼𝛼) = −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
� 

 

由静力边界条件（柯西公式）有： 

 

�
𝜎𝜎1

(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛1𝜎𝜎11 + 𝑛𝑛2𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎11𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝜎𝜎12𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0
𝜎𝜎2

(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛1𝜎𝜎21 + 𝑛𝑛2𝜎𝜎22 = 𝜎𝜎21𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝜎𝜎22𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0
� 

····（f） 

将（e）代入（f）得： 

 

�
−𝛾𝛾𝑥𝑥2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − (𝑏𝑏 + 𝑓𝑓)𝑥𝑥1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0

−(𝑏𝑏 + 𝑓𝑓)𝑥𝑥1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − (𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0
� 

····（g） 

注意到：𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

，解上述方程组得： 
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𝑏𝑏 = 𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝛼𝛼 − 𝑓𝑓 
𝑎𝑎 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 − 2𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡3𝛼𝛼 

····（h） 

最终得应力解为： 

 

�
𝜎𝜎11 = −𝛾𝛾𝑥𝑥2

𝜎𝜎22 = (𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 − 2𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡3𝛼𝛼)𝑥𝑥1 + (𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝛼𝛼 − 𝑓𝑓)𝑥𝑥2
𝜎𝜎12 = −(𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝛼𝛼)𝑥𝑥1

� 

····（i） 

在深度𝑥𝑥2 = ℎ处，水平截面 BC上的应力分布为（如图）： 

 

�
𝜎𝜎11 = −𝛾𝛾ℎ

𝜎𝜎22 = (𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 − 2𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡3𝛼𝛼)𝑥𝑥1 + (𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝛼𝛼 − 𝑓𝑓)ℎ
𝜎𝜎12 = −(𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝛼𝛼)𝑥𝑥1

� 

 

必须指出：如果坝底面应力𝜎𝜎11和𝜎𝜎12是按（i）式分布，则解析解（i）才是正确的。但实际上坝底面与

基础相联结，此处应力分布与解（i）不同，因此解析解（i）不适用于接近基础的部分。不过按圣维南原

理，基础的影响是局部性的，离基础较远处，这种影响可以略去。但如果坝底宽度与坝高度相当，则这种

影响不可忽视。 

若选取应力函数𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)为六次多项式，则可以求出矩形截面水坝（如下图）中的应力，其应力解为： 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝜎𝜎11 = −

𝛾𝛾
2
𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾𝑥𝑥2(

3𝑥𝑥1

4𝐶𝐶
−

𝑥𝑥1
3

4𝐶𝐶3)

𝜎𝜎22 = −
𝛾𝛾𝑥𝑥1𝑥𝑥2

3

4𝐶𝐶3 +
𝛾𝛾

4𝐶𝐶3 �2𝑥𝑥1
3𝑥𝑥2 −

6
5
𝐶𝐶2𝑥𝑥1𝑥𝑥2� − 𝑓𝑓𝑥𝑥2

𝜎𝜎12 =
3𝛾𝛾𝑥𝑥2

2

8𝐶𝐶3 (𝐶𝐶2 − 𝑥𝑥1
2)−

𝛾𝛾
8𝐶𝐶3 (𝐶𝐶4 − 𝑥𝑥1

4) +
3𝛾𝛾

20𝐶𝐶
(𝐶𝐶2 − 𝑥𝑥1

2)

� 

0 
𝐵𝐵 𝐶𝐶 

−�(𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾)�ℎ 

𝜎𝜎12  

𝑥𝑥1 =
ℎ

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
 

𝐵𝐵 𝐶𝐶 

𝜎𝜎22  

(𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝛼𝛼 − 𝑓𝑓)ℎ 

�−(𝛾𝛾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡2𝛼𝛼)�ℎ 

𝑥𝑥1 =
ℎ

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
 𝐵𝐵 𝐶𝐶 

𝜎𝜎11  

−𝛾𝛾ℎ 

BC 水平截面上各应力分量大小分布图 
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上述解析解满足坝体两侧面（即𝑥𝑥1 = −𝐶𝐶和𝑥𝑥1 = 𝐶𝐶）上的边界条件。在坝顶面（𝑥𝑥2 = 0、自由面）上，

满足𝜎𝜎22 = 0的条件，但不满足𝜎𝜎12 = 0，剪应力在坝顶面为： 

 

𝜎𝜎12 = −
𝛾𝛾

8𝐶𝐶3 (𝐶𝐶4 − 𝑥𝑥1
4) +

3𝛾𝛾
20𝐶𝐶

(𝐶𝐶2 − 𝑥𝑥1
2) 

 

但这应力很小，按局部影响原理（圣维南原理）其影响是局部性的。 

<VIII> 直角坐标系下的平面问题（傅里叶级数形式的 Airy函数） 

当边界面上受力比较复杂，甚至不是连续分布的情况时，用傅里叶级数表示的应力函数可解决这一难

题。 
先考察正弦函数形式的应力函数： 

 

𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼𝑥𝑥1)𝑓𝑓(𝑥𝑥2) 
····（1） 

其中𝛼𝛼为任意函数，𝑓𝑓(𝑥𝑥2)是𝑥𝑥2的任意函数。将（1）代入应力协调方程，得： 

 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼𝑥𝑥1 �
𝑑𝑑4𝑓𝑓(𝑥𝑥2)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

4 − 2𝛼𝛼2 𝑑𝑑
2𝑓𝑓(𝑥𝑥2)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

2 + 𝛼𝛼4𝑓𝑓(𝑥𝑥2)� = 0 

 

对任意的函数𝑓𝑓(𝑥𝑥2)，上式均要成立的条件是： 

 

𝑑𝑑4𝑓𝑓(𝑥𝑥2)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

4 − 2𝛼𝛼2 𝑑𝑑
2𝑓𝑓(𝑥𝑥2)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

2 + 𝛼𝛼4𝑓𝑓(𝑥𝑥2) = 0 

 

这是一个常系数线性微分方程，其通解为： 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥2) = 𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ𝛼𝛼𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵ℎ𝛼𝛼𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑥𝑥2 + 𝐷𝐷𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑥𝑥2 

 

其中 A、B、C、D是积分常数。把上式代入（1）式得： 

 

𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼𝑥𝑥1 (𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ𝛼𝛼𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝐵𝐵ℎ𝛼𝛼𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑥𝑥2 + 𝐷𝐷𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑥𝑥2) 
····（2） 

再考察余弦函数形式的应力函数： 

𝑥𝑥2 

水 

𝑥𝑥1 𝑂𝑂 

坝 

𝐶𝐶 𝐶𝐶 
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𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛼𝛼′𝑥𝑥1)𝑓𝑓′(𝑥𝑥2) 
····（3） 

同样可得解为： 

 

𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛼𝛼′𝑥𝑥1 (𝐴𝐴′𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼′𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵′𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼′𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶′𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼′𝑥𝑥2 + 𝐷𝐷′𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼′𝑥𝑥2) 
····（4） 

其中𝐴𝐴′ ,𝐵𝐵′ ,𝐶𝐶′ ,𝐷𝐷′也是积分常数。 

因𝛼𝛼和𝛼𝛼′取各种不同的值𝛼𝛼𝑚𝑚和𝛼𝛼𝑚𝑚′ 时，（3）和（4）式都是应力协调方程𝛻𝛻4𝑈𝑈 = 0的解，所以它们的线性

组合亦是应力协调方程的解，即有： 
 

𝑈𝑈(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) = � [𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥1 (𝐴𝐴𝑚𝑚𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑚𝑚𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2)
∞

𝑚𝑚=1

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥1 (𝐴𝐴𝑚𝑚′ 𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑚𝑚′ 𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐷𝐷𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2)] 
····（6-4-30） 

当然，还可以迭加其他应力函数，比如多项式应力函数。可见，有许多应力函数可供凑合去满足边界

条件。 
用（6-4-30）式相应的平面问题的应力解为： 

 

𝜎𝜎11 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥2

2 = � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥1 [𝐴𝐴𝑚𝑚𝛼𝛼𝑚𝑚2 𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑚𝑚𝛼𝛼𝑚𝑚2 𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑚𝑚𝛼𝛼𝑚𝑚(2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2)
∞

𝑚𝑚=1

+ 𝐷𝐷𝑚𝑚𝛼𝛼𝑚𝑚 (2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2)]

+ � 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥1 �𝐴𝐴𝑚𝑚′ 𝛼𝛼𝑚𝑚′
2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑚𝑚′ 𝛼𝛼𝑚𝑚′

2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑚𝑚′ 𝛼𝛼𝑚𝑚′ (2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2)
∞

𝑚𝑚=1

+ 𝐷𝐷𝑚𝑚′ 𝛼𝛼𝑚𝑚′ (2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2)� 
 

𝜎𝜎22 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑥𝑥1

2 = � [−𝛼𝛼𝑚𝑚2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥1 (𝐴𝐴𝑚𝑚𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑚𝑚𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2)]
∞

𝑚𝑚=1

+ ��−𝛼𝛼𝑚𝑚′
2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥1 (𝐴𝐴𝑚𝑚′ 𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑚𝑚′ 𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐷𝐷𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2)�

∞

𝑚𝑚=1

 

 

𝜎𝜎12 = −
𝜕𝜕2𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2
= � {−𝛼𝛼𝑚𝑚𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥1 [𝐴𝐴𝑚𝑚𝛼𝛼𝑚𝑚𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑚𝑚𝛼𝛼𝑚𝑚𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑚𝑚(𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2)

∞

𝑚𝑚=1

+ 𝐷𝐷𝑚𝑚 (𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚𝑥𝑥2)]}

+ � {𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥1 [𝐴𝐴𝑚𝑚′ 𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑚𝑚′ 𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑚𝑚′ (𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2)
∞

𝑚𝑚=1

+ 𝐷𝐷𝑚𝑚′ (𝑠𝑠ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2 + 𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼𝑚𝑚′ 𝑥𝑥2)]} 
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····（6-4-31） 

（6-4-31）式表示的应力分量既满足平衡方程，又满足应力协调方程，是用三角级数表示的形式解。

其中𝐴𝐴𝑚𝑚、𝐵𝐵𝑚𝑚、𝐶𝐶𝑚𝑚、𝐷𝐷𝑚𝑚和𝐴𝐴𝑚𝑚′ 、𝐵𝐵𝑚𝑚′ 、𝐶𝐶𝑚𝑚′ 、𝐷𝐷𝑚𝑚′ 是待定常数。 

讨论： 

（1）为了应用边界条件，我们可将不连续分布的边界面上的面力载荷函数也展开为三角级数。若载荷

在区间上是偶函数，则载荷函数可展开为只有余弦值的三角级数。若载荷在区间上是奇函数，则可将载荷

函数展开为只有正弦项的三角级数。然后，利用三角级数的正交性将载荷函数与应力解级数在边界上作对

比，以便确定一系列级数。 

（2）级数解原则上有无穷多项（即𝑚𝑚 → ∞），但一般情况下三角级数的收敛性较好，所以只需要取前

几项就足够精确了。 

（3）通常，三角级数揭发只适用于狭长条形的矩形梁。如下图所示的狭长条形矩形梁(𝑙𝑙 ≫ ℎ)，长边上

受有任意分布的垂直载荷𝑞𝑞1(𝑥𝑥1)和𝑞𝑞2(𝑥𝑥1)，短边上受有正应力𝑄𝑄1，剪应力𝑄𝑄2，以及弯矩𝑀𝑀1和𝑀𝑀2。对此类问

题应用三角级数解法的具体做法是让长边上的边界条件精确得到满足，而短边上的边界条件可以利用圣维

南原理，使外力生成的合力、合力矩和应力解产生的合力、合力矩相等即可。因为是狭长条(𝑙𝑙 ≫ ℎ)，所以

我们可以这样处理。 

边界条件可以写成： 

𝑥𝑥1 = ℎ时，𝜎𝜎22 = 𝑞𝑞1(𝑥𝑥1)，𝜎𝜎21 = 0 
𝑥𝑥2 = 0 时，𝜎𝜎22 = 𝑞𝑞2(𝑥𝑥1)，𝜎𝜎21 = 0 

即：长边上的边界条件要求严格满足 

𝑥𝑥1 = 0 时，� 𝜎𝜎11𝑑𝑑𝑑𝑑2

ℎ

0
= 𝑁𝑁，� 𝜎𝜎12𝑥𝑥2

ℎ

0
= 𝑄𝑄1，� 𝜎𝜎11(𝑥𝑥2 −

ℎ
2

)𝑑𝑑𝑑𝑑2

ℎ

0
= −𝑀𝑀1 

𝑥𝑥1 = 𝑙𝑙 时，� 𝜎𝜎11𝑑𝑑𝑑𝑑2

ℎ

0
= 𝑁𝑁，� 𝜎𝜎12𝑥𝑥2

ℎ

0
= 𝑄𝑄2，� 𝜎𝜎11(𝑥𝑥2 −

ℎ
2

)𝑑𝑑𝑑𝑑2

ℎ

0
= −𝑀𝑀2 

即：短边上满足圣维南条件。 

<IX> 极坐标下的平面问题的基本公式 

对于边界形状关于坐标原点对称的平面问题，用极坐标求解就简单多了。典型的例子是圆盘、圆柱和

圆管等，如下图所示： 

 

我们知道极坐标(𝑟𝑟, 𝜃𝜃)与直角坐标(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)的关系为： 

 

𝑥𝑥1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜃𝜃，𝑥𝑥2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜃𝜃 

或  𝑟𝑟 = �𝑥𝑥1
2 + 𝑥𝑥2

2，𝜃𝜃 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
 

 

<1>平衡方程 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 𝑂𝑂 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 
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在物体中取如图所示的扇形微元（𝑥𝑥3方向为单位厚度）abcd，其中心角为𝑑𝑑𝑑𝑑，内半径为𝑟𝑟，外半径为𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑。
各边长为： 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 

𝑏𝑏𝑏𝑏 = (𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑)𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

考虑到𝑑𝑑𝑑𝑑很小（扇形微元），则有： 

 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(
𝑑𝑑𝑑𝑑
2

) ≐
𝑑𝑑𝑑𝑑
2

， 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(
𝑑𝑑𝑑𝑑
2

) ≐ 1 

 

将图中所示应力乘上其作用的微分面积，再分别投影到𝑟𝑟和𝜃𝜃方向上，考虑平衡时这些力与体力分量的

合力等于零，得： 

在𝑟𝑟方向： 

 

�𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 +
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑� (𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑) ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 − 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 ∙ 𝑟𝑟 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 − �𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 +
𝜕𝜕𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑� ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑑𝑑𝑑𝑑
2
�

− 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑑𝑑𝑑𝑑
2
� + �𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 +

𝜕𝜕𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑� ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �
𝑑𝑑𝑑𝑑
2
� − 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �

𝑑𝑑𝑑𝑑
2
�

+ 𝑓𝑓𝑟𝑟 ∙ 𝑟𝑟 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 = 0 
 

在𝜃𝜃方向： 

 

�𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 +
𝜕𝜕𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑� ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �
𝑑𝑑𝑑𝑑
2
� − 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �

𝑑𝑑𝑑𝑑
2
�

+ �𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 +
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑� (𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑) ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 − 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 ∙ 𝑟𝑟 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 + �𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 +
𝜕𝜕𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑� ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑑𝑑𝑑𝑑
2
�+ 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1

∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑑𝑑𝑑𝑑
2
�+ 𝑓𝑓𝜃𝜃 ∙ 𝑟𝑟 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 1 = 0 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝜃𝜃 

𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑟𝑟 

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 +
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 +
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 +
𝜕𝜕𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 +
𝜕𝜕𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟  
𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃  

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟  

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃  

𝑎𝑎 

𝑏𝑏 

𝑐𝑐 

𝑑𝑑 

𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑓𝑓𝑟𝑟  
𝑓𝑓𝜃𝜃  

图中所有应力分量均为正，与直角坐标中应

力分量的符号规定相同。 
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其中，𝑓𝑓𝑟𝑟和𝑓𝑓𝜃𝜃是扇形微元体所受的单位体积的体力分别在𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗和𝑒𝑒𝜃𝜃����⃗两个方向的分量。注意到𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑑𝑑𝑑𝑑
2

) ≐ 𝑑𝑑𝑑𝑑
2
 、 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑑𝑑𝑑𝑑
2

) ≐ 1，并略去三级小量𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑和𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑，则得极坐标下平面问题的平衡方程： 

 

�

𝜕𝜕𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃

𝑟𝑟
+ 𝑓𝑓𝑟𝑟 = 0

𝜕𝜕𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
2
𝑟𝑟
𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑓𝑓𝜃𝜃 = 0

� 

····（6-4-32）····（1） 

<2>应变与位移关系（详细推导见尹祥础固体力学 P145-147） 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 =
1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑢𝑢𝑟𝑟
𝑟𝑟

𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =
1

2𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
2
∙
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝑢𝑢𝜃𝜃
2𝑟𝑟

� 

····（6-4-33）····（2） 

<3>应力协调方程 

引人 Airy应力函数𝑈𝑈(𝑟𝑟,𝜃𝜃)，则满足平衡方程（6-4-32）的应力形式解为： 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 =

1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟2 ∙

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝜃𝜃2 + 𝑉𝑉

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑟𝑟2 + 𝑉𝑉

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 =
1
𝑟𝑟2 ∙

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�

1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�

� 

····（6-4-34）····（3） 

其中𝑉𝑉是体积力𝑓𝑓的势函数，即（由极坐标下标量的梯度表达式𝛻𝛻𝛻𝛻 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗ + 1

𝑟𝑟
∙ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑒𝑒𝜃𝜃����⃗）： 

 

𝑓𝑓𝑟𝑟 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

  , 𝑓𝑓𝜃𝜃 = −
1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

····（6-4-35）····（4） 

若体积力场𝑓𝑓是保守力场，则有： 

 

𝛻𝛻2𝑉𝑉 =
𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑟𝑟2 +

1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟2 ∙

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜃𝜃2 = 0 

····（6-4-36）····（5） 

将𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟、𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃代入应力协调方程𝛻𝛻2(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 ) = 0，有： 

 

𝛻𝛻2(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 ) = 𝛻𝛻2 ��
1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟2 ∙

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝜃𝜃2 + 𝑉𝑉�+ (

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑟𝑟2 + 𝑉𝑉)� = 𝛻𝛻2 �

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑟𝑟2 +

1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟2 ∙

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝜃𝜃2�+ 2𝛻𝛻2𝑉𝑉 = 0 
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即：（注意极坐标下拉式算符为：𝛻𝛻2 = ( 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑟𝑟2 + 1
𝑟𝑟
∙ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
𝑟𝑟2 ∙

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜃𝜃2)） 

 

𝛻𝛻2 �
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑟𝑟2 +

1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟2 ∙

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝜃𝜃2� = 𝛻𝛻2𝛻𝛻2𝑈𝑈 = 𝛻𝛻4𝑈𝑈 = 0 

····（6-4-37）····（6） 

(6-4-37)就是用 Airy 应力函数𝑈𝑈(𝑟𝑟, 𝜃𝜃)表示的应力协调方程。 

 

【附注】 

由： 

𝜎𝜎11 = 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 + 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 − 2𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 
𝜎𝜎22 = 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 + 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 + 2𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

所以： 

𝛻𝛻2(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = 0 ⇒ 𝛻𝛻2(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 ) = 0 
这表明直角坐标下的应力协调方程与极坐标下的应力协调方程形式完全相同。 

 

<4>应力应变关系（与直角坐标系中的形式类似） 

平面应力情况： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =

1
𝐸𝐸

(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝜐𝜐𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 )

𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 =
1
𝐸𝐸

(𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 − 𝜐𝜐𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 )

𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =
1

2𝜇𝜇
𝜎𝜎𝑟𝑟𝜃𝜃 =

1 + 𝜐𝜐
𝐸𝐸

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟

� 

····（6-4-38）····（7） 

平面应变情况： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =

1
𝐸𝐸′

(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝜐𝜐′𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 )

𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 =
1
𝐸𝐸′

(𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 − 𝜐𝜐′𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 )

𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =
1

2𝜇𝜇
𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 =

1 + 𝜐𝜐′

𝐸𝐸′
𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟

� 

····（6-4-39）····（8） 

其中，𝐸𝐸′ = 𝐸𝐸
1−𝜈𝜈2 ，𝜈𝜈′ = 𝜈𝜈

1−𝜈𝜈
 

<X> 应力与极角无关的平面问题（轴对称的平面问题） 

若应力函数𝑈𝑈与极角𝜃𝜃无关，即𝑈𝑈 = 𝑈𝑈(𝑟𝑟)，则相应的应力分量与应变分量亦与𝜃𝜃无关，这种问题称为轴

对称或圆对称问题。又因𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = − 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�，而𝑈𝑈 = 𝑈𝑈(𝑟𝑟)，所以圆对称问题的剪切应力分量𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0。对圆对

称问题，应力协调方程简化为： 

 

�
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑟𝑟2 +
1
𝑟𝑟
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
��

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑟𝑟2 +
1
𝑟𝑟
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�𝑈𝑈 = 0 

····（6-4-40）····（9） 

展开上式得： 
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𝑑𝑑4𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑟𝑟4 +

2
𝑟𝑟
𝑑𝑑3𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑟𝑟3 −

1
𝑟𝑟2
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑟𝑟2 +

1
𝑟𝑟3
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0 

····（6-4-41）····（10） 

这是一个变系数常微分方程，做变换令𝑟𝑟 = 𝑒𝑒𝑡𝑡，则𝑡𝑡 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙代入上式，则可将（6-4-41）化为常系数常微

分方程，即有： 

 

𝑑𝑑4𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑡𝑡4 − 4

𝑑𝑑3𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑡𝑡3 + 4

𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = 0 

····（6-4-42）····（11） 

这个方程的通解为： 

 

𝑈𝑈 = 𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2𝑡𝑡 + 𝐶𝐶3𝑒𝑒2𝑡𝑡 + 𝐶𝐶4𝑡𝑡𝑒𝑒2𝑡𝑡 

····（6-4-43）····（12） 

做反变换得： 

 

𝑈𝑈(𝑟𝑟) = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑟𝑟2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝐶𝐶𝑟𝑟2 + 𝐷𝐷 
····（6-4-44）····（13） 

相应的应力解为： 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 =

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝐴𝐴
𝑟𝑟2 + 𝐵𝐵(2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 1) + 2𝐶𝐶

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 =
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑟𝑟2 = −

𝐴𝐴
𝑟𝑟2 + 𝐵𝐵(2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 3) + 2𝐶𝐶

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 0

� 

····（6-4-45）····（14） 

分析这组应力解可见：如坐标原点无孔时（即𝑟𝑟可取零），则常数 A 和 B 必须等于零，否则当𝑟𝑟 → 0时，

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟、𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃将→ ∞，则不符合物理性。因此，当坐标原点无孔时，且无体力时，唯一可能的应力状态是

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 2𝐶𝐶，即为各向均匀拉伸(𝐶𝐶 > 0)或压缩(𝐶𝐶 < 0)状态。 

 

例 1：一半径为 R的圆盘（或圆柱），周边受均匀压应力 P的作用（如图）。求体内的应力分布。 

 

解：这显然是一个圆对称问题，因形状和载荷都是轴对称的，所以其应力解就是(6-4-45)式当 A、B等

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 
𝑂𝑂 

𝑃𝑃 
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于零的情形（因𝑟𝑟 → 0时，应力应该为有限值）。 

即：𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 2𝐶𝐶 

由边界条件：𝑟𝑟 = 𝑅𝑅时，𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = −𝑃𝑃，可得：𝐶𝐶 = −𝑃𝑃
2
。 

所以整个物体内的应力状态为一均匀应力状态，即： 

 

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = −𝑃𝑃 
𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 0 

 

在岩石力学实验中，高压容器内的岩石样品受围压 P 的情况下，样品的受力状态就是这个结果（注：

圆柱体岩石样品竖直放在容器里，实际不是真正的平面问题，因其在圆柱体轴向受有重力，但重力与围压 P

相比很小，可以忽略，即可近似视其为平面问题）。 

受围压 P的岩石力学实验是所谓假三角实验，即：𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 ≠ 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧。真三角实验指的是𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧。 

 

例 2：厚壁筒问题——拉梅问题。如图所示的后壁筒其内半径为 a，外半径为 b，内壁受均布压力 P1，

外壁受均布压力 P2，求体内应力分布。 

解：这也是一个应力与极角𝜃𝜃无关的圆对称问题，其 Airy应力函数与极角𝜃𝜃无关，即： 

 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ 𝑈𝑈(𝑟𝑟) = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑟𝑟2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝐶𝐶𝑟𝑟2 + 𝐷𝐷

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 =
1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝐴𝐴
𝑟𝑟2 + 𝐵𝐵(2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 1) + 2𝐶𝐶

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 =
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑟𝑟2 = −

𝐴𝐴
𝑟𝑟2 + 𝐵𝐵(2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 3) + 2𝐶𝐶

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 =
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑟𝑟2 = −

𝐴𝐴
𝑟𝑟2 + 𝐵𝐵(2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 3) + 2𝐶𝐶

� 

····（a） 
边界条件为： 

 

�
𝑟𝑟 = 𝑎𝑎时，𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = −𝑃𝑃1  , 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0
𝑟𝑟 = 𝑏𝑏时，𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = −𝑃𝑃2  ,𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0

� 

····（b） 

将边界条件代入应力解表达式（a）得： 

 

�
–𝑃𝑃1 =

𝐴𝐴
𝑎𝑎2 + 𝐵𝐵(1 + 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙) + 2𝐶𝐶

−𝑃𝑃2 =
𝐴𝐴
𝑏𝑏2 + 𝐵𝐵(1 + 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙) + 2𝐶𝐶

� 

····（c） 

（c）式中只有两个方程，不能决定𝐴𝐴、𝐵𝐵、𝐶𝐶三个常数。为确定所有积分常数，必须进一步研究厚壁筒

的变形情况。我们现在已经有了应力解，则由本构关系可得到应变场，再根据几何关系，对应变分量做积

分运算就可得到位移场。 

首先，由本构关系有： 

 

轴

轴

不等于

不等于
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =

1
𝐸𝐸

(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝜈𝜈𝜈𝜈𝜃𝜃𝜃𝜃 ) =
1
𝐸𝐸

[
1 + 𝜈𝜈
𝑟𝑟2 𝐴𝐴 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 + (1 − 3𝜈𝜈)𝐵𝐵 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐶𝐶]

𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 =
1
𝐸𝐸

(𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 − 𝜈𝜈𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 ) =
1
𝐸𝐸

[−
1
𝑟𝑟2 (1 + 𝜈𝜈)𝐴𝐴 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 + (3− 𝜈𝜈)𝐵𝐵 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐶𝐶

𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =
1 + 𝜈𝜈
𝐸𝐸

𝜎𝜎𝑟𝑟𝜃𝜃 = 0

�] 

····（d） 

由（d）式可见，应变分量也与𝜃𝜃无关，即是轴对称的。 

再由集合关系（6-4-33）式有： 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =

𝜕𝜕𝑈𝑈𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
1
𝐸𝐸

[
1 + 𝜈𝜈
𝑟𝑟2 𝐴𝐴 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 + (1− 3𝜈𝜈)𝐵𝐵 + 2(1− 2𝜈𝜈)𝐶𝐶]

𝜀𝜀𝜃𝜃𝜃𝜃 =
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑈𝑈𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑈𝑈𝑟𝑟
𝑟𝑟

=
1
𝐸𝐸

[−
1
𝑟𝑟2 (1 + 𝜈𝜈)𝐴𝐴 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 + (3− 𝜈𝜈)𝐵𝐵 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐶𝐶]

𝜀𝜀𝑟𝑟𝑟𝑟 =
1
2
�

1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑈𝑈𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑈𝑈𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝑈𝑈𝜃𝜃
𝑟𝑟
� = 0

� 

····（e） 

由（e）式可见，位移分量𝑈𝑈𝑟𝑟和𝑈𝑈𝜃𝜃在几个方程中相互耦合，只有（e）式中的第一式比较简单。积分（e）

式中的第一式，得： 

 

𝑢𝑢𝑟𝑟 =
1
𝐸𝐸
�−

(1 + 𝜈𝜈)
𝑟𝑟

𝐴𝐴 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑟𝑟 − 2𝐵𝐵(1− 𝜈𝜈)𝑟𝑟 + (1− 3𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐶𝐶𝐶𝐶�+ 𝑓𝑓(𝜃𝜃)

=
1
𝐸𝐸
�−

(1 + 𝜈𝜈)
𝑟𝑟

𝐴𝐴 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑟𝑟 − (1 + 𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐶𝐶𝐶𝐶�+ 𝑓𝑓(𝜃𝜃) 

····（f） 

其中𝑓𝑓(𝜃𝜃)是积分任意函数，将𝑢𝑢𝑟𝑟代入（e）中的第二式，得： 

 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
4𝐵𝐵
𝐸𝐸
𝑟𝑟 − 𝑓𝑓(𝜃𝜃) 

····（g） 

对𝜃𝜃积分得： 

 

𝑢𝑢𝜃𝜃 =
4𝐵𝐵
𝐸𝐸
𝑟𝑟𝑟𝑟 −�𝑓𝑓(𝜃𝜃)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑓𝑓1(𝑟𝑟) 

····（h） 

其中𝑓𝑓1(𝑟𝑟)是积分任意函数。再将（f）、（h）代入（e）中的第三式，得： 

 

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜃𝜃)
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
1
𝑟𝑟
�𝑓𝑓(𝜃𝜃)𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝑑𝑑𝑓𝑓1(𝑟𝑟)
𝑑𝑑𝑑𝑑

−
1
𝑟𝑟
𝑓𝑓1(𝑟𝑟) = 0 

 

亦即： 

 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜃𝜃)
𝑑𝑑𝑑𝑑

+�𝑓𝑓(𝜃𝜃)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓1(𝑟𝑟)− 𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑓𝑓1(𝑟𝑟)
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

····（i） 

上式是分离变量式，其左边是独立变量𝜃𝜃的函数，右边是独立变量𝑟𝑟的函数，要此式成立，唯有等式两

几何
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边同等于一个常数𝐷𝐷，即有： 

 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜃𝜃)
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ �𝑓𝑓(𝜃𝜃)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐷𝐷 

····（j） 

� 𝑓𝑓1(𝑟𝑟)− 𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑓𝑓1(𝑟𝑟)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐷𝐷� 

····（k） 

对（j）式求
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
得： 

 

𝑑𝑑2𝑓𝑓(𝜃𝜃)
𝑑𝑑𝜃𝜃2 + 𝑓𝑓(𝜃𝜃) = 0 

····（l） 

解（k）、（l）两个方程，得： 

 

𝑓𝑓1(𝑟𝑟) = 𝐹𝐹𝐹𝐹 + 𝐷𝐷 
····（m） 

𝑓𝑓(𝜃𝜃) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 
····（n） 

再对（n）式积分得： 

 

�𝑓𝑓(𝜃𝜃)𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 

····（o） 

将式（m）、（n）、（o）代入式（f）、（h）得： 

 

𝑢𝑢𝑟𝑟 =
1
𝐸𝐸
�−

(1 + 𝜈𝜈)
𝑟𝑟

𝐴𝐴 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑟𝑟 − (1 + 𝜈𝜈)𝐵𝐵𝐵𝐵 + 2(1− 𝜈𝜈)𝐶𝐶𝐶𝐶�+ 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 

𝑢𝑢𝜃𝜃 =
4𝐵𝐵
𝐸𝐸
𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐹𝐹𝐹𝐹 + 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 − 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 

····（p） 

（p）式就是应力与极角无关时的平面问题的位移解。其中：𝐹𝐹、𝐻𝐻、𝐾𝐾是从偏导数
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕

和
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕

求积分得出𝑢𝑢𝑟𝑟

和𝑢𝑢𝜃𝜃时引进的积分任意常数，这些常数将由问题的约束条件来确定。𝐴𝐴、𝐵𝐵、𝐶𝐶、𝐷𝐷这些积分常数是原先应力

解中的待定常数，要由边界条件来确定。 
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注意到𝑢𝑢𝜃𝜃的表达式中有
4𝐵𝐵
𝐸𝐸
𝑟𝑟𝑟𝑟项，当𝑟𝑟不变，而𝜃𝜃每增加2𝜋𝜋（即绕一圈又回到同一点时，如上图），𝑢𝑢𝜃𝜃将

不变，即当变形变定后，亦即平衡时，物体上同一点不可能有不同的位移，所以必须要求𝐵𝐵 = 0（物理要求）。

于是由(c)式可得厚壁筒问题的两个积分常数为： 

 

⎩
⎨

⎧𝐴𝐴 =
𝑎𝑎2𝑏𝑏2(𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1)

𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2

2𝐶𝐶 =
𝑃𝑃1𝑎𝑎2 − 𝑃𝑃2𝑏𝑏2

𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2

� 

····（q） 

对于厚壁筒问题，由于轴对称性，所以位移与𝜃𝜃无关，因此有: 

 

𝐻𝐻 = 𝐾𝐾 = 0 
 

在（p）式中，𝐹𝐹 ∙ 𝑟𝑟项代表刚性转动位移，可令𝐹𝐹 = 0（即不发生转动），则得厚壁筒问题的位移表达式

为： 

 

�𝑢𝑢𝑟𝑟 =
1

𝐸𝐸(𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2) �
(1 − 𝜈𝜈)(𝑃𝑃1𝑎𝑎2 − 𝑃𝑃2𝑏𝑏2)𝑟𝑟 − (1 + 𝜈𝜈)𝑎𝑎2𝑏𝑏2(𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1) ∙

1
𝑟𝑟�

𝑢𝑢𝜃𝜃 = 0                                                                                                                        
� 

····（r） 

上面的位移公式是按平面应力条件推导的，对于平面应变情况，只需将 

 

𝐸𝐸 → 𝐸𝐸′ =
𝐸𝐸

1 − 𝜈𝜈2 

𝜈𝜈 → 𝜈𝜈′ =
𝜈𝜈

1 − 𝜈𝜈
 

 

即可。 

将积分常数𝐴𝐴、𝐶𝐶代入应力表达式，的厚壁筒内应力分布为： 

 

𝑟𝑟 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 =

𝑎𝑎2𝑏𝑏2(𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1)
𝑟𝑟2(𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2) +

𝑃𝑃1𝑎𝑎2 − 𝑃𝑃2𝑏𝑏2

𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2     

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = −
𝑎𝑎2𝑏𝑏2(𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1)
𝑟𝑟2(𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2) +

𝑃𝑃1𝑎𝑎2 − 𝑃𝑃2𝑏𝑏2

𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0                                                          

� 

····（s） 

很容易看出： 

 

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 2
𝑃𝑃1𝑎𝑎2 − 𝑃𝑃2𝑏𝑏2

𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

进而由： 

𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 = −
𝜈𝜈
𝐸𝐸

(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 ) 

 

可知，由径向和切向正应力𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟和𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃产生的在厚壁筒轴向的伸长是均匀，即圆筒截面在变形后仍维持平

面。这和平面应力或平面应变问题的假设是一致的。（摘自钱伟长、叶开源书 P231）。 

当𝑃𝑃2 = 0时，厚壁筒受内壁面压力𝑃𝑃1作用所产生的应力为： 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 =

𝑎𝑎2𝑃𝑃1

𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2 �1 −
𝑏𝑏2

𝑟𝑟2�

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 =
𝑎𝑎2𝑃𝑃1

𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2 �1 +
𝑏𝑏2

𝑟𝑟2�

� 

····（t） 

由上式显而易见：𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 ≤ 0,𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 > 0，即𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟是压应力，𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃是拉应力。压、拉应力的极大值均产生在内壁

面，即在𝑟𝑟 = 𝑎𝑎处： 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 )𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = −𝑃𝑃1

(𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 )𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =
𝑃𝑃1(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)
𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2 =

𝑃𝑃1 �1 + 𝑎𝑎2

𝑏𝑏2�

1 − 𝑎𝑎2

𝑏𝑏2

� 

····（u） 

由（t）式表示的应力分布如下图所示。 
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由图可见： 

当内压𝑃𝑃1较高时，在内壁处受到很大的压应力(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 )𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = −𝑃𝑃1，环向受到更大的拉应力(𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 )𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 > |𝑃𝑃1|；
因而，其最大剪应力值： 

 

𝜏𝜏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = �±
1
2

(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 )�
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

=
𝑃𝑃1

1 − 𝑎𝑎2

𝑏𝑏2

 

 

也很大。因而，在内壁处很容易产生塑形变形，甚至进一步发生剪切破坏。究其原因是因为𝑃𝑃2 = 0所致。

所以，要减轻这种现象，可通过减少(𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 )𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚的值来实现。实际中，工程技术人员常采用加大长筒的办法，

以便产生较大的外壁面压力𝑃𝑃2来达到减小(𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 )𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚值的目的。 

特别，当𝑃𝑃2 = 0,𝑏𝑏 → ∞时，即得无限大平板中有半径为 a的圆孔问题的解为： 

 

应力解： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = −

𝑎𝑎2𝑃𝑃1

𝑟𝑟2

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 =
𝑎𝑎2𝑃𝑃1

𝑟𝑟2

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0

� 

····（v） 

位移解： 

�𝑢𝑢𝑟𝑟 =
𝑃𝑃1𝑎𝑎2

2𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑢𝑢𝜃𝜃 = 0

 � 

····（w） 

这正是我们在讨论克拉贝龙原理时，举例引用的结果！ 

<XI> 极坐标系下的平面问题的通解 

用分离变量法可解出应力协调方程∇4𝑈𝑈 = 0的通解为： 

 

− 

𝑎𝑎 
𝑏𝑏 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 

𝜎𝜎 

𝑟𝑟 

(𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 )𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃  

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟  

(𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 )𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = −𝑃𝑃1 

+ 

套



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  171 

𝑈𝑈 = 𝐴𝐴1𝑟𝑟2 + 𝐴𝐴2𝑟𝑟2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝐴𝐴3𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝐴𝐴4

+ (𝐵𝐵1𝑟𝑟2 + 𝐵𝐵2𝑟𝑟2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝐵𝐵3𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝐵𝐵4)𝜃𝜃

+ �𝐶𝐶1𝑟𝑟3 + 𝐶𝐶2
1
𝑟𝑟

+ 𝐶𝐶3𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐶𝐶4𝑟𝑟� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

+ �𝐷𝐷1𝑟𝑟3 + 𝐷𝐷2
1
𝑟𝑟

+ 𝐷𝐷3𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐷𝐷4𝑟𝑟� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

+ (𝐸𝐸1𝑟𝑟 + 𝐸𝐸2𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟)𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃 + (𝐹𝐹1𝑟𝑟 + 𝐹𝐹2𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟)𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃

+ � (𝐺𝐺1𝑟𝑟𝑚𝑚+2 + 𝐺𝐺2𝑟𝑟𝑚𝑚 + 𝐺𝐺3𝑟𝑟−𝑚𝑚+2 + 𝐺𝐺4𝑟𝑟−𝑚𝑚)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑛𝑛

𝑚𝑚=2

+ � (𝐻𝐻1𝑟𝑟𝑚𝑚+2 + 𝐻𝐻2𝑟𝑟𝑚𝑚 +𝐻𝐻3𝑟𝑟−𝑚𝑚+2 + 𝐻𝐻4𝑟𝑟−𝑚𝑚)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑛𝑛

𝑚𝑚=2

 

····（6-4-46） 

由(6-4-34)可得相应的应力解 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 =

1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝑟𝑟2
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝜃𝜃2 + 𝑉𝑉

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 =
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑟𝑟2 + 𝑉𝑉

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 =
1
𝑟𝑟2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�

1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�

� 

 

适当地选择𝐴𝐴𝑖𝑖 ,𝐵𝐵𝑖𝑖 ,𝐶𝐶𝑖𝑖 ,𝐷𝐷𝑖𝑖 ,𝐸𝐸𝑖𝑖 ,𝐹𝐹𝑖𝑖 ,𝐺𝐺𝑖𝑖 ,𝐻𝐻𝑖𝑖(𝑖𝑖 = 1,2,3,4; 𝑗𝑗 = 1,2)可得特定问题的应力函数𝑈𝑈(𝑟𝑟,𝜃𝜃)。 

例如： 

①对部分圆环纯弯曲问题，可选通解中除𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3,𝐴𝐴4外，其余系数均为零的应力函数。（参阅尹书

P157~158） 

②对厚壁筒问题，可选通解中除𝐴𝐴1,𝐴𝐴3,𝐴𝐴4外，其余系数为零的应力函数。（由位移解的单值性，要求

𝐴𝐴2 = 0） 

③对圆孔问题，可选通解中除𝐺𝐺1,𝐺𝐺2,𝐺𝐺3,𝐺𝐺4外，其余系数均为零，且 m=2的应力函数。（参阅钱伟长、叶

开源《弹性力学》P236~239） 

有了通解，更有利于我们对具体问题作物理分析后去猜解。 

弹性力学平面问题的复变函数解法，以及空间问题，因课时所限，略去不讲。感兴趣的同学可参阅有

关教科书。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

172 连续介质力学讲义（固体力学部分） 

第七章：弹性动力学简介 
 

前面六章，都是假定弹性体在缓慢的外力作用下，产生变形；或是在外力作用下，达到平衡状态，所

以弹性体均被认为是静止的。属于静力学问题。 
现实世界中，常有这种情况（比如地震），即弹性体受到一个突然的加载，导致弹性体发生形变。但是，

弹性体上各点不是同时作出响应。开始只是在受力区附近的质点发生运动，随时间依次带动邻近的质点相

继运动。从受力区（又称波源）传播出去的扰动就成为弹性波。可见，弹性体的波动问题，或者说弹性体

的动态形变，既与波源特性有关，也与介质特性有关。从这一角度出发，弹性动力学问题可以分成两类：

其一是研究什么样波源会激发出什么样的波，称为弹性波的激发问题（或弹性波的辐射问题）；其二是研究

弹性波在什么样的介质中传播时具有什么样的传播特性，称为弹性波的传播问题。从运动方程的类型来看，

前者是非齐次的二阶偏微分方程，体力项不为零；后者则是齐次的二阶偏微分方程，体力项为零。实际的

弹性动力学现象自然是先有波源，才有波动。完整的问题既有激发又有传播。但是，为了研究的方便，可

以分开进行，而且可以先易后难。先讨论没有随时间变化的体力时的情况，称之为自由波动问题。 
弹性动力学的研究课题十分广泛，地震学中将具体讨论各种震源产生的波动和各种介质中弹性波的传

播情况，并且应用这些理论来分析地震记录，得到震源和地球内部构造的知识。 
下面，我们只对一些基础性的理论环节作一介绍，为地震学中的具体讨论做准备。 
 

§7.1 弹性体运动方程的变换——波动方程的建立 
现在要讨论弹性动力学问题，所以运动方程中惯性力项不为零！即 
 

  
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

+ 𝜌𝜌𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2  （如果=0，则是弹性静力学问题）  𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2,3    ···（7-1-1） 

或者写成拉梅方程 

(𝜆𝜆 + 𝜇𝜇)∇(∇ ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) + 𝜇𝜇∇2𝑢𝑢�⃗ − ρ ∂
2𝑢𝑢��⃗
∂ t2 = −𝜌𝜌 𝑓𝑓                                      ···（7-1-2a） 

或利用矢量关系：∇ × �∇× 𝐴𝐴� = ∇�∇ ∙ 𝐴𝐴� − (∇ ∙ ∇)𝐴𝐴 = ∇�∇ ∙ 𝐴𝐴� − ∇2𝐴𝐴   将上式改写成 

(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)∇(∇ ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) − 𝜇𝜇∇ × (∇ × 𝑢𝑢�⃗ )− ρ ∂
2𝑢𝑢��⃗
∂ t2 = −𝜌𝜌 𝑓𝑓                               ···（7-1-2b） 

除了磁流体动力学方程之外，这个方程在经典物理学中大概算得上是最复杂、最难解的了。直接求解有困

难，我们可以通过变换把方程化简，再对简化后的方程解答作反变换，就可以得到原方程的解。弹性动力

学中常用两种变换：其一是利用 Stokes 分解和 Helmoholtz 分解，得到标准的波动方程；其二是进一步利用

Fourier 变换，略去时间因子得出 Helmoholtz 方程（也可称为波动方程）。 
（1）波动方程 
     利用 Stokes 分解，总可以把任意矢量场分解为一个无旋矢量场和一个无散矢量场的迭加。因此，位移

场𝑢𝑢�⃗（𝑟𝑟, t）和体力场𝑓𝑓（𝑟𝑟, t）可以分解为： 
     𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟, t) = 𝑢𝑢�⃗ ′(𝑟𝑟, t) + 𝑢𝑢�⃗ ′′ (𝑟𝑟, t)                                            ···（7-1-3） 

其中 ∇ × 𝑢𝑢�⃗ ′(𝑟𝑟, t) = 0                                                     ···（7-1-4） 

     ∇ ∙ 𝑢𝑢�⃗ ′′ (𝑟𝑟, t) = 0                                                      ···（7-1-5） 

     𝑓𝑓(𝑟𝑟, t) = 𝑓𝑓′(𝑟𝑟, t) + 𝑓𝑓′′ (𝑟𝑟, t)                                            ···（7-1-6） 
     ∇ × 𝑓𝑓′(𝑟𝑟, t) = 0                                                     ···（7-1-7） 
     ∇ ∙ 𝑓𝑓′′ (𝑟𝑟, t) = 0                                                      ···（7-1-8） 

令：𝛼𝛼 = �𝜆𝜆+2𝜇𝜇
𝜌𝜌

                                                           ···（7-1-9） 
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𝛽𝛽 = �
𝜇𝜇
𝜌𝜌

                                                                 ···（7-1-10） 

将（7-1-3）—（7-1-10）代入（7-1-2b），得： 

（𝛼𝛼2∇2𝑢𝑢�⃗ ′ − ∂2𝑢𝑢��⃗ ′

∂ t2 + 𝑓𝑓′） + （𝛽𝛽2∇2𝑢𝑢�⃗ ′′ − ∂2𝑢𝑢��⃗ ′′

∂ t2 + 𝑓𝑓′′） = 0                        ···（7-1-11） 

推导上式时，利用了矢量关系式 

  ∇ × �∇ × 𝐴𝐴� = ∇�∇ ∙ 𝐴𝐴� − (∇ ∙ ∇)𝐴𝐴 = ∇�∇ ∙ 𝐴𝐴� − ∇2𝐴𝐴                          ···（7-1-12） 

根据场论知识，一个无旋场总可以用一个标量势的梯度表示，一个无散场总可以用一个散度为零的矢量势

的旋度来表示。 

设无旋场𝑢𝑢�⃑ ′具有标量势𝜙𝜙(𝑟𝑟, t)，设无散场𝑢𝑢�⃑ ′′具有矢量势𝜓𝜓�⃑ (𝑟𝑟, t)，则有： 

      𝑢𝑢�⃑ ′ = 𝛻𝛻𝛻𝛻                                                       ···（7-1-13） 

      𝑢𝑢�⃑ ′′ = 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑                                                     ···（7-1-14） 

约束条件：𝛻𝛻 ∙ 𝜓𝜓�⃑ = 0                                                      ···（7-1-15） 
设无旋场𝑓𝑓′具有标量势𝐻𝐻，设无散场𝑓𝑓′′具有矢量势𝐺⃑𝐺，则有： 

      𝑓𝑓′ = 𝛻𝛻𝛻𝛻                                                       ···（7-1-16） 

      𝑓𝑓′′ = 𝛻𝛻 × 𝐺⃑𝐺                                                    ···（7-1-17） 

约束条件：𝛻𝛻 ∙ 𝐺⃑𝐺 = 0                                                      ···（7-1-18） 
这种把任意矢量分解为势函数表示的方法，称为 Helmholtz分解；𝜙𝜙，𝜓𝜓�⃑和𝐻𝐻，𝐺⃑𝐺称为 Helmholtz势。 

由上述分解，我们有： 

�𝑢𝑢�⃑ = 𝑢𝑢�⃑ ′ + 𝑢𝑢�⃑ ′′ = 𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑

𝛻𝛻 ∙ 𝜓𝜓�⃑ = 0
�                                            ···（7-1-19） 

和 

�𝑓𝑓 = 𝑓𝑓′ + 𝑓𝑓′′ = 𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝐺⃑𝐺
𝛻𝛻 ∙ 𝐺⃑𝐺 = 0

�                                            ···（7-1-20） 

将 Helmoholtz 分解：𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟, t) = 𝑢𝑢�⃗ ′ + 𝑢𝑢�⃗ ′′ = 𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑和𝑓𝑓 = 𝑓𝑓′ + 𝑓𝑓′′ = 𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝐺⃑𝐺 
带入（7-1-2b）式得 

(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)∇�∇ ∙（𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑）� − 𝜇𝜇∇ × �∇ × （𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑）� − ρ
∂2（𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑）

∂ t2

= −𝜌𝜌 （𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝐺⃑𝐺） 

注意到：∇ ∙ (𝛻𝛻𝛻𝛻) = ∇2ϕ， ∇ ∙ �𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑ � = ∇ ∙ 𝑢𝑢�⃗ ′′ = 0；∇ × （∇ × 𝛻𝛻𝛻𝛻） = ∇ × （∇ × 𝑢𝑢�⃑ ′） = 0， 

∇ × �∇× 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑ � = −∇ × ∇2𝜓𝜓�⃑；𝛼𝛼 = �𝜆𝜆+2𝜇𝜇
𝜌𝜌

，𝛽𝛽 = �
𝜇𝜇
𝜌𝜌
 

所以有：∇ �𝛼𝛼2∇2𝜙𝜙 − ∂2𝜙𝜙
∂ t2 + 𝐻𝐻� + ∇ × �𝛽𝛽2∇2𝜓𝜓�⃑ − ∂2𝜓𝜓���⃑

∂ t2 + 𝐺⃑𝐺� = 0       

欲上式满足，必须每个花括号内的式子都等于零，即得 

或者，对（7-1-11）式两边分别求散度和旋度，可得： 

∇2[�𝛼𝛼2∇2𝜙𝜙 − ∂2𝜙𝜙
∂ t2 + 𝐻𝐻�] = 0                                        ···（7-1-21） 

∇2[�𝛽𝛽2∇2𝜓𝜓�⃑ − ∂2𝜓𝜓���⃑

∂ t2 + 𝐺⃑𝐺�] = 0                                        ···（7-1-22） 

上述两个方程欲满足，必须方括号内的式子等于零，即得： 

𝛼𝛼2∇2𝜙𝜙 − ∂2𝜙𝜙
∂ t2 + 𝐻𝐻 = 0                                              ···（7-1-23） 

𝛽𝛽2∇2𝜓𝜓�⃑ − ∂2𝜓𝜓���⃑

∂ t2 + 𝐺⃑𝐺 = 0                                              ···（7-1-24） 
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（7-1-23）和（7-1-24）是两个标准的波动方程。已有解法。所以解出方程（7-1-23）和（7-1-24）的解𝜙𝜙(𝑟𝑟, t)和
𝜓𝜓�⃑ (𝑟𝑟, t)之后，代入（7-1-19）式作反变换，即可得到位移解。并且已经证明，所得解是原问题（7-1-2）的

完备解。 

 

（2）Helmholtz方程 

对（7-1-23）和（7-1-24）两式作进一步变换——Fourier变换，并分别定义： 

𝑆𝑆𝜙𝜙(𝑟𝑟,ω) = ∫ 𝜙𝜙(𝑟𝑟, t)e−iωtdt∞
−∞                                         ···（7-1-25） 

𝑆𝑆𝜓𝜓����⃑ (𝑟𝑟,ω) = ∫ 𝜓𝜓�⃑ (𝑟𝑟, t)e−iωtdt∞
−∞                                         ···（7-1-26） 

𝑆𝑆𝐻𝐻(𝑟𝑟,ω) = ∫ 𝐻𝐻(𝑟𝑟, t)e−iωtdt∞
−∞                                         ···（7-1-27） 

𝑆𝑆𝐺𝐺����⃑ (𝑟𝑟,ω) = ∫ 𝐺⃑𝐺(𝑟𝑟, t)e−iωtdt∞
−∞                                         ···（7-1-28） 

略去时间因子，从而问题化为求解与时间无关的方程组 

∇2𝑆𝑆𝜙𝜙 + 𝑘𝑘𝛼𝛼2𝑆𝑆𝜙𝜙 + 𝑆𝑆𝐻𝐻 = 0                                              ···（7-1-29） 

∇2𝑆𝑆𝜓𝜓����⃑ + 𝑘𝑘𝛽𝛽2𝑆𝑆𝜓𝜓����⃑ + 𝑆𝑆𝐺𝐺����⃑ = 0                                              ···（7-1-30） 

其中： 

𝑘𝑘𝛼𝛼 = 𝜔𝜔
𝛼𝛼
                                                           ···（7-1-31） 

𝑘𝑘𝛽𝛽 = 𝜔𝜔
𝛽𝛽
                                                           ···（7-1-32） 

（7-1-29）和（7-1-30）就是大家熟悉的 Helmholtz方程。标量 Helmholtz方程在十一种坐标系中可以用

分离变量法解出；矢量 Helmholtz方程在六种坐标系中可以用分离变量法解出。因此，弹性体边界形状与

这些坐标基面的形状一致的话，可以解出相应的𝑆𝑆𝜙𝜙(𝑟𝑟,ω)和𝑆𝑆𝜓𝜓����⃑ (𝑟𝑟,ω)，再利用 Fourier反变换公式，即可求

出势函数 

𝜙𝜙(𝑟𝑟, t) = 1
2𝜋𝜋 ∫ 𝑆𝑆𝜙𝜙(𝑟𝑟,ω)eiωtdω∞

−∞                                         ···（7-1-33） 

𝜓𝜓�⃑ (𝑟𝑟, t) = 1
2𝜋𝜋 ∫ 𝑆𝑆𝜓𝜓����⃑ (𝑟𝑟,ω)eiωtdω∞

−∞                                         ···（7-1-34） 

最后，再将势函数𝜙𝜙(𝑟𝑟, t)和𝜓𝜓�⃑ (𝑟𝑟, t)代入 Helmholtz分解，就得到弹性位移解： 

𝑢𝑢�⃑ = 𝑢𝑢�⃑ ′ + 𝑢𝑢�⃑ ′′ = 𝛻𝛻𝛻𝛻 + 𝛻𝛻 × 𝜓𝜓�⃑  
 

§7.2 弹性波的传播问题 
弹性体中的波动情况，受到边界面强烈的影响。由于弹性波射到边界面发生反射现象，使

波动状态变得非常复杂。可以预见，即使从波源激发出来的波动相当简单（例如点源上辐射出

的球面波），但是，只要弹性体的边界形状比较复杂，经过多次的反射后，弹性体中的波动情

况就变得无比复杂了。 
其次，已经明确地观测到固体介质在振动时，有一部分机械能转化为热能，从而使机械能

渐渐减小，这就是弹性波在介质中传播时的衰减现象。物理研究中已经提出几种衰减机制，它

们都可以用内摩擦来概括。但是，目前还没有满意的内摩擦理论。内摩擦效应不仅使弹性波衰

减，它也使弹性波发生频散。不过，大部分固体介质包括与地震波传播有关的地球介质，内摩

擦很小。在下面的讨论中，假定弹性体不存在内摩擦。 
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弹性波的传播问题包含十分广泛的课题。例如：波型、波速与介质特性的关系问题，反射、

折射、散射问题，表面波问题，有界弹性体的自由振荡问题等等。它们的解都有实际应用价值。

早年，阴错阳差地受到光在“以太”中传播问题的刺激，许多著名科学家都卷进了波动问题的

研究，为弹性动力学的发展做出了杰出的贡献。20 世纪中页开始，弹性动力学问题的研究受

到很大的重视。例如地下核爆破的监测和侦察、地震问题研究、石油勘探技术的发展均涉及弹

性动力学问题。定量的地震学（传播问题和激发问题）几乎全部是弹性动力学问题的研究。 
类似于弹性静力学问题中的求解途径，波动方程中的未知函数也可以取不同的物理量。下

面，将弹性波运动方程的几种常用形式列出： 
（A）自由波动时的运动方程： 

(𝜆𝜆 + 2𝜇𝜇)∇(∇ ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) − 𝜇𝜇∇ × (∇ × 𝑢𝑢�⃗ )− ρ ∂
2𝑢𝑢��⃗
∂ t2 = 0                            ···（7-2-1） 

Or 

𝛼𝛼2∇(∇ ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) − 𝛽𝛽2∇ × (∇ × 𝑢𝑢�⃗ ) − ∂2𝑢𝑢��⃗
∂ t2 = 0                                 ···（7-2-2） 

（B）无旋位移场𝑢𝑢�⃗ ′(𝑟𝑟, t)和无散位移场𝑢𝑢�⃗ ′′ (𝑟𝑟, t)服从的波动方程： 

当𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟, t) = 𝑢𝑢�⃗ ′(𝑟𝑟, t) ，即只有无旋场部分时，方程（7-1-36）简化为： 

𝛼𝛼2∇2𝑢𝑢�⃗ ′ − ∂2𝑢𝑢��⃗ ′

∂ t2 = 0                                                  ···（7-2-3） 

当𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟, t) = 𝑢𝑢�⃗ ′′ (𝑟𝑟, t) ，即只有无散场部分时，方程（7-1-36）简化为： 

𝛽𝛽2∇2𝑢𝑢�⃗ ′′ − ∂2𝑢𝑢��⃗ ′′

∂ t2 = 0                                                 ···（7-2-4） 

（C）体胀系数𝜃𝜃 = ∇ ∙ 𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟, t)和旋转矢量𝜔𝜔��⃗ = 1
2
∇ × 𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟, t)服从的波动方程： 

对（7-1-36）分别求散度和旋度可得 

𝛼𝛼2∇2θ − ∂2θ
∂ t2 = 0                                                   ···（7-2-5） 

𝛽𝛽2∇2𝜔𝜔���⃗ − ∂2𝜔𝜔���⃗
∂ t2 = 0                                                  ···（7-2-6） 

（D）无旋位移场的标量势𝜙𝜙(𝑟𝑟, t)和无散位移场的矢量势𝜓𝜓�⃑ (𝑟𝑟, t)服从的波动方程： 

因为是自由波动，所以体力𝑓𝑓 = 0，即𝐻𝐻 = 𝐺𝐺��⃗ = 0，因此由（7-1-23）和（7-1-24） 

𝛼𝛼2∇2𝜙𝜙 − ∂2𝜙𝜙
∂ t2 = 0                                                  ···（7-2-7） 

𝛽𝛽2∇2𝜓𝜓�⃑ − ∂2𝜓𝜓���⃑

∂ t2 = 0                                                  ···（7-2-8） 

总之，从这些波动方程可以看出，尽管各个波动量的物理意义不同，但它们服从的运动规律都是相同的。

其中，𝑢𝑢�⃗ ′、θ和𝜙𝜙以速度𝛼𝛼传播；而𝑢𝑢�⃗ ′′、𝜔𝜔��⃗和𝜓𝜓�⃑则以速度𝛽𝛽传播。 

 

（1） 均匀、各向同性的弹性全空间中，无限大平面扰动引起的弹性波动 

这属于平面问题，选用直角坐标系 

<i> 通解 

不失一般性，取𝑥𝑥1轴的方向为扰动平面的法方向n�⃗， 
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（图 7-2-1） 

由对称性原理，可以猜出位移场只是𝑥𝑥1的函数，即有： 

𝑢𝑢�⃗ (𝑟𝑟, t) = 𝑢𝑢�⃗ (𝑥𝑥1, t)， ∂𝑢𝑢��⃗
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= ∂𝑢𝑢��⃗
𝜕𝜕𝑥𝑥3

= 0 
代入自由波动运动方程（7-2-2）式，得： 

𝛼𝛼2∇(∇ ∙ 𝑢𝑢�⃗ ) − 𝛽𝛽2∇ × (∇ × 𝑢𝑢�⃗ ) − ∂2𝑢𝑢��⃗
∂ t2 = 𝛼𝛼2∇ �∂u1

∂x1
� − 𝛽𝛽2∇ × �− ∂u3

∂x1
e�⃗ 2 + ∂u2

∂x1
e�⃗ 3� −

∂2𝑢𝑢��⃗
∂ t2 =

𝛼𝛼2 �∂
2u1
∂x1

2 � e�⃗ 1 + 𝛽𝛽2 �∂
2u2
∂x1

2 e�⃗ 2 + ∂2u3
∂x1

2 e�⃗ 3� −
∂2𝑢𝑢1
∂ t2 𝑒𝑒1���⃗ −

∂2(𝑢𝑢2e�⃗ 2+𝑢𝑢3e�⃗ 3)
∂ t2 = 0               ···（7-2-9） 

若令：      u�⃗ p = u1e�⃗ 1                                                  ···（7-2-10） 

          u�⃗ s = u2e�⃗ 2 + u3e�⃗ 3                                            ···（7-2-11） 

则方程（7-2-9）可表示为： 

𝛼𝛼2 �∂
2u��⃗ p

∂x1
2 � −

∂2u��⃗ p

∂ t2 = 0                                                   ···（7-2-12） 

𝛽𝛽2 �∂
2u��⃗ S
∂x1

2 � −
∂2u��⃗ S
∂ t2 = 0                                                   ···（7-2-13） 

方程（7-2-12）和（7-2-13）正是一维波动方程（D’ Almenbert   1746） 

而：𝑢𝑢�⃗ (𝑥𝑥1, t) =  u�⃗ p(𝑥𝑥1, t) + u�⃗ s(𝑥𝑥1, t)                              ···（7-2-14） 

一维波动方程的通解为： 

u�⃗ p = f⃗p1 (t − x1
α

) + f⃗p2 (t + x1
α

)                                           ···（7-2-15） 

u�⃗ S = f⃗S1 (t − x1
β

) + f⃗S2 (t + x1
β

)                                            ···（7-2-16） 

也可以写成： 

u�⃗ p (𝑟𝑟�⃗ , t) = f⃗p1 (t − e�⃗ 1 ∙𝑟𝑟�⃗
α

) + f⃗p2 (t + e�⃗ 1 ∙𝑟𝑟�⃗
α

)                                     ···（7-2-15） 

u�⃗ S(𝑟𝑟�⃗ , t) = f⃗S1 (t − e�⃗ 1 ∙𝑟𝑟�⃗
β

) + f⃗S2 (t + e�⃗ 1 ∙𝑟𝑟�⃗
β

)                                     ···（7-2-16） 

如果扰动平面的单位法向量为任意方向时，即单位矢量n�⃗ = nie�⃗ i，ni
2 = 1 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 

0 n�⃗  
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这时弹性波动场为：  𝑢𝑢���⃗  = 𝑢𝑢���⃗ (𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3, t) 

仿照一维波动方程的通解，引伸出三维情况下的解为 ： 

u�⃗ p (𝑟𝑟�⃗ , t) = f⃗p1 (t − n��⃗ ∙𝑟𝑟�⃗
α

) + f⃗p2 (t + n��⃗ ∙𝑟𝑟�⃗
α

)                                     ···（7-2-17） 

u�⃗ S(𝑟𝑟�⃗ , t) = f⃗S1 (t − n��⃗ ∙𝑟𝑟�⃗
β

) + f⃗S2 (t + n��⃗ ∙𝑟𝑟�⃗
β

)                                     ···（7-2-18） 

容易证明：只要满足弥散条件ni
2 = 1，它们确是相应波动方程的解。 

<ii> 解的物理意义  

（a）波动性 

波动方程的通解，其任意函数f⃗(t ± s（𝑟𝑟）
v

)可以称为波动函数。其中f⃗根据波动方程中未知函数确定，它

可以是各种各样的物理量（密度、位移、速度、应力……），既可以是标量也可以是矢量。其中 s(𝑟𝑟) 代表

空间曲面的类型，这个曲面是 f的某种等值面。本例中，s(𝑟𝑟) = njxj，当nj全为实数时， 

njxj = v（t − a） , a = const 

表示函数取值为f⃗(a) = const 的等值面随时间在空间的变化。当s(𝑟𝑟)为其他类型的曲面时，也可以类推。注

意，s(𝑟𝑟)是空间函数，与时间无关。 

不管f⃗代表什么物理量，也不管f⃗的具体函数形式如何，只要宗量是(t ± s（𝑟𝑟）
v

)，那么f⃗(t ± s（𝑟𝑟）
v

)就总是

表示一个随时间变化着的f⃗以速度 v在空间传播的过程。所谓波动，主要特征就是即随时间变化又在空间传

播。 

现在具体讨论一下f⃗(t− s（𝑟𝑟）
v

)波动的特点。f⃗(t + s（𝑟𝑟）
v

)可作类似的讨论。若令： 

t − nj xj

v
= a(常数)                    

则在t = t1时刻，扰动为f⃗(a)的等值面为： 

njxj = v（t1 − a）                                                    ···（A） 

而在t = t2时刻，这个等值面移动到 

njxj = v（t2 − a）                                                    ···（B） 

由解析几何知，这两个等值面都是平面。（A）式表示离原点距离为v（t1 − a）的平面，（B）式表示离

原点距离为v（t2 − a）的平面，并且两平面的法线方向都为nj。在t2 − t1的时间里平面移动的距离为： 

∆= v（t2 − t1）                                                      ···（C） 

在t1时刻由（A）式给出的平面上的f⃗1值为f⃗1(a)，在t2时刻由（B）式给出的平面上的值也为f⃗1(a)，由此可见

f⃗(t− nj xj

v
)表示平面波，且波的传播速度为：

v（t2−t1）

（t2−t1）
= v 

即等值面f⃗1(a)以速度v，沿方向n�⃗传播。 

f⃗(t + nj xj

v
) 表示沿负n�⃗方向波动。 

上面讨论的两个例子是同一物理过程，只是选用的坐标不同。从前一个例子立即看出以下的特性： 
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（b）纵横波质点位移的特点 

质点位移u�⃗ p与扰动面的法向（波的传播方向）平行，形象地称为纵波；而质点位移u�⃗ S恰好与波的传播

方向垂直，形象地称为横波。 

 

（c）等容波和胀缩波 

∇ × u�⃗ P = ∇ ∙ u�⃗ S = 0，即u�⃗ P是无旋场，u�⃗ S是无散场。而位移场的散度为零，具有明显的物理意义，即u�⃗ S不

引起弹性体的体积变化。称之为等容波；反之，u�⃗ P的旋度等于零，这种波动一定引起弹性体的体积变化，

称为胀缩波。 

 

（d）纵（胀缩）波和横（等容）波的传播速度 

    u�⃗ P和u�⃗ S分别满足传播速度为𝛼𝛼和𝛽𝛽的波动方程，可见传播速度不同，𝛼𝛼 > 𝛽𝛽（𝜇𝜇 = 0时，𝛽𝛽 = 0，所以不

会出现𝛼𝛼 = 𝛽𝛽的纵、横波在弹性体中传播的情形）。 

 

（e）Fourier迭加原理——简谐平面波 

任意波动f⃗(t ± nj xj

v
)，其中 v在纵波波动函数中取𝛼𝛼，在横波波动函数中取𝛽𝛽，总可以作纯数学上的 Fourier

展开。如： 

f⃗ �t −
njxj

v � =
1

2π
� S�⃗
∞

−∞
（r⃗，ω）eiω（t−−

nj xj
v ）dω 

                             ···（7-2-19） 

 

其中：S�⃗ �r⃗，ω� = ∫ f⃗ �t′ − nj xj

v
�∞

−∞ e−iωt′ dt′ = ∫ f⃗ �t′ − nj xj

v
�∞

−∞ e−iω(t′ −
n j x j

v )e−iω
n j x j

v d �t′ − nj xj

v
� =

�∫ f⃗(t)∞
−∞ e−iωtdt�e−ik��⃗ v ∙r�⃗ = S�⃗ �0，ω�e−ik��⃗ v ∙r�⃗ = A��⃗ (ω)e−i[B(ω)+k��⃗ v ∙r�⃗ ] 

其中： 

k�⃗ v = (kv)1e1���⃗ + (kv)2e2���⃗ +(kv)3e3���⃗ = ωnj e�⃗ j

v
= ω

v
n�⃗ = 2π

λ
n�⃗                         ···（7-2-20） 

称为波矢量。 

其中 

S�⃗ �0，ω� = � f⃗(t)
∞

−∞
e−iωtdt = A��⃗ (ω)e−iB(ω) 

                                                                    ···（7-2-21） 

                                                 

A��⃗ (ω)和B(ω)均为实数函数。 

由于f⃗ �t − nj xj

v
�是实数函数，它的谱具有如下性质： 

S�⃗ �r⃗，−ω� = � f⃗ �t′ −
njxj

v
�

∞

−∞
e−i(−ω)t′ dt′ = S�⃗ ∗�r⃗，ω� 

···（7-2-22） 

其中：S�⃗ ∗�r⃗，ω�是S�⃗ �r⃗，ω�的复共轭。因此， 
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f⃗ �t −
njxj

v � =
1

2π
� S�⃗
∞

−∞
�r⃗，ω�eiωtdω =

1
π

Re� S�⃗
∞

0

（r⃗，ω）eiωtdω 

              

                                                                              ···（7-2-23） 

Re表示取积分的实部。所以，波动函数可以表示成： 

f⃗ �t −
njxj

v � =
1
π

Re� A��⃗ (ω)ei[ωt−k��⃗ v ∙r�⃗ −B(ω)]
∞

0

dω 

                                                                          ···（7-2-24） 
就是说，把物理上实际存在的平面波动形式上分解成抽象的覆盖整个频率范围的余弦型平面波的积分

来表示。这就是 Fourier迭加公式。 

f⃗�r⃗，t，ω� = A（ω）cos⁡[ω�t −
njxj

v � − B(ω)] 

                                                                          ···（7-2-25） 

称为圆频率为ω的谱分量；A（ω）称为谱振幅；余弦项的宗量[ω�t − nj xj

v
� − B(ω)]称为总相位；B(ω)称为

初相位。f⃗随着时间按周期T = 2π
ω
作余弦变化；f⃗随着空间距离按波长λ = 2πv

ω
作余弦变化。这种按正弦或余弦

规律变化又称为简谐变化。角频率ω、周期 T、波长λ和波数kv之间的关系为： 

kv = ω
v

= 2π
vT

= 2π
λ
                                                      ···（7-2-26） 

而波矢量(kv)j = ωnj
v  ,它满足 

(kv)j
2 = （

ω
v ）

2
nj

2 = �ωv�
2
�n1

2 + n2
2 + n3

2� = �ωv�
2

= kv
2
                    ···（7-2-27） 

这个关系式称为弥散条件。 

 

（f）均匀和不均匀平面波 

上面已经把弹性全空间无限大平面扰动激发的弹性波通解用 Fourier迭加公式表示。下面，进一步讨

论这个通解的性质。不失一般性，我们只需要讨论其中一个简谐分量（简谐波动）即可。为了节省书写，

可令简谐波的振幅A(ω) = 1，初位相B(ω) = 0，即有 

f⃗�r⃗，t，ω� = cosω�t − nj xj

v
� = Re �eiω�t−

n j x j
v �� = Re �eiω�t−(kv)j xj��                ···（7-2-28） 

弥散条件：(kv)j
2 = kv

2
                                                  ···（7-2-29）                                              

（7-2-28）称为简谐平面波。后面的讨论约定取实部，而省去 Re。 

从数学上讲，并没有规定nj只能取实数，只要nj
2 = 1，上述简谐平面波都是问题的解。 

（*）先考察nj全为实数的情况。简谐波为 

eiω�t−
n j x j

v �  ， nj
2 = 1， 

则同一时刻、同一平面njxj = const 上每一点的波动量f⃗的相位是相同的。所以这个平面称为等相面。由前

所述，在nj全为实数时，这个面也是f⃗的等值面，或称等（振）幅面。 
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现在我们来分析相位值为某一指定值的等相面是如何传播的。要求总相位在时空变化中保持指定值，

即要 

ωt − kv s = ω(t + dt) − kv (s + ds) 
即要求  ωdt ≡ kv ds 
即相位随时间的变化正好与相位随空间的变化抵消。因为 

k�⃗ v = const  vector 

s(𝑟𝑟) = njxj 

s ∥ s + ds 

 

（图 7-2-2） 

如图所示，从 t时刻开始，经过 dt时间之后，等相面s与等相面s + ds之间的距离为 dn，dn是沿等相面法

向的空间变化。因此： 

ωdt
dn

=
kv ds
dn

 

即 
ω
vp

= kv |∇s| 

vp为相速度 

vp =
ω

kv |∇s| =
ω
kv

= v 

 

因为按照等值面梯度的定义以及s(𝑟𝑟) = njxj 

所以有|∇s| = �nje�⃗ j� = |n�⃗ | = 1 

所以，波动量f⃗的等相面不仅是个平面，而且沿着n�⃗ 方向以扰动传播的速度传播，因此称为平面波。注意，nj全为

实数时等幅面也是平面，且也以v = ω
kv
 的速度传播，但这时，弹性体上点点（全空间中）随时间振动的振

幅系数是相同的，不是空间变量的函数，或者说在空间是均匀的，因此，nj全为实数时的平面波动称为均

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥3 

0 

n�⃗  

dn 

t 时刻 
ωt − kv s 

 

t + dt 时刻 
ω(t + dt) − kv (s + ds) 
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匀平面波。 

 

（*）现在来讨论(kv)j为复数的情况，但它仍旧满足弥散条件(kv)j
2 = kv

2
 

将(kv)j表示为实部与虚部    (kv)j = (kv)′ j + i (kv)′′ j                                ···（7-2-30） 

其中：(kv)′ j和(kv)′′ j为实数。则简谐平面波为： 

ei（ωt−(kv )jxj） = e(kv )′′jxj ei（ωt−(kv )′jxj）                                      ···（7-2-31） 

显然，现在出现了一项随xj变化的振幅因子，其余部分则保持为一均匀平面波，只是波矢量为(kv)′ j。自然，

它们的总体，由于多了一个随空间变化的振幅因子，就不可能称为均匀平面波了。现在弥散条件化为： 

(kv)j
2 = kv

2 = �(kv)′ j + i (kv)′′ j�
2

=

��(kv)′1
2 + (kv)′2

2 + (kv)′3
2
� − �(kv)′′ 1

2 + (kv)′′ 2
2 + (kv)′′ 3

2
��+ 2i�(kv)′1(kv)′′ 1 + (kv)′2(kv)′′ 2 +

(kv)′3(kv)′′ 3�                                                           ···（7-2-32） 

等式的实部和虚部应该分别相等，即有： 

实部：�(kv)′1
2 + (kv)′2

2 + (kv)′3
2� − �(kv)′′1

2 + (kv)′′2
2 + (kv)′′3

2� = kv
2       ···（7-2-33） 

虚部：(kv)′1(kv)′′ 1 + (kv)′2(kv)′′ 2 + (kv)′3(kv)′′ 3 = (kv)���������⃗ ′
j ∙ (kv)���������⃗ ′′

j = 0                 ···（7-2-34） 

由虚部可知：（kv）
′

j
⊥（kv）

′′

j
 

等幅面为  (kv)′′ jxj = const 而振幅系数沿kv����⃗
′′
方向按指数增长；ωt − (kv)′jxj = const，或(kv)′ jxj = c−

ωt 的平面上质点的波动相位相同，称为等相面，它也是扰动面（波前）。因为ei（ωt−(kv )′jxj）是频率为ω，

沿kv����⃗
′
方向传播的简谐波，所以当(kv)j为复数时，称为不均匀平面波。它在时空中的传播图像如下图所示。 

可见，当xj → ∞时，振幅趋于无穷大，振幅e(kv )′′jxj → ∞，这在物理上是不合理的。 
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（图 7-2-3） 

    因此，弹性波在全空间传播时，不存在这种波动。但是，当空间出现界面时，可能存在。 

    特别需要注意的是：不均匀波的传播速度v′是小于波动方程中出现的扰动传播速度v的。 

因为： 

v = ω
kv

= ω

�(kv )′j
2−(kv )′′j

2
                                           ···（7-2-35） 

而 

v′ = ω
kv
′ = ω

(kv )′j
                                                  ···（7-2-36） 

所以，v′ < 𝑣𝑣 
 

<iii> 平面波的能量 

弹性波传播时，伴随着有能量的迁移。能量问题十分重要！在研究地震波时，波动的能量不仅与估计

地震破坏的大小直接有关，而且在探讨地震全过程中具有理论和应用意义。这里只考虑弹性波动引起的机

械能量状况，不涉及波动介质的整体平移和旋转。 

下面的讨论以纵波为例。因为纵、横波位移的传播速度不同，而能量与位移密切有关，所以纵、横波

能量在时空中变化不尽相同。 

 

（a）弹性能量密度 

设有传播方向为n�⃗ = njej��⃗ 的纵波位移： 

u�⃗ P = u(t − nk xk
α

)n�⃗                                               ···（7-2-37） 

若令:y = t − nk xk  
α

   , u′ = du
dy
    ,则有（根据一阶微分的形式不变性）： 

   
∂ui
∂xj

= ∂(uni )
∂xj

= − 1
α

ninj u′     ， 
∂uj

∂xi
= ∂(unj )

∂xi
= − 1

α
njni u′       θ = ∂ui

∂xi
= − 1

α
niniu′ = − 1

α
u′ 

因为εij = 1
2
（

∂ui
∂xj

+ ∂uj

∂xi
） 

而
∂ui
∂xj

= − 1
α

ninj u′  ， 
∂uj

∂xi
= − 1

α
njni u′  ，即εij = 1

2
�∂ui
∂xj

+ ∂uj

∂xi
� = − 1

α
ninj u′ 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2 
𝑥𝑥3 

0 

kv����⃗
′′

 

kv����⃗
′
 

等相面 等幅面 
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所以εijεij = （ − 1
α

ninj u′）
2

= （
1
α

u′）
2

= θ2 

    波传播时，使得弹性体发生形变，同时使质点振动，这将使得单位体积中质点具有弹性应变能密

度（用wP表示）和弹性动能密度（用wK表示）。 

其中 

wP = 1
2
σijεij = 1

2
�λθδij + 2μεij�εij = 1

2
�λθ2 + 2μεijεij� = 1

2
(λ+2μ)θ2 = 1

2
ρα2θ2 =

1
2
ρu′2                                                        ···（7-2-38） 

 wK = 1
2
ρ（ ∂ui

∂t
）

2
= 1

2
ρ（ ∂un i

∂t
）

2
= 1

2
ρu′2                        ···（7-2-39） 

由此可见，弹性体波动时，点点的弹性应变能密度时时刻刻和弹性动能密度相等。这一点与单个质点

振动时，动能与位能之和等于恒量的结果是不同的。因为在波动过程中，质点之间有相互作用，能量发生

变化动能和应变能之和不保持恒定。因此，在平面波中，wP和wK可以同时到达最大或最小。假定介质不

存在衰减，由波源激发的总的弹性能守恒，而能量在时空中的分配则随着波动而变化。可以看成由波源激

发的一个具有能量的波包在介质中传播。这时波包像运载工具。携带着弹性能量在介质中传播。如下图所

示。波未到达之前，弹性体位移为零，弹性能量也为零；波到达之处，介质发生波动才具有弹性能量，波

一过去，介质恢复平静，这些地方的弹性能量又等于零。 

 

（图 7-2-4） 

波传播时，单位体积中质点的总的能量密度为 

w = wP + wK = ρu′2 = ρ �∂ui
∂t
�

2
                               ···（7-2-40） 

 

（b）弹性波动能量的传播速度 

 

根据能量守恒原理，考察任意体元中弹性能量随时间变化的情况。设体元体积为 V，界面为 S。在波动时，

其中弹性能量的变化率为
∂w
∂t
。应该等于单位时间通过界面流进、流出的弹性能量总和。如果令v�⃗ = ve�⃗ i为能

量由 V内流到 V外的速度，则可写出能量守恒方程： 

�
∂w
∂t

dv = −� wvi
SV

nids = −�
∂(wvi)
∂xiV

ds 

由 V 的任意性，所以有 

平静 平静 
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∂w
∂t

= −
∂(wvi)
∂xi

 

类似于质量守恒方程 

  
∂ρ
∂t

= −
∂(ρvi)
∂xi

 

现在以平面纵波为例讨论。注意到波动方程 

𝛼𝛼2 �
∂2uk

∂xk
2 � −

∂2uk

∂ t2 = 0 

还有关系式 

∂uk

∂ xi

∂2uk

∂xi ∂ t
=
∂uk

∂ xi

∂
∂ t

�
∂uk

∂ xi
� =

1
α2 u′u′′  

∂uk

∂ xk

∂2ui

∂xi ∂ t
=
∂uk

∂ xk

∂
∂ t

∂ui

∂ xi
=

1
α2 u′u′′  

则平面纵波的弹性能量密度变化速率为： 

∂w
∂t

=
∂
∂t

(wP + wK) =
∂
∂t
�
1
2
ρα2（

∂uk

∂ xk
）

2

+
1
2
ρ �
∂uk

∂t
�

2

� = ρα2 ∂uk

∂ xk

∂2ui

∂xi ∂ t
+ ρ

∂uk

∂ t
∂2uk

∂ t2

= ρα2 ∂uk

∂ xk

∂2ui

∂xi ∂ t
+ ρα2 ∂uk

∂ t
∂2uk

∂xi ∂xi
=

∂
∂xi

(ρα2 ∂uk

∂t
∂uk

∂xi
) 

将上式与微分形式的能量守恒方程比较，即可得到： 

vi = −
ρα2 ∂uk

∂t
∂uk
∂xi

w
= −

ρα2 ∂uk
∂t

∂uk
∂xi

1
2 ρα

2（
∂uk
∂ xk

）
2

+ 1
2 ρ �

∂uk
∂t �

2 

用平面纵波的位移解表达式代入上式。立即得出： 

vi = αni                                                   ···（7-2-41） 

这表明，平面纵波的弹性能量传播速度就是纵波相速度α；传播方向就是波传播的方向。 

对于平面横波也可以按照以上步骤类推，结果得出平面横波的弹性能量传播速度就是横波相速度𝛽𝛽，传

播方向也是横波传播的方向。 

 

（2） 均匀、各向同性的弹性全空间中，球对称波源激发的弹性波动 

如果震源是球对称的，介质是是均匀各向同性的，则当地震波在地球内部传播而遇到分界面之前可以

看做是球面波。爆炸产生的地震波基本上属于这种情况。 

（i）运动方程及其通解 

由前已知，（7-2-7）、（7-2-8）两式是波动方程。 

𝛼𝛼2∇2𝜙𝜙 − ∂2𝜙𝜙
∂ t2 = 0                                                   

𝛽𝛽2∇2𝜓𝜓�⃑ − ∂2𝜓𝜓���⃑

∂ t2 = 0                                                   

其中未知函数共有四个，即𝜙𝜙（r⃗, t）, 𝜓𝜓�⃗（r⃗, t）.若用f（r⃗, t）表示这四个函数，则上两式可以统一写成： 

∂2f
∂ t2 = 𝑣𝑣2∇2f                                                          ···（7-2-42） 
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现在讨论球对称问题(即
∂
∂φ

= ∂
∂θ

= 0)，选用球坐标系最方便。 

因为在球坐标系下： 

∇2f =
1
r2

∂
∂r
�r2 ∂f

∂r
� +

1
r2sinθ

∂
∂θ

�sinθ
∂f
∂θ
� +

1
r2sin2θ

∂2f
∂φ2 =

1
r2

∂
∂r
�r2 ∂f

∂r
� 

所以波动方程简化为： 

∂2f
∂ t2 = 𝑣𝑣2 1

r2
∂
∂r
�r2 ∂f

∂r
� = 𝑣𝑣2 1

r
∂2

∂r2 (rf) 

或者写成： 

∂2(rf)
∂ t2 = 𝑣𝑣2 ∂2

∂r2 (rf)                                                      ···（7-2-43） 

解得通解（D’Alember解）为： 

f = 1
r
�f1 �t − r

v
� + f2 �t + r

v
��                                             ···（7-2-44） 

其中f2在物理上不合理，它表示由外向里传播的波。舍去不用。从而得到球对称点源辐射的波的通解为： 

f = 1
r

f1 �t − r
v
�                                                        ···（7-2-45） 

 

（ii）解的性质 

（a）频谱分析（即用球面谐波的迭加表示球面波） 

f(r, t) = 1
2π ∫ F(ω) 1

r
∞
−∞ eiω(t−r

v)dω                                         ···（7-2-46） 

F(ω) = ∫ f1(y)e−iωy∞
−∞ dy                                               ···（7-2-47） 

y = t − r
v
  

其中： 

eiω (t−r
v )

r
                                                            ···（7-2-48） 

称为球面谐波。 

 

（b）等相位面及其传播速度 

要保持总相位为指定常数 c，即要求ω�t − r
v
� = c，或t − r

v
= c

ω
，或r = v(t− c

ω
)。 

因此，任一时刻 t时，在空间r = v(t− c
ω

)的球面上，相位值恒等于 c。可见，等相位面是半径r = v(t− c
ω

)的

球面。亦即空间曲面s(𝑟𝑟) = r 是球面。经过∆t时间，即在t + ∆t 时刻，这个等相面移动到了 

r + ∆r = v �(t + ∆t) −
c
ω
� = r + v∆t 

为半径的球面了。可见，等相面随时间，以速度v�⃗ = ve�⃗ r沿径向扩张。 

若令f 为标量势𝜙𝜙 则位移场为u�⃗ p = ∇𝜙𝜙，质点位移方向为 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

186 连续介质力学讲义（固体力学部分） 

∇𝜙𝜙
|∇𝜙𝜙| 

球坐标系中(注意到球对称问题) 

∇𝜙𝜙 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑒⃗𝑒𝑟𝑟 +
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑒⃗𝑒𝜃𝜃 +
1

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑒⃗𝑒𝜑𝜑 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑒⃗𝑒𝑟𝑟 

将上式代入 D’Alember解，可见质点位移方向为𝑒𝑒𝑟𝑟。𝑒𝑒𝑟𝑟为沿矢径r⃗方向的单位矢量。对纵波（无旋波），波

的传播方向与质点位移方向相同，也就是波的传播方向是沿半径向外传播的，波阵面成球面状向外扩散，

因此称为球面波。 

考虑球面谐波 

𝜙𝜙 =
eiω(t−r

v)

r
∝

1
r
 

所以位移为 

u�⃗ p = ∇𝜙𝜙 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑒⃗𝑒𝑟𝑟 = �−
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡−

𝑟𝑟
𝛼𝛼)

𝑟𝑟2 − 𝑖𝑖
𝜔𝜔
𝛼𝛼
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡−

𝑟𝑟
𝛼𝛼)

𝑟𝑟
� 𝑒⃗𝑒𝑟𝑟 

由于 

ω
α

1
r

=
k
r

=
2π
λr

 

因此，当波长λ ≪ r 时，第一项远小于第二项，因此 

�u�⃗ p � ∝
1
r
 

如果令 

𝜓𝜓𝑖𝑖 =
eiω(t−r

β)

r
 𝑒𝑒𝑖𝑖 

同样可以证明，对横波（无散波），质点位移方向垂直于𝑒𝑒𝑟𝑟方向，且振幅也随距离以
1
r
衰减，即有： 

|u�⃗ s| = �∇ × ψ��⃗ � ∝
1
r
 

结论是：球面谐波的位移场当r ≫ λ时，随着距离增大，以
1
r
衰减。此称为几何扩散！ 

 

（3） 均匀、各向同性的弹性全空间中，任意有限源激发的弹性波动 

解决此问题的思路 

（i）微弱场服从迭加原理 

（ii）Huygens-Frenel principle（惠更斯-菲涅耳原理） 

    原理：把初始时刻（t0）波源上每一点看成具有初始振幅的球对称点源；间隔极小的下一时刻的波动场

与未发生扰动的介质之间有个分界面，称为波阵面，它是由全部点源的球面波在该时刻的包络面，该面上

的波场是由全部点源发出的球面波在该面上的迭加。再下一时刻的波阵面则是把前一时刻波阵面上的每一

点看成辐射球面波的新点源产生的。依次类推，即可得到任意时刻t > 𝑡𝑡0时任意有限源外任意点上的波动。 

    Kirchhoff 利用推广的格林公式解出了（实质上是给出了）Huygens-Frenel principle 的数学表述。初

始闭合面S上位移势𝜙𝜙（r⃗，t0）和
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑛𝑛
、
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
（r⃗ ∈ S，t = t0）已知时，其后任意时刻t > 𝑡𝑡0，在S外任意点𝑃𝑃(r⃗′)上

的位移势𝜙𝜙（r⃗′，t）可表为 



连续介质力学讲义 
固体力学部分 

连续介质力学讲义（固体力学部分）  187 

𝜙𝜙�r⃗′，t� =
1

4π
� �

1
vR

∂R
∂n �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡 �

− [𝜙𝜙]
∂
∂n

�
1
R
� +

1
R �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

�
S

dS 

其中：R = |r⃗′ − r⃗|为S面上的点r⃗到𝑃𝑃(r⃗′)的距离；n�⃗为S面的外法向单位矢量；带方括号[ ]的量为r⃗ ∈ S的点，

在t − R
v
时刻的值（推迟值）。V为相应波动的传播速度。 

（iii）Sommerfeld公式可以把球面波化为无数平面波的迭加。 

（iv）Fourier迭加公式又可以把任意平面波化为无数简谐平面波的迭加。 

因此，有限波源在弹性全空间辐射出的波总可以用给定初值求出的无数简谐平面波的积分给出。从而

将复杂的问题化为简单解的复杂迭加。 

其次，任意有限源在远场趋于球面波；在无限远理想化为平面波。 

所以，简谐平面波、简谐球面波在研究波动问题中具有基本意义。 
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